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Introduzione

La congettura di Lehmer prevede l'esistenza di una costante assoluta c tale che per ogni numero
algebrico a non nullo e diverso da una radice dell’unita, di grado d, si abbia h(a) > cd™!, dove
h indica 'altezza di Weil. Questo problema, formulato dal matematico americano Henry Derrick
Lehmer nel 1933 & per lo piu tuttora aperto.

Sicuramente non & possibile trovare una costante assoluta che minori I'altezza di Weil di un qua-
lunque numero algebrico; basta infatti considerare, per ogni intero D, I'intero algebrico o*/?, la cui
altezza vale h(a) =log2/D e che puo diventare arbitrariamente piccola all’aumentare di D.

Il miglior risultato a oggi conosciuto del problema sopra esposto ¢ dovuto a Dobrowolski, ed ¢ co-
nosciuto come ”lower bound di Dobrowolski”: questo afferma che per ogni € > 0 esiste una costante
c(e) > 0, dipendente da e, tale che h(a) > c(e)d 1.

Esiste inoltre un aneddoto molto interessante che concerne la risoluzione di Dobrowolski di questo
problema: egli era uno studente del matematico Narkiewicz, al quale chiese un problema da risol-
vere. Costui gli propose di cimentarsi nella risoluzione di alcuni problemi del suo libro ”Elementary
and analytic theory of algebraic numbers” [10], sottolineando che fossero tutti problemi aperti.
Dobrowolski tento per lungo tempo di risolvere il primo problema. Dopo molto tempo senza aver
ricevuto notizie, Narkiewicz chiese allo studente a che punto fosse nel suo studio e il motivo per
il quale egli non si fosse piu fatto sentire. Dobrowolski, affranto, rispose che, non essendo ancora
riuscito a risolvere il problema, aveva evitato di contattare il docente, al quale presento poi la sua
risoluzione parziale, non sapendo che i problemi aperti sopravvivono al tempo per lunghe decadi
e non trovano soluzione nell’arco di pochi giorni. Tale risoluzione parziale ¢ esattamente il lower
bound di Dobrowolski citato sopra.

L’obiettivo di questa tesi ¢ quello di analizzare un lavoro svolto dai professori Francesco Amo-
roso e Roberto Dvornicich, pubblicato in un articolo del 2000, in cui viene trattato il problema di
Lehmer nel caso particolare delle estensioni abeliane di Q, cio¢ limitatamente a numeri algebrici «
generatori di un’estensione abeliana dei razionali. Il caso interessante € quello in cui a abbia valore
assoluto (ordinario) uguale a 1; il caso complementare, e pitt semplice, era gia stato affrontato dal
matematico polacco Andrzej Schinzel nel 1973.

Nel primo capitolo di questa tesi definiremo le nozioni algebriche necessarie alla presentazione del
risultato e ricorderemo alcuni risultati della teoria algebrica dei numeri, con un focus sulla defini-
zione dei valori assoluti su campi di numeri e la loro classificazione.

Nel secondo capitolo introdurremo e studieremo la misura di Mahler di un polinomio a coeffi-
cienti interi e le sue proprieta. Definiremo poi l'altezza logaritmica di Weil di un numero algebrico
« per mezzo dei valori assoluti dei campi di numeri che contengono «, mostrando in seguito che essa
¢ indipendente dal campo. Daremo prova infine di come questi due oggetti siano strettamente legati.
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Nel terzo capitolo affronteremo il problema di Lehmer per estensioni abeliane di @, dimostrando il
risultato principale del lavoro di Amoroso e Dvornicich. Per farlo daremo alcuni lemmi preliminari:
faremo vedere che, sotto determinate ipotesi, si puo affermare I’esistenza di un particolare elemento
del gruppo di Galois di Q((,)/Q, dove m € un numero naturale, con certe proprieta e che, fissato
un valore assoluto non archimedeo su un campo di numeri, esiste sempre un ”denominatore locale”
di valore assoluto fissato. Utilizzeremo poi questi risultati per dare un bound inferiore all’altezza
di Welil rispetto ai numeri primi dispari, per poi focalizzarci sul caso speciale p = 2, che portera,
attraverso il teorema di Kronecker-Weber, alla minorazione voluta.

Concludiamo questa tesi mostrando alcune applicazioni del teorema principale: daremo una mino-
razione della norma di un numero algebrico in un’estensione abeliana e dimostreremo che esiste solo
un numero finito di campi ciclotomici il cui anello degli interi € un dominio a ideali principali.
Infine, nell’'ultima sezione di conclusioni e sviluppi, sulla base di alcuni lavori di Francesco Amoroso,
parleremo di alcuni problemi che generalizzano la congettura di Lehmer, introducendo le proprieta
di Bogomolov e Northcott.

v



Capitolo

Preliminari di teoria algebrica dei
numeri

In questo primo capitolo d’introduzione presentiamo in maniera sintetica i concetti fondamentali
e alcuni dei risultati della teoria algebrica dei numeri che useremo nel seguito con un focus sulla
ramificazione e sui valori assoluti su campi di numeri.

1.1 Campi di numeri

Tutti i risultati presentati in questa sezione possono essere trovati dettagliatamente esposti in [6].
Un campo di numeri & un’estensione finita di Q. Dal teorema dell’elemento primitivo sappiamo che
ogni campo di numeri K ¢ un’estensione semplice di Q, cioe esiste o € K tale per cui K = Q(«).
Indichiamo con Q la chiusura algebrica di Q contenuta in C.

Definizione 1.1 - Intero algebrico
Sia a € Q. Diciamo che « & un intero algebrico se esiste un polinomio monico, non nullo, a
coefficienti in Z di cui « ¢ radice.

Indichiamo con A = {a € Q : a & un intero algebrico} l'insieme degli interi algebrici. A & un
sottoanello di Q.

Dato un campo di numeri K, definiamo I’anello degli interi di K come il sottoanello Ok := ANK
degli interi algebrici contenuti in K.

1.1.1 Fattorizzazione degli ideali

In questo paragrafo parliamo di fattorizzazione di ideali in domini di Dedekind. Per fare cio occorre
dare definizione dei concetti di chiusura integrale e di anello integralmente chiuso.

Definizione 1.2

Sia R un dominio con campo dei quozienti K. Un elemento o € K ¢ intero su R se ¢ radice di
un polinomio monico a coefficienti in R. R & detto integralmente chiuso se per ogni o € K
con « intero su R, a € R.

Definiamo adesso un’importante classe di domini di integrita, alla quale appartengono anche gli
anelli degli interi dei campi di numeri.
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Definizione 1.3 - Dominio di Dedekind

Un dominio R & un dominio di Dedekind se verifica le seguenti proprieta:
1. B noetheriano;

2. Ogni ideale primo non nullo € massimale;

3. E integralmente chiuso.

I domini di Dedekind godono della proprieta di fattorizzazione unica degli ideali.

Teorema 1.4
In un dominio di Dedekind R ogni ideale proprio non nullo I di R si scrive in modo unico, a
meno dell’ordine dei fattori, come prodotto di ideali primi, ovvero

=15,
i=1

con p; € Spec(R) e e; >0 per ognii =1,...,n.

Sia L/K ¢ un’estensione di campi di numeri e sia Or, /O la rispettiva estensione degli anelli degli
interi. Consideriamo p C O un ideale primo e sia pQy, la sua estensione, che, in generale, non e
un ideale primo. Per il Teorema 1.4, p si fattorizza in O, come prodotto di ideali primi:

poL = [ [ 5
=1

Definizione 1.5 - Indice di ramificazione
Chiamiamo indice di ramificazione di 8 sopra p, e lo indichiamo con e(P|p), I'esponente di
P che compare nella fattorizzazione di pOy,.

Definizione 1.6 - Grado di inerzia
Chiamiamo grado di inerzia di 3 sopra p, e lo indichiamo con f(*B|p), il grado dell’estensione
di campi finiti O /P su Ok /p.

L’indice di ramificazione e il grado d’inerzia sopra definiti godono della seguente proprieta.

Proposizione 1.7

L’indice di ramificazione e il grado d’inerzia sono moltiplicativi in una torre di estensioni, cioé
se K C L C F sono tre campi di numeri e p,q e § sono tre ideali primi rispettivamente di K, L
e F tali che flq|p, allora

e(flp) = e(flq) - e(alp)

f(Flp) = f(fla) - f(alp).

Vale inoltre il seguente teorema:

Teorema 1.8
Sia L/K un’estensione di campi di numeri di grado n e sia p un ideale primo di O. Siano
B, ..., B, gli ideali primi di Op che compaiono nella fattorizzazione di pOy. Allora, posto
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e; = e(Filp) ¢ fi = [(Filp), si ha che

T

n= Zeifi

=1

1.2 Valori assoluti e valutazioni

Ci occupiamo ora di definire il concetto di valore assoluto e di valutazione su un generico campo K.
Le dimostrazioni di tutti i teoremi e di tutte le proposizioni da qui in poi riportati possono essere
trovati in [2], [6] e [10].

Definizione 1.9 - Valori assoluti su un campo

Sia K un campo. Un valore assoluto su K ¢ una funzione |- | : K — R>( che rispetta le
seguenti proprieta:

1. |x] = 0 se e solo se x = 0,

2. Per ogni coppia di elementi z,y € K vale che |z||y| = |zy|,

3. Esiste una costante C’ > 0 tale che per ogni coppia di elementi Vz,y € K vale

|z +y| < C(J2] + [y])-

Diciamo che il valore assoluto |- | € non archimedeo se inoltre vale che per ogni coppia di
elementi z,y € K,
|z + y| < max{|z], |y|},

altrimenti diciamo che ¢ archimedeo.

La mappa che manda ogni elemento invertibile z € K* in 1 e 0 in 0 & un valore assoluto su K, che
chiamiamo valore assoluto banale.

E possibile definire una relazione d’equivalenza sull’insieme dei valori assoluti su un certo campo
K, che risulta particolarmente utile nel loro studio e nella loro classificazione.

Definizione 1.10 - Valori assoluti equivalenti

Due valori assoluti | - |1 e | - |2 su un campo K si dicono equivalenti, e scriviamo | - |1 ~ | - |2, se
esiste un numero reale positivo A € R* tale che |- |1 = | - |5.

Indichiamo 'insieme quoziente {valori assoluti non banali su K}/ ~ con il simbolo Mg. Ge-
neralmente gli elementi di Mg sono indicati con delle lettere.

Strettamente collegate ai valori assoluti sono le valutazioni su un campo K.

Definizione 1.11

Una valutazione (reale) su un campo K ¢ una funzione v : K — R U {oo} che rispetta le
seguenti proprieta:

1. v(x) = 0o se e solo se =0,

2. Per ogni coppia di elementi z,y € K vale che v(zy) = v(z) + v(y),

3. Per ogni coppia di elementi z,y € K vale che v(z + y) > min{v(z),v(y)}.

Diciamo che la valutazione v ¢ discreta se 'immagine v(K™) & un sottogruppo di R isomorfo
a Z.

Osserviamo che ogni valutazione discreta pud essere normalizzata in modo che I'immagine v(K™)
sia esattamente Z.

Anche sulle valutazioni e possibile definire una relazione di equivalenza, analoga a quella per i
valori assoluti.
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Definizione 1.12
Siano vy e v9 due valutazioni su un campo K. Diciamo che v; & equivalente a vs, e scriviamo
v1 ~ vy se esiste un numero reale positivo y € RT tale che vy (+) = yva(-).

Sussiste una relazione molto stretta tra valutazioni e valori assoluti non archimedei su un campo
K esiste infatti una bigezione esplicita tra i due seguenti insiemi

{valori assoluti non archimedei su K}/ ~ «— {valutazioni su K}/ ~ .

1.3 Valori assoluti su Q

Lo scopo di questa sezione € quello di classificare tutti i valori assoluti su Q a meno di equivalenza.
Oltre al valore assoluto banale e a quello usuale, denotato con | - |, € possibile associare a ogni
numero primo razionale un valore assoluto non archimedeo su Q.

Definizione 1.13

Per ogni numero primo p, definiamo la valutazione p-adica di un numero z € Q* come quel
numero intero vy(z) tale che

T = pl’p(if)%’

con (ab,p) = 1. Definiamo inoltre il valore assoluto p-adico, e lo indichiamo con | - |, il valore
assoluto che a un generico numero razionale x € QQ associa

ol =01,

I valori assoluti p-adici, il valore assoluto banale e quello ordinario sono a due a due non equivalenti.
Il seguente risultato afferma che questi sono tutti e soli i valori assoluti su Q a meno di equivalenza
([6], pagina 45).

Teorema 1.14 - Ostrowski
Ogni valore assoluto non banale su Q é equivalente a un valore assoluto p-adico |- |, o all’ordi-
nario valore assoluto | - |sc-

Terminiamo il paragrafo con la formula del prodotto su Q.

Proposizione 1.15
Per ogni x € Q*, abbiamo che

oo T T el = 1,

pEP

dove con P indichiamo l’insieme dei numeri primi di Z.

1.4 Valori assoluti su campi di numeri

In questo paragrafo rendiamo specifica la nozione di valore assoluto su un campo ai campi di numeri
K. Anche in questo caso & possibile classificare tutti i valori assoluti a meno di equivalenza.

Sia K un campo di numeri e sia ¢ un’immersione di K in C. Possiamo associare a ¢ un valore
assoluto normalizzato definendo, per ogni = € K,

|zl = lo(2)oo
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dove | - | designa il valore assoluto archimedeo usuale su C. Osserviamo che se o & un’immersione
complessa e 7 ¢ 'immersione coniugata a o, ovvero 7(z) = o(x), allora |- |, = | - | .

Enunciamo il seguente teorema che classifica i valori assoluti archimedei di un campo di numeri ([§],
pagina 89).

Teorema 1.16

Sia K un campo di numeri.

1. Siano o e T due immersioni di K in C. Allora, i valori assoluti |- |, e |- |r sono equivalenti
se e soltanto se T=0 0T =7.

2. Ogni valore assoluto archimedeo su K é equivalente a un valore assoluto |- |5, per una certa
immersione o di K in C.

Segue da questo teorema che, detto r il numero di immersioni reali di K in C e s il numero di coppie
di immersioni complesse, su K ci sono r 4 s valori assoluti archimedei a meno di equivalenza.

Occupiamoci ora dei valori assoluti non archimedei su un campo di numeri K. In modo analo-
go a come abbiamo fatto su Q, definiamo i valori assoluti p-adici su K, dove p € un ideale primo
non nullo di Og.

Definizione 1.17

Sia K un campo di numeri e sia p un ideale primo non nullo di Og. Indichiamo con p il primo
razionale che sta sotto p, cioe p =Z N p.

1. Chiamiamo valutazione p-adica su K, e la indichiamo con vy, I'applicazione che a ogni

x € K* associa \

() = Sl

dove A\ € Z & I'esponente di p nella fattorizzazione in ideali primi dell’ideale (z)Ok.
2. Chiamiamo valore assoluto p-adico su K l'applicazione |- [, : K — R, che a ogni z in K
associa:

|$|p — p_Up(x)‘

Terminiamo la classificazione dei valori assoluti di un generico campo di numero K a meno di
equivalenza ([8], pagina 89):

Teorema 1.18
Sia K un campo di numeri.

1. I valori assoluti p-adici, con p ideale primo non nullo di Ok, sono a due a due non equiva-
lents.

2. Ogni valore assoluto non archimedeo, che non sia il valore assoluto banale, su K é equivalente
a un valore assoluto p-adico | - |y, per un certo ideale primo non nullo p di Ok.

Concludiamo la sezione con la seguente definizione.

Definizione 1.19
Sia K un campo di numeri. Definiamo primo di K una classe di equivalenza di valori assoluti
non banali su K.

Generalmente un primo di K ¢ quindi un v € M. Utilizzando quanto detto in questa sezione,
d’ora in poi quando ci riferiremo a un primo di K, andremo sempre a scegliere un rappresentante
normalizzato |-|, del primo v. In particolare se v € un primo archimedeo (scriviamo v|co), allora con
| - |, indicheremo il valore assoluto indotto dall’immersione o di K in C che classifica v. Se invece v
¢ un primo non archimedeo (scriviamo v { 00), ogni valore assoluto appartenente a v & equivalente
al valore assoluto | - |,, dove p & un ideale primo di Ok, e quindi con | - |, indicheremo | - |,.
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1.5 Completamenti

Nella sezione 1.2 abbiamo definito i valori assoluti su campi arbitrari. Osserviamo ora che ogni
valore assoluto induce una metrica d su K definita da

d(ﬂ:7 y) = "T - y’a
dove z e y sono due elementi di K. Con cio siamo in grado di dare la seguente

Definizione 1.20 - Campo completo

Sia K un campo. K & detto completo rispetto a un valore assoluto || se & uno spazio metrico
completo rispetto alla distanza d indotta, cioe se ogni successione di Cauchy di elementi di K
ha limite in K rispetto a d.

Il seguente teorema ci assicura che & sempre possibile completare un campo K rispetto a un suo
valore assoluto ([6], pagina 47).

Teorema 1.21

Sia K un campo e sia | - | un valore assoluto ivi definito. Allora esistono un campo K e un
valore assoluto | - |* su K tali che:

1. K ¢ completo rispetto a | - |*,

2. K si immerge in modo denso in K,

3. Per ogni x € K si ha che |z| = |z|*.

Inoltre la coppia (K,|-|*) ¢ unica a meno di isomorfismo algebrico e topologico.

Poniamo ora 'attenzione ai campi di numeri.

Sia K un campo di numeri. Per ogni primo v € Mg, indichiamo con K, il completamento di K
rispetto al valore assoluto | - |, e con @Q, il completamento di Q rispetto alla restrizione di | - |,.
Definiamo inoltre il grado dell’estensione dei completati

Ny = [Ky @ Q).
Valgono le seguenti ([2], pagina 21)

Proposizione 1.22

Sia K un campo di numeri e sia v € Mg un primo. Se v é archimedeo, allora n, =1 se v é
associato a un’immersione reale, mentre n, = 2 se v € associato a un’immersione complessa.
Se invece v € non archimedeo, vale che

ny = e(p|pZ) f(p|pZ)

dove p ¢& l'ideale primo di Ok associato a v e p NZ = pZ.
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Proposizione 1.23 - Formula del prodotto
Sia K un campo di numeri. Per ogni o € K* wvale

I[ ledir =1

VEM
Diamo la seguente definizione.

Definizione 1.24
Siano K e L due campi di numeri con K C L e siano v € Mg e w € My. Diciamo che w
divide v, e scriviamo w|v, se per ogni a € K si ha che |a|, = |aly.

Il senso della definizione di sopra ¢ chiarificato dalla prossima proposizione.

Proposizione 1.25

Siano K e L due campi di numeri tali che K C L.

1. Siano o : K — C e : L — C due immersioni e denotiamo con v e w 4 primi archimedei di
K e L associati rispettivamente a o e 7. Allora, w divide v se e soltanto se la restrizione di T
a K coincide con o o con @.

2. Siano p e q due ideali primi non nulli rispettivamente di O e Or. Denotiamo con v e w i
primi non archimedei di K e L associati a p e q rispettivamente. Allora, w divide v se e solo
se q divide p.

Dimostrazione. 1. Discende direttamente dal Teorema 1.16.
2. Supponiamo che q { p, esiste allora o € p \ q e dunque ||, < 1 e |af, = 1, ovvero w { v.
Supponiamo ora che q|p e sia @ € Ok, a # 0. Denotiamo con a il pit grande intero tale che p*|(«).
Si ha allora che (alp)
a e(q|p a
Valx) = = = N
" bz ez

ovvero w|uv. O

Concludiamo la sezione e il capitolo con una formula di cui avremo bisogno per mostrare che I’altezza
assoluta di Weil di un numero algebrico ¢ indipendente dal campo di numeri che lo contiene.

Proposizione 1.26
Siano K e L due campi di numeri tali che Q C K C L. Allora, per ogni primo v di K, abbiamo

> =LK

Dimostrazione. Sia v un primo archimedeo. Grazie alle Proposizioni 1.22 e 1.25 & sufficiente ve-
rificare che il numero di immersioni di L in C la cui restrizione a K coincide con 'immersione o
associata a v ¢ uguale a [L : K|, ma questo ¢ un fatto noto dalla teoria dei campi.

Sia invece v un primo non archimedeo e sia p C Ok l'ideale primo non nullo di O associato a v.
Sia inoltre

pOL =gt (ql\P) (%IP) o qz(qklp)
la fattorizzazione in ideali primi di pOy,. Utlhzzando anche in questo caso le Proposizioni 1.22 e

1.25 abbiamo che:

k k
Nw _ e(qjlpﬂZ)f quﬂZ T
w i J J

wlv

dove la seconda uguaglianza € dovuta a 1.7 e l'ultima ¢ il Teorema 1.8. g
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Osserviamo quindi che per ogni campo di numeri K e per ogni primo razionale p € Z abbiamo

Z Ny = Z n, = [K : Q.

VEM K vVEMEK
v|oo v|p

1.6 Appendice di teoria analitica dei numeri

Presentiamo qui due risultati della teoria analitica dei numeri, che ci serviranno per le applicazioni
del teorema principale della tesi, che svilupperemo nella sezione 3.1.

Teorema 1.27 - Mertens
Sia P C N ['insieme dei numeri primi. Per x — 400 si ha la stima asintotica

1 -
11 (1 B *) ~ 16 ’
peP p 08T
p<xm

dove v = 0,5772... é la costante di Eulero-Mascheroni.

Una dimostrazione del precedente Teorema puo essere trovata in [7],Teorema 429, pagina 466.

Teorema 1.28 - Linnik
Siano a e d due numeri interi coprimi, con 1 < a < d. FEsiste una costante assoluta 1 < L <5
tale che, detto p(a,d) il pit piccolo numero primo p =a mod d, si ha

p(a,d) < d-.

Osserviamo che, con le notazioni di sopra, 'esistenza di un tale p(a,d) € accertata dal Teorema di
Dirichlet:

Teorema 1.29 - Dirichlet
Siano a e d due numeri interi coprimi, con 1 < a < d. Esistono infiniti primi p = a mod d.

Una trattazione completa del Teorema di Linnik puo essere trovata in [8].




Capitolo

La Misura di Mahler e ’altezza di
Weil

Il seguente capitolo e diviso in due sezioni principali. Nella prima sara data definizione del concetto
di Misura di Mahler di un polinomio e saranno trattate alcune delle proprieta di maggior rilievo di
quest’ultima, tra cui il Teorema di finitezza di Northcott e il Teorema di Kronecker. Nella seconda
parte invece verra presentato quello che puo essere considerato 'oggetto chiave della tesi: ’altezza
logaritmica di Weil per numeri algebrici. Successivamente sara studiato il legame che questa ha con
la misura di Mahler.

2.1 Misura di Mahler di un polinomio

Per misurare la complessita di un polinomio
F(x) =apz™ + ...+ ao

a coefficienti in Z un approccio standard ¢ quello di considerare le norme indotte da C su C[z]. Le
piu famose sono:

1F[[1 = laol + ... + |an], (2.1)
1F12 = Vlaol + .. + [an ?, (2.2)
1Flloo = maz{lacl, ..., |an]}, (2.3)

|F|1 = mawx|, =1 |F(2)], (2.4)

dette rispettivamente lunghezza, norma quadratica, altezza naive e norma della conver-
genza uniforme sulla sfera unitaria.

Le relazioni tra queste norme di polinomi sono riassumibili nella proposizione seguente, che &
un’immediata conseguenza delle relazioni che sussistono tra le norme definite su C:

Proposizione 2.1
Per ogni polinomio F € Clz] di grado al pit n vale la sequente catena di disuguaglianze

[ Flloo < [[Fll2 < [Fl < |IF[[1 < (n 4+ D[Fl|oo-

Ognuna delle norme sopra introdotte misura in un qualche modo specifico la complessita del poli-
nomio F' (per esempio la lunghezza da un’idea del numero di cifre necessarie alla scrittura di F')
dipendente pero dai suoi coefficienti e non direttamente dalle sue radici. Definiamo allora un’altra
misura polinomiale, la misura di Mahler, che risponde a questa esigenza.



Misura di Mahler di un polinomio 2. La Misura di Mahler e I’altezza di Weil

Definizione 2.2 - Misura di Mahler
Sia F(z) € C[z] un polinomio non nullo di grado n e sia

F(z)=a(x — a1)...(x — ay)

la, sua fattorizzazione in C, con a; non necessariamente distinto da «; per i # j. Chiamiamo
misura di Mahler di F, e la denotiamo con M (F'), la quantita

M(F) = |a| | [ max{1, |ox[}. (2.5)
=1

Per completezza, definiamo la misura di Mahler del polinomio nullo M (0) = 1.

La misura di Mahler di F' & quindi il prodotto tra il valore assoluto ordinario del suo coefficiente
direttore e quello delle sue radici al di fuori del disco unitario, contate con la loro molteplicita.
Estendiamo in maniera naturale la definizione di misura di Mahler anche ai numeri algebrici:

Definizione 2.3
Sia o un numero algebrico. Chiamiamo misura di Mahler di «, e scriviamo M («), la misura di
Mahler del suo polinomio minimo su Z.

Dalla definizione di misura di Mahler si deducono le seguenti semplici proprieta:

1. Per ogni coppia di polinomi F,G € C|z] si ha che M(FG) = M(F)M(G).

2. Se F € Clz] ¢ un polinomio di grado n, indicando con F* il polinomio reciproco (ovvero quel
polinomio definito come F*(z) = 2" F(z~!)) si ha che M(F) = M(F*).

3. Per ogni polinomio F(x) € Clz] e per ogni intero n > 1, M(F(x)) = M(F(z")).

4. M(F') ¢ minorata dal valore assoluto del coefficiente direttivo di F'.

Concludiamo il paragrafo con un importante risultato di Kurt Mahler che lega la definizione algebrica
di misura di Mahler con un’espressione analitica equivalente:

Teorema 2.4
Sia F € Clz| un polinomio di grado n > 1. Allora

M) = (- [ osF) )

Dimostrazione. Poniamo )
- 1 s ,
51(F) = exp (5 [ og(F(e))at).
27T 0

Abbiamo gia osservato che la misura di Mahler ¢ moltiplicativa ed ¢ immediato verificare che lo
stesso vale per la funzione M. Inoltre M(a) = |a| = M(a) per ogni a € C*. Per dimostrare il
teorema & dunque sufficiente far vedere che per ogni @ € C si ha che M(X — a) = M(X — «). In
realtd, ¢ sufficiente trattare il caso o € RT, infatti, se « = re’? € C, con r € RT ¢ 6 ¢ [0, 27], da
una parte abbiamo che M (X — a) = max(1,|a]) = max(1,7) = M (X — r) e dall’altra

B 1 2 . 1 2 )
log(M(X —a)) = 27r/0 log " — a|dt = 27r/0 log =9 — r|dt =

1 2740 ) 5
— log et — r|dt = log(M (X —7)).
6

2

10
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Poniamo adesso

1 2m )
I(r) = / log e — r|dt,
2 0

ci basta allora mostrare che I(r) = log max(1,7).

Proviamo che per ogni r € R vale I(r?) = 2I(r) :

1

21 ) 1 A ]
I(r?) = 27r/0 log |e" — r?|dt = 47r/0 log |e" — r?|dt =

1 2m ) 1 2 ) 1 2 )
= / 2log | — r?|ds = / log |e"® —r|d3+/ log |e'® + r|ds =
47 0 2w 0 2w 0

=1I(r)+I(—r)=2I(r),

dove I'ultima uguaglianza ¢ dovuta al fatto che —r = re™. In particolare, per » = 1 si ha che
I(1) = 2I(1), ovvero I(1) = 0 = logmax(1,1). Ricorsivamente deduciamo dalla relazione di sopra
che I(r?") = 2"I(r). Inoltre

]7“2” — 1] < |e't — T2n| <r¥ 41

e integrando questa disuguaglianza otteniamo

I(r?") 1 n
(r”) < —log|r®" +1]

1 .
o logr? —1] < <
on gn = on

ovvero . )
2—nlog|r2 -1 <I(r) < 2—nlog|7‘2 + 1.

Facendo tendere n a 400, troviamo per r < 1
I(r) =0=1log 1 = logmax(1,7),

eperr>1
I(r) =logr = logmax(1,r).

2.1.1 Minorazione della misura di Mahler in funzione delle norme indotte

Lo scopo di questo paragrafo ¢ quello di trovare una minorazione di M (F') in funzione delle norme
introdotte all’inizio del paragrafo precedente. Introduciamo un lemma preliminare:

Lemma 2.5
Sia F(z) = apx™ + ... + ag € C[z] un polinomio di grado n. Indicando con aq,...,ay, le sue
radici (contate con molteplicita), vale che per ogni j =1,....,n

ot < (1) art).

Dimostrazione. Scriviamo la fattorizzazione di F' in Clx]:

an, H(m — o).

11



Misura di Mahler di un polinomio 2. La Misura di Mahler e I’altezza di Weil

Sfruttando il fatto che i coefficienti di un generico polinomio sono funzioni simmetriche nelle radici,
moltiplicate per il coefficiente direttore, otteniamo

n
Ap—1 — —0Ap E Qi

j=1
ap—2 — Qp E (07187

1<j<k<n

n
ap = (—=1)"ay, H a;j
j=1
Da cui, per j = 1,..,n, si ha che

la;| = |an| Z Qg -

1<ii<..<i;<n

<l [[mex(le) 3 1= anl (") kli[lmaxu, ) = ()00,

<lanl D> e o)

1<ir<..<ij<n

k=1 1<ir<...<ij<n
d
Utilizzando questo lemma deduciamo il seguente
Teorema 2.6
Per ogni polinomio F € Clz] di grado al pit n valgono le sequenti disuguaglianze
on\ 1/2
71l < (21) " ar() (2.
Fly < 2°M(F), (2.7)
[Flls < 2"M(F), (2.8)

17l < (1)) 210, (29

dove con [x] indichiamo la parte intera di x.

Dimostrazione. Per mostrare le disuguaglianze (2.6), (2.8) e (2.9) basta applicare il lemma prece-
dente combinato con le seguenti formule

B (n) = <[n72]>

rispettivamente. La disuguaglianza (2.7) € invece conseguenza immediata del fatto che |F'|; < ||F||1,
come mostrato in 2.1, unita a (2.8). O

12
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Tutte le disuguaglianze del teorema precedente sono ottimali, come & possibile verificare conside-
rando il polinomio F'(z) = (x + 1)".

Terminiamo il paragrafo con un’interessante curiosita che lega la misura di Mahler a ogni altra
norma sullo spazio vettoriale C[z], dei polinomi di grado minore di n. Enunciamo un lemma
preliminare che servira nella trattazione:

Lemma 2.7 - Landau
Per ogni polinomio F € Clz] si ha
M(F) < ||F]l2.

In particolare, grazie a 2.1, vale anche la disuguaglianza M (F') < ||F||;.

Sia ora
n

F(z) =ap [[(z — o)

=1

un polinomio a coefficienti complessi di grado n e, per ogni intero m € N*, poniamo

Osserviamo che per ogni m € N*, F,,,(x) ¢ un polinomio di grado n. Come conseguenza dei teoremi
2.6, 2.7 e dalla Definizione 2.2, otteniamo che per ogni m € N*

M(F) = M(Fy)V/™ < ||l [/ ™ < (2)Y™ M () /™ = 277 M (F)

e facendo tendere n all’infinito
lim |||}/ = M(F).

n—-+o0o

Dato pero che l'insieme C[z],, dei polinomi di C[z] di grado minore di n ¢ un C-spazio vettoria-
le di dimensione finita, tutte le norme ivi definite sono equivalenti: abbiamo cosi dimostrato il
seguente

Teorema 2.8
Sia F € Clz]| un polinomio di grado n e sia || - || una norma definita su Clx],. Allora

lim ||F,|[Y™ = M(F).

n—-+o0o

2.1.2 1l teorema di finitezza di Northcott e il teorema di Kronecker

Grazie alle stime viste nel paragrafo precedente ¢ ora possibile enunciare e dimostrare con tecniche
elementari un teorema di grande rilevanza teorica.

Teorema 2.9 - di finitezza di Northcott
Sia n € N* un intero non nullo e sia My € RT un numero reale positivo. L’insieme dei numeri
algebrict di grado limitato da n e con misura di Mahler limitata da My ¢ finito.

Dimostrazione. Grazie a (2.9) sappiamo che per ogni polinomio F' di grado minore di n

1l < (1)) M10P),

13
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da cui deduciamo che ogni numero algebrico di grado limitato da n e con misura di Mahler limitata
da M ¢é radice di un polinomio irriducibile F' a coefficienti interi, la cui altezza naive ¢ limitata da

<[n72]>M0'

Ricordando la Definizione (2.3) di altezza naive, il numero di polinomi con la proprieta sopra esposta

¢ inferiore o uguale a
[2( " >M "
0+ }
[n/2]

e quindi il numero di numeri algebrici che rispettano le limitazioni imposte € inferiore uguale a

n [2 <[n’;2}) Mo + 1] m

in quanto ogni polinomio F' ha al piu deg(F')< n radici distinte. Da questo segue la tesi. O

Concludiamo il capitolo con il seguente risultato, che € un corollario al teorema 2.9 e che fu messo
in evidenza per la prima volta da Leopold Kronecker nel 1859, matematico polacco dal quale questo
teorema eredita il nome:

Teorema 2.10 - Kronecker
Sia o € Q°. M(a) =1 se e soltanto se o ¢ una radice dell’unita.

Dimostrazione. Supponiamo che « sia una radice n-esima primitiva dell’unita, allora il suo polino-
mio minimo su Z ¢ un polinomio ciclotomico, in particolare monico, di grado ¢(n), le cui radici sono
tutte e sole le radici n-esime primitive dell’'unita. Chiamando o = ax, ..., ag(p) 1 coniugati di a, si
ha che per ogni j =1,...,¢(n)

lajf =1

ed essendo il polinomio minimo monico si ha di conseguenza che M (a) = 1.

Viceversa, sia o un numero algebrico non nullo tale che M(«a) = 1, allora o € un intero alge-
brico, in quanto il polinomio minimo su Z deve avere coefficiente direttore uguale a 1. Mostriamo
che, per ogni n € N*, M(a") = 1: & chiaro che Q(a") C Q(«), quindi ogni immersione di Q(a") in
Q ¢ la restrizione di [Q(a) : Q(a™)] immersioni di Q(«) in Q. Segue da cio che i coniugati di "
sono potenze n-esime dei coniugati di «. Si conclude osservando che, per I'ipotesi, ogni coniugato
di a deve avere modulo minore o uguale a 1 e lo stesso vale per le loro potenze n-esime.

Chiamando ora D il grado di @ su Q, segue che, per ogni intero n € N*, [Q(a™) : Q] < D e per il

teorema 2.9 devono esistere due interi positivi m e n, con m # n, tali per cui
a” =a".

Questo implica che « € una radice dell’unita. O

2.2 Altezza di Weil di un numero algebrico

Sia a € Q un numero algebrico e sia K un campo che contiene c. Poniamo provvisoriamente

hi(a) = [Kl Q] UE;K Ty 10g+(’a‘v)v

dove definiamo log™ (z) = log(max{1,z}), per z reale non negativo. Vogliamo dimostrare che la
definizione presentata poc’anzi non dipende dal campo K.

14
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Proposizione 2.11

La deﬁniziﬁne precedente non dipende dal campo K. Piu precisamente, siano K C L due campi
e sia a € Q un numero algebrico tale che o € K, allora

hi(a) = hp(a).

Dimostrazione. Sia o € K, dalla definizione di sopra si ha che

hL(a) = [L : Q] UGZ/V[:L Lz lOg+ |a|v

N 1og™ [ay

UEMK weMy,
wlv

nw) IOg |a|v
’UEMK weMy,
wlv

Per la Proposizione 1.26, per ogni v € Mg abbiamo che

> nw=I[L:K]n,

veEMT,
wlv
e dunque:
[L: K]
hp(a) = = Z ny log™ |y
[L ’ Q] VEM K
Z nylog™ (lafy) = hi(a).
UEM

Questa proposizione giustifica la seguente definizione.

Definizione 2.12 - Altezza logaritmica di Weil

Sia o € Q e sia K un campo di numeri che contiene . Chiamiamo altezza logaritmica di
Weil di « il numero reale definito da

h(e) log™ |arly.

’UEMK

In certe situazioni ¢ utile considerare 1’altezza non logaritmica definita da H(«) = exp h(a).

Presentiamo alcune proprieta di cui gode 'altezza di Weil.

Proposizione 2.13

La funzione altezza h : Q — RZ9 verifica, per a, 8 € Q, le proprieta sequenti.
1) h(a) > 0 e inoltre h(a) = 0 se e solo se a € una radice dell’unita o o = 0.
2) h(apB) < h(a) + h(B). Se poi B € una radice dell’unita allora h(af) = h(a).
3) Per ognin € Z si ha che h(a™) = |n|h(a).

15
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Dimostrazione. Sia K un campo di numeri contenente « e (:
1) La prima asserzione ¢ ovvia dalla definizione. Per mostrare la seconda osserviamo che

h(a) =0 < |a|, <1 per ogni primo v € M.

Deduciamo quindi che h(a) = 0 se e soltanto se a € un intero algebrico (segue considerando i primi
non archimedei di K) e se |o(«)| < 1 per ogni immersione o di K in C (segue considerando i primi
archimedei di K'). Ma allora la misura di Mahler di o & M («) = 1. Il Teorema 2.10 implica quindi
che 0 @ =0 o « € una radice dell’unita.

2) Per ogni primo v € M abbiamo

max (1, |af|,) = max(1,|aly|Bly) < max(1,|a|,) max(1,|5],)

e quindi h(af) < h(a)+h(5). Inoltre, se 5 ¢ una radice dell’unita, si ha che h(afB) < h(a)+h(B) =
h(a) e h(a) < h(aB) + h(B71) = h(aB), dunque h(af) = h(a).

3) Il caso n = 0 & ovvio.

Supponiamo ora n # 0 e mostriamo innanzitutto che h(a~!) = h(a). Per ogni v € My abbiamo

max(1, |aly)

max(1, |a~t|,) = lals
long |O‘|v - 10g+ ‘ail‘v = log ‘O‘|v-

Dalla formula del prodotto 1.23 otteniamo

h(a) — h(a™t) = M Z ny log |a, = 0.
’ VEMK

Sia ora n € Z. Per ogni v € Mk si ha

+
log™ "], = nlog™ |al, sen >1
In|log™ |a~t, sen < 0.

La prima uguaglianza da la tesi nel caso in cui n sia positivo, mentre la seconda (combinata col
fatto che h(a) = h(a™!)) da la tesi quando n & negativo. O

2.2.1 Altezza normalizzata di un polinomio

Ci proponiamo di introdurre un’altezza normalizzata su Q[z] che prolunga la nozione di misura di
Mahler di un polinomio a coefficienti interi. Cominciamo col dare una definizione.

Definizione 2.14

Sia K un campo di numeri e siano P = Y"1  a;2* € K[z] un polinomio e v € Mg un primo di K.
Se v & un primo archimedeo associato all'immersione o di K in Q, poniamo M,(P) = M (cP).
Se invece v & un primo non archimedeo, definiamo M, (P) come M,(P) = max{|ag|v, .- ., |an|v}-

Fissato v € Mg un primo di K, la funzione M, appena definita definita & completamente moltipli-
cativa:

Lemma 2.15
Sia K un campo di numeri e siano P,Q € K|[z] due polinomi e v € My un primo di K. Allora
Mv(PQ) = MU(P)M’U(Q)

16
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Dimostrazione. 11 caso in cui v sia un primo archimedeo e ovvio. Supponiamo allora v non archi-
. _ . 7 _ . y . _ l
medeo. Siano P =}, a;z’ e Q =3, b;2? e sia PQ = 3, ¢z’. Allora

leily = | Z aibj’v < g-lgaz{l |aibj|v < My(P)My(Q)
i+j=l B
e dunque M, (PQ) < M,(P)M,(Q). Mostriamo 'altra disuguaglianza. Siano ora

r = min{i t.c. |ai\v = Mv(P)}

s = min{j t.c. |bjl, = My(Q)}.

Si ha allora che |a,bs|, = M,(P)M,(Q) e che |a;bjl, < My(P)M,(Q) con i +j = r + s ma
(i,7) # (r, s). Segue allora che

|Cr+s|v = ‘aTbS + Z aibj|v = M”(P)M”(Q)
i+j=r+s
(4,3)#(r,s)

da cui segue che M,(PQ) > M,(P)M,(Q). O
Definiamo adesso un’altezza polinomiale su Q, che dimostreremo essere fortemente legata all’altezza
di Weil.

Definizione 2.16

Sia P € Q[z] un polinomio e sia K un campo di numeri contenente i coefficienti di P. Definiamo

- 1

h(P):m > nylog My(P).

vEMK

Anche in questo caso la definizione non dipende dal campo K e la dimostrazione ¢ analoga a quella
della Proposizione 2.11.
Le proprieta della funzione h che piu ci risulteranno utili sono riassunte nel seguente lemma:

Lemma 2.17

La funzione h verifica le sequenti proprieta.

1) Per ogni numero A € Q" e per ogni polinomio P € Q[x] si ha che h(AP) = h(P).
2) Per ogni coppia di polinomi P,Q € Q[x] si ha che l:z(PQ) = h(P) 4+ h(Q).

3) Sia a € Q" un numero algebrico non nullo, allora h(z — a) = h(c).

Dimostrazione. 1) Vale che

h(AP) — h(P) = m > ny(log My(AP) —log M, (P)) =
’ VEM K
1
= ny log |Aly = 0
a2

per la formula del prodotto.
2) Segue direttamente dal Lemma 2.15.
3) Sia o un’immersione di K in Q, allora la misura di Mahler del polinomio z — o(«) ¢

M(z — o(a)) = max(1, |a])

17
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e quindi
h(z —a) = @ ve%K ny log My(x — o) =
1
= ®.Q Z ny log™ |al, = h(a)

vEMEK

Il teorema seguente € una conseguenza immediata del precedente lemma.

Teorema 2.18
Sia P € Q[z] un polinomio e denotiamo con ai,...,cn le sue radici, contate con la loro
molteplicita. Si ha allora che

h(P) = h(e;)
j=1

Dimostrazione. Dal punto 1) del Lemma 2.17 possiamo supporre P unitario. Considerando allora

la fattorizzazione di P in Q
n

P(z) =[]z - o)

i=1
sempre grazie ai punti 2) e 3) del Lemma 2.17 si ha che

n

h(P) =) h(z—a;) =Y h(a;).
j=1

7=1
O

Dal teorema precedente segue un importantissimo corollario, che ci permette di esprimere in un
modo semplice 'altezza di Weil di un numero algebrico, dipendentemente dalla misura di Mahler
di quest’ultimo.

Corollario 2.19
Per ogni numero algebrico o, si ha che

_ log M(a)
"= Q)

Dimostrazione. Usiamo il Teorema 2.18 e la Definizione 2.16 scegliendo come polinomio P il poli-
nomio minimo di « su Z e come campo K = Q. Dal Teorema di Ostrowski 1.14 sappiamo che i
valori assoluti su Q a meno di equivalenza sono il valore assoluto ordinario e quelli p-adici; possiamo
quindi calcolare i valori di M,(P) al variare di v € Mg. Dato che P ¢ un polinomio primitivo,
otteniamo che

M,(P) =1

per ogni primo razionale p, mentre

Mo (P) = M(P)

in quanto 1'unica immersione di Q in Q ¢ I'identita. Segue che per la Definizione 2.16

h(P)= Y log M,(P) =log M(P).
vEMg
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Denotando ora con aq, ..., ay, i coniugati di «, dal Teorema 2.18 segue che

n

h(P) = h(a;) = nh(a),

j=1

dove l'ultima uguaglianza segue direttamente dal fatto che

> nylog"|al, = log(a)
vEMK
vfoo
con a coefficiente direttore di P. Per mostrare questa uguaglianza possiamo supporre, a meno di
localizzare alla parte moltiplicativa data dal complementare dei primi che compaiono nella fattoriz-
zazione di a, che Og(q) sia un PID. Allora a = /7 per certi 8,7 € Og(q) ridotti ai minimi termini,
in questo modo

log [Bly —log|v|w  se [Blv > |7,

B
log™ |a], = max(log ‘—‘ ,0) =
! vlo 0 se |Blo < [V]o-

Possiamo allora limitarci a considerare i primi che dividono v e da qua la conclusione segue con-
siderando il polinomio minimo di « che in Z ha coefficiente direttore Ng(q)/@(7). Uguagliando i
risultati otteniamo la tesi. g

Concludiamo la sezione e il capitolo con due semplici ma importanti corollari.

Corollario 2.20 B
Per ogni polinomio P € Q|x] si ha che h(P) =0 se e soltanto se ogni radice di P é una radice
dell’unita.

Corollario 2.21
Se a e 8 sono coniugati allora h(a) = h(p).
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Capitolo

Minorazione dell’altezza in
un’estensione abeliana

Questo capitolo e incentrato su una risoluzione parziale del problema di Lehmer, gia presentato nel-
I'introduzione a questo elaborato di tesi, nel particolare caso in cui il numero algebrico « (diverso da
zero e da una radice dell’unita) sia generatore di un’estensione abeliana dei razionali. In particolare
verra prodotto un estremo inferiore ai possibili valori che 'altezza logaritmica pud assumere per
numeri algebrici con la proprieta sopra citata.

Un primo risultato parziale fu trovato da Schinzel [11], che & riuscito a mostrare che in campi
totalmente reali o CM (ovvero estensioni quadratiche immaginarie di campi totalmente reali) esiste
una minorazione assoluta dell’altezza logaritmica che non dipende dal grado dell’estensione per certi
numeri algebrici. Il risultato & presentato nel seguente

Teorema 3.1 - Schinzel

Sia K un campo di numeri totalmente reale o CM e sia o € K* un numero algebrico tale che
la| # 1; allora

1+5

=1.272....
2

H(a) >

Per una dimostrazione si veda [11].

Nel caso in cui « sia un intero algebrico, la condizione |a| # 1 non & restrittiva, in quanto sot-
to lipotesi in cui K sia un campo CM o totalmente reale, se || = 1, allora tutti i coniugati di «
hanno modulo 1 e di conseguenza « € una radice dell'unita. Infatti, nel caso in cui K sia totalmente
reale si ha che se |a| = 1 allora @ = £1 e quindi anche o(a) = £1 per ogni o : K — C, mentre se
K & CM allora o «a sta nella sottoestensione reale (e si cade nel caso precedente) oppure a € K NC
e dato che K e un’estensione di grado due di un campo totalmente reale, I'unico coniugato di « &
@ e quindi o] =1=|a| =1.

La condizione || # 1 diventa pero rilevante nel momento in cui si vuole cercare di minorare 1’altezza
di numeri che non sono interi algebrici e si vuole dunque capire se, sotto determinate ipotesi, possa
essere omessa. Il seguente teorema, che e il risultato principale di questo lavoro di tesi, da una
risposta affermativa, seppur parziale, al problema appena esposto, nel particolare caso di estensioni
abeliane dei razionali.



3. Minorazione dell’altezza in un’estensione abeliana

Teorema 3.2
Sia L/Q un’estensione abeliana e sia o € L* diverso da una radice dell’unita. Allora

Non sappiamo se questo sia un estremo inferiore ottimale o se possa essere ulteriormente raffinato,
ma ¢ possibile mostrare che la costante log 5/12 non puo essere sostituita con nessun numero mag-
giore di log 7/12 = 0.162... (la dimostrazione di questo fatto si trova alla fine di questa sezione).
Presentiamo adesso tutti gli strumenti necessari alla dimostrazione del Teorema 3.2.

3.0.1 Lemmi preliminari

Nella trattazione che segue useremo la seguente notazione: indicheremo con K, il campo ciclotomico
Q(¢m), dove m & un intero naturale m £ 2 mod 4 e (,, ¢ una radice primitiva m-esima dell’unita.
Utilizzeremo inoltre la seguente proposizione, la cui dimostrazione puo essere trovata in [9]:

Proposizione 3.3
Sia G una radice primitiva m-esima dell’unita, con m Z 2 mod 4. Allora l’anello degli interi
dell’estensione ciclotomica K, = Q((m) € Ok,, = Z[(m)-

Introduciamo dei lemmi preliminari che risulteranno cruciali nella dimostrazione della disuguaglian-
za, presentata nel Teorema 3.2.

Lemma 3.4

Sia p un primo razionale. Esiste un omomorfismo o, € Gal(K,,/Q) con le sequenti proprieta:
1) Se p non divide m, allora per ogni v € Ok,, si ha che ¥ = op(y) mod pOk,,, .

2) Se p divide m, allora per ogni vy € Ok,, si ha che ¥P = op(7?) mod pOk,,. Inoltre, per ogni
a € Ok,, che verifica op(aP) = aP, esiste una radice dell’unita ¢ € K, tale che (o € K', dove
K’ ¢ un’estensione ciclotomica di Q strettamente contenuta in K,,.

Dimostrazione. 1. Supponiamo che p non divida m e sia 0, € Gal(K,,/Q) I'unico omomorfismo che
verifica 0(() = Ch. Sia v € Ok, = Z|[(n), esiste allora un polinomio F € Z[z] tale che v = F((,).
Per il Piccolo Teorema di Fermat, esiste un polinomio G € Z[z]| tale che F(z)? = F(aP) + pG(x),
dunque abbiamo che

VP = F(Gn)’ = F(¢h,) +pG((m) = 0p(y) mod pOk,,.

2. Supponiamo che p divida m e consideriamo in questo caso o, un generatore del gruppo Gal(K,, /K, /p),
che & ciclico di ordine p nel caso in cui p? divide m, di ordine p—1 altrimenti. Sia ora vy € O, , come

nel caso precedente esistono un polinomio F' € Z[z] e un polinomio G € Z[x] tali che v = F((y,) e
F(z)P = F(aP) + pG(z). Si ha allora che

V= F((n)’ = F(Ch) +pG(Gm) = F(¢,)  mod pOk,,

op(7?) = 0p(F(Cm)") = 0p(F((;)) mod pOk,,. (3.1)
Inoltre (i, € K,,/, e dunque, dato che (0,) = Gal(Ky,/K,y,p), si ha che 0,(¢hn) = (i e di conse-
guenza F(¢h,) = 0,(F(¢h)). Sostituendo nella (3.1) si ottiene 77 = 0,(7?) mod pOk,,.
Per dimostrare la seconda affermazione, supponiamo che esista un elemento o € K, tale che
op(a?) = of. Dal momento che o,(¢hn) = (i e che o, & un generatore di Gal(Ky,/K,,/,), si ha che

UP(Cm) = CpCm
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3. Minorazione dell’altezza in un’estensione abeliana

dove ¢, ¢ una radice p-esima primitiva dell'unita. Con le stesse argomentazioni, esiste un intero
u € Z tale che o,(a) = (fa. Deduciamo da cio che

;

ma allora a/(y, ¢ un elemento fissato da oy, che & un generatore di Gal(K, /Ky, /,): dalla teoria di
Galois classica segue che /(Y € K, /p € cio conclude la dimostrazione del lemma. O

Lemma 3.5

Siano K un campo di numeri e a € K* un elemento non nullo. Sia inoltre v € Mg un
primo non archimedeo. FEsiste allora un intero algebrico B € O tale che fa € Ok e |5y, =
max(1,|al,) "t

Dimostrazione. Sia
n
a(’)K = prl
=1

la fattorizzazione di () come ideale frazionario di K, garantita dal Teorema 1.4, dove a; € Z — {0}
per ogni i € {1,...,n}. Separiamo la dimostrazione in due casi:

1) Supponiamo che esista un i € {1,...,n} tale che |-|, = |-|,,. Allora, un /3 che rispetti le condizioni
della tesi deve essere soluzione del sistema

B=0 mod pj_aj se a; <0, con je{l,..,n},
Bepimm N p (@t

e, dato che ci sono solo un numero finito di condizioni da soddisfare, una soluzione a questo sistema
esiste per il Teorema cinese del resto.

2) Supponiamo ora invece che |- |, = |- |, per un certo ideale primo p € Ok diverso da ognuno dei
p;. Allora, un 3 che rispetti le condizioni della tesi deve essere soluzione del sistema

=0 modp; ™ se a; <0,
=1 modp
e anche in questo caso una soluzione a questo sistema esiste per il Teorema cinese del resto. O

Il precedente lemma e particolarmente importante perché mostra l'esistenza di un denominatore
locale all’interno di un campo di numeri.

Lemma 3.6

Sia o € Q un numero algebrico non nullo, appartenente a un certo campo ciclotomico K,, e
sia p > 3 un primo razionale. Supponiamo che o non sia una radice dell’unita.

1) Se p non divide m, allora

h(a) > log(p/2)
p+1
2) Supponiamo ora che per ogni radice dell’unita ¢, il campo Q(Ca) non sia contenuto in nessun
campo ciclotomico K, C Ky, (conn <m, nlm). Allora, per ogni primo razionale p che divide
m, si ha che
S log(p/2)

h(a) = <50
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3. Minorazione dell’altezza in un’estensione abeliana

Dimostrazione. 1) Supponiamo che p { m e cerchiamo di maggiorare |a” — op(a)|, per ogni primo
v € Mg, di K,,, cosi da ottenere la disuguaglianza voluta utilizzando la formula del prodotto
1.23. Sia allora v € Mk, tale che v|p. Dal Lemma 3.5, sappiamo che esiste 5 € Ok, , tale che
Ba € Ok, e |Bl, = max(1,|al,)~!, mentre grazie al Lemma 3.4, possiamo affermare che esiste un
omomorfismo o, € Gal(K,,/Q) tale che (af)P — op(af), BP — 0p(8) € pOk,,. Otteniamo dunque
che

(@8) = aylad)l, < -
e che 1
‘5]0 - Up(ﬁ)’v < 5

Combinando i risultati ottenuti e utilizzando la disuguaglianza ultrametrica
& —op(a)lo = [Bl,*[(B)? — op(aB) + (op(B) = B)op(a)l,
< [l max(|(aB)? — op(aB)lv: lop(8) = Blulop(a)l)
<~ max(l,a],)" max(1. (0],

Per quanto riguarda i restanti valori assoluti non archimedei, cioe quelli tali che w € Mg, con
w1 p e m{oo, utilizzando la disuguaglianza ultrametrica otteniamo:

@ — op()|w < max(1, |afy)” max(1, [op()|w).
E infine, per i valori assoluti archimedei, grazie alla disuguaglianza triangolare si ha
o = op(@)|o < |} + |op(@) ]y < max(1, |af,)” max(1, |op(a)|s) + max(1, |af,)” max(1, |op(a)|s) =

= 2max(1, |a,)P max(1, |op(a)ly).

Dall’ipotesi che o non sia né nullo né una radice dell’unita, segue che a” — o, () # 0, se infatti cosi
fosse, avremmo che ph(a) = h(a?) = h(op(a)) = h(a), da cui h(a) = 0, in contraddizione con la
Proposizione 2.13. Possiamo allora applicare la formula del prodotto 1.23 all’elemento o — o,(a),
insieme alla Proposizione 1.26 e alle disuguaglianze trovate di sopra, ottenendo:

1
0= Z ny log [of — op(a)l, < Z ny log — + Z Ny log 2
p

vEM Ky, vEMK, vEMK,,

vlp v]oo

2 > mlogt(alk)+ 3o nulog® (gp(a)h)
'UEMKm UEMKm

= (K : Q] <log]2) + ph(a) + h(Up(a))> = K : Q| ( . 1og§ +(p+ 1)h(a)>,

che da la disuguaglianza cercata.
2) Il caso in cui p divide m si tratta come il precedente, andando pero a sostituire I’elemento o, ()
con oy(aP), in accordo con il Lemma 3.4, ottenendo le seguenti disuguaglianze:

%max(l, |a|y)P max (1, |op(a)|,)?  se v|p
02 = (@), < § max(L, Jaf,)P max(L|op(@) ) s v1p e vfoo

2max(1, |a|,)? max(1, |op(a)]y)P  se v]oo
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3. Minorazione dell’altezza in un’estensione abeliana

Grazie a queste, applicando ancora una volta la formula del prodotto 1.23 all’elemento a? — o, ()P,
che e diverso da 0 per le ipotesi fatte sul campo e per il punto 2 del Lemma 3.4, deduciamo

0<[Kn: Q](— logg + 2ph(a)>.

da cui segue la tesi. O

Osserviamo che il lemma precedente offre una stima dal basso dell’altezza di Weil leggermen-
te piu piccola della costante presentata nel Teorema 3.2; vale infatti la prossima proposizione,
la cui dimostrazione passa attraverso il seguente teorema di importanza capitale nella teoria dei
numeri:

Teorema 3.7 - Kronecker-Weber
Ogni estensione abeliana di Q é contenuta in un’estensione ciclotomica.

Proposizione 3.8
Sia L/Q un’estensione abeliana e sia o € L* diverso da una radice dell’unita. Allora

h(a) > k’ggm — 0.0916... .

Dimostrazione. Denotiamo con K, il piu piccolo campo ciclotomico tale per cui esiste una radice
dell’unita ¢ con la proprieta che (a € K, tale campo esiste per il teorema di Kronecker-Weber 3.7.
Consideriamo il risultato della Proposizione 3.6, nel caso specifico in cui p = 5. Allora, otteniamo
la disuguaglianza

los(5/2) log(5/2)) _ los(5/2

h(a) = h(Gna) > min (2052, 252 o

Il caso p = 5 ¢ ottimale, in quanto per p > 70 p =3

i <log(p/2) log(p/2)> _ log(p/2) _ log(5/2)
2p 7 p+1 2p 10

dato che la funzione f(x) = % ha un massimo in x = 2e = 5,436... . O

Per raggiungere la stima annunciata nel Teorema 3.2, studiamo il caso speciale p = 2.

3.0.2 Dimostrazione del risultato principale

Come preannunciato alla fine dello scorso paragrafo, studiamo il caso p = 2 e vediamo come i lemmi
sopra presentati possano essere opportunamente ampliati.

Lemma 3.9

Esiste un omomorfismo o = o9 € Gal(K,,/Q) con le sequenti proprieta:

1) Se 4 non divide m, allora per ogni v € Of,, si ha che ¥* = o(y?) mod 40k, .
2) Se 4 divide m, allora per ogni v € Ok, si ha che v* = o(y%) mod 40k, .

Ricordiamo che nel Lemma 3.4 si avevano le condizioni pitt deboli o(v) = 4? mod 20k, quando
m & dispari e 0(72) =42 mod 20k, quando m & pari.
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3. Minorazione dell’altezza in un’estensione abeliana

Dimostrazione. 1) E una diretta conseguenza del Lemma 3.4, in quanto vale la fattorizzazione

7 —o(v?) = (v* = a(M)((=7)? = o(=7)).

2) Sia v € Ok,,, allora esistono coefficienti ay, ..., as € Z tali che y =Y a;Ct . Si ha che

m

n n

o) =Y aio(Gn)' =D _(—1)a:ll,,

i=0 i=0
da cui seguono o(y) — v =0 mod 20k,, e o(7) +v =0 mod 20k, e quindi

c(v*) =4 =0 mod 40k, .

Lemma 3.10
Siano 1, ...,z € (—1,1) k numeri reali di modulo minore di 1 e consideriamo le sequenti due

funzioni reali:
f(z) =4log2 —2logt V2 —22;  g(x) = 3log2 — log™ V4 — 422,
Allora

g(xj)} > log 5.
1

f(z;),

lma {
o hax :
1 J

k
Jj=

k

Dimostrazione. Consideriamo i seguenti tre insiemi:

e Berel)
1
I3={$]§<a:<1}
Si ha che
f(z) > 2log2, se x € I;
{f(x)—4log2, se x € I3;
(z) = 3log 2, se € I

g(z
{g(m) > 3log2 —logv/3, se z € Is.

Inoltre, per x € I, si verifica facilmente che f e g sono funzioni convesse, quindi, denotando con k;
il numero di j per cui x; € I;, si hanno le disuguaglianze:

1 kl kg 1 ]{73 )
kzj:f(xj) > ?-210g2+?-f(k—2 Z xj) +?-410g2,

Z’jEIQ

1 k ks /1 s
52 0(w)) > 5 Blog2+ -g(k—2 > )+ “2 . (3log2  log V3).
J ijIQ
Siano poi
F(zo,5y1,y2,y3) = y1 - 2log2 4+ ya - f(z0) + y3 - 41log 2,
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3. Minorazione dell’altezza in un’estensione abeliana

G(20,;Y1,Y2,Y3) = y1 - 3log 2 + ya - g(0) + y3 - (3log 2 — log V/3).

Inferiamo dalle disuguaglianze presentate sopra che

To€l2

k

1 .

z maX{ E f(xj), 9(%‘)} > min  max{F(vo;y1,¥2,%3), G(z0,;y1,¥2,y3)} = log5.
Jj=1 Jj=1 y1+y2+ys=1

Teorema 3.11

Sia o € K. Valgono i sequenti fatti:

1) Se 4m e non esiste nessuna radice dell’unita ( € K, tale che af sia contenuto in una
sottoestensione ciclotomica propria di K,,, allora

Dimostrazione. 1) Assumiamo che 4|m e che a{ non sia contenuto in nessuna sottoestensione
ciclotomica propria di K,, per ogni radice dell'unita { € K,,. Allora la dimostrazione della
disuguaglianza
log 2
4
puo essere ottenuta come la dimostrazione della disuguaglianza
log(p/2)

h(a) > o,

h(a) >

nella dimostrazione del Lemma 3.6, sostituendo la relazione v* = 0,(7?) mod pOk,, con la relazione
pitt forte 72 = o(y?) mod 40k, .

Fissiamo v € Mk, un primo di K,, tale che v|2. Dal Lemma 3.5, sappiamo che esiste 8 € Ok, ,
tale che Ba € Ok, e |Bl, = max(1,|al,)”!, mentre grazie al Lemma 3.9, possiamo affermare che
esiste un omomorfismo o € Gal(K,,/Q) tale che (a8)? — o((aB)?), 8% — 0(8?) € 40k,,. Allora

1

(@B)? = o((@B)) < 5

18— o(8)], <
Combinando allora i risultati e utilizzando la disuguaglianza ultrametrica si ottiene che
la® —a(a®)|y = |BI,%[(@B)* — o((aB)?) + (o(8%) = B*)a ()],
< 18152 max(|(aB)? — a((aB)?)]vs [0(8%) = B%[u|o(@®)]0)

1
< 1 max(1, |al,)? max(1,|o(a?)],).

=

Per quanto riguarda i restanti valori assoluti non archimedei, cioe quelli tali che w € Mg, con
w12 em{oo, utilizzando la disuguaglianza ultrametrica otteniamo:

2

lo? — 0(a?)]w < max(1, |aly)? max(1, |o(a?)]y).
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3. Minorazione dell’altezza in un’estensione abeliana

E infine, per i valori assoluti archimedei, grazie alla disuguaglianza triangolare si ha
@? — o (a®)], < |af} + |o(a®)], < max(1,|af,)? max(1, [o(a?)],) + max(1, |a|,)? max(1, [o(a?)],) =
= 2max(1, |al,)? max(1, |o(a?),).

Adesso, dato che a? — o(a?) # 0 per quanto detto in 3.6 applicando la formula del prodotto
1.23 all’elemento o — o(a?), insieme alla Proposizione 1.26 e alle disuguaglianze trovate di sopra,

otteniamo: .
0= Z nylog|a? — o(a?)], < Z nvlogZJr Z ny log 2

'UEMKm 7Je]MKm 'UGMKm
v|2 v]oo
+2 Z nylog™ (Jay) + 2 Z nylog* (lo(a)ly)
UEMKm UEMKm

= (Ko : Q] (log% +2h(a) + 2h(o(a))) = (Ko : Q] ( ~log2+ 4h(a)>,

che da la disuguaglianza cercata.
2) Supponiamo ora che 4 f m e che 7 non sia una radice dell’'unita. Sostituendo la relazione
7P = a(v)P mod pOg,, con la relazione piti forte ¥4 = o(72?) mod 40Ok, nel Lemma 3.6, otteniamo

2 + .4 2
ha) > 2log2 + 55 > vjoo log™ ot — o (a®) [y
- 6 )
dove con ¢ indichiamo la funzione ¢ di Eulero. Similmente, considerando o® — o(a?), otteniamo
un’espressione analoga

3log2 + ﬁ > vloo log® [a® — o(a?)],

h(a) >
(c) 2 12
Se |a| # 1, dal Teorema 3.1 abbiamo il bound inferiore
1 1 5
h(a) > = log V5 = 0.2406... ,
2 2
possiamo allora supporre che |a] = 1 e che quindi |a|, = 1 per ogni primo archimedeo v € Mk,

di K,,. Poniamo allora o(a?) = a*e’ e per ogni primo archimedeo v € Mp, di K, definiamo

|1 — €|, = |1 —e|. Con tali notazioni si ottiene che

L o(0)?, = ot — atel, = |a?|, |1 — cos(ty) + i sin(ty)|

= /1 + cos2(t,) — 2cos(t,) + sin2(t,) = \/2 — 2cos(t,)

|

e analogamente
lo® — ()|, = V4 — 4cos(t,).

Sostituendo nelle disuguaglianze di sopra si ha

1
: )Z(4log2 2log™ \/2 — 2cos(t, ZSlogQ log™ \/4 — dcos2(t }
m
vloo

=12
v]oo

Ma allora, ponendo x, = cos(t,) possiamo applicare il Lemma 3.10, infatti il numero di valori
assoluti archimedei a meno di equivalenza coincide con il numero di coppie di immersioni complesse
di K,, in Q (in quanto K,, ¢ un’estensione puramente immaginaria di Q e non ci sono immersioni
reali nella chiusura algebrica), che sono proprio ¢(m)/2. Si ottiene cosi che

h(a) > — max {

¥

1
ha) > 282,
12

che ¢ la tesi. O
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Combiniamo ora il Lemma 3.6 e il Teorema 3.11 e osserviamo che per i primi p > 13 abbiamo

] 2) 1 log(11/2) 1 2) 1 2)  log(2
0g(p/2) _ log5 _ og( /)< 0g(5/2) - 0g(7/2) - og( ).
p+1 12 12 6 8 4

Definiamo allora il simbolo

logig;Q;, se 71 m;

log(5/2 .

cm) =4 & se 7lm e 5{m;
%, se 35|m e 111 m;
10%5), se 385|m.

Abbiamo cosi provato il seguente teorema:

Teorema 3.12
Sia o € K. Allora
1) Se a non é una radice dell’unita,
h(a) = c(m);
2) Se 4m e non esiste nessuna radice dell’unita ¢ € K, tale che al sia contenuto in una
sottoestensione ciclotomica propria di K,,,
log 2

h(a) > 1

In particolare, combinando il precedente teorema con il Teorema di Kronecker-Weber 3.7, otteniamo
una dimostrazione del Teorema 3.2.

Dimostrazione. (del Teorema 3.2) Denotiamo con K, il pitt piccolo campo ciclotomico tale per cui
esiste una radice dell’unita ¢ con la proprieta che (a € K,,: tale campo esiste per il teorema di
Kronecker-Weber 3.7. Dal Teorema 3.12 segue

log(7/2) log(5/2) log(11/2) logh log2) _ logh
8 6 7 12 127 4 ) 127

h(a) = h(¢a) > min (

O

Come era stato anticipato all’inizio del capitolo, non sappiamo se la costante log5/12 sia ot-
timale, ma possiamo affermare che essa non puo essere sostituita da nessun numero maggiore di
log 7/12.

Esempio 3.1
Sia K = K»;. Consideriamo la fattorizzazione di (7) in Og,, = Z[(21], data dal teorema di Kummer.
Dal momento che ®9;(x) = (z + 5)%(z + 3)® mod 7 si ha che

(T)Z[Ca1] = (7, Co1 + 5)%(7, Co1 + 3)°,

ovvero (7) si fattorizza come prodotto di due primi con indice di ramificazione 6 e grado d’inerzia 1.
Visto che Z[(21] ¢ un PID (si veda la sezione successiva per un dettaglio completo sull’argomento,
Teorema 3.16) i due ideali (7, 21 +5) e (7, (21 +3) possono essere riscritti in termini di un generatore,
in particolare, facendo uso di un calcolatore, otteniamo che: (7,(21 +5) = () con

Y=Ct -+ G -G+ -1
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Consideriamo ora o = /7, il cui polinomio minimo &
281
pro(z) = 212 — 521! 413210 — 2329 4-322% — 3827 + 73:6 —382° + 322 — 2323 + 1322 — 5x + 1,

¢ possibile verificare computazionalmente che la misura di Mahler di o ¢ 7, da cui, usando il

Corollario 2.19, otteniamo che

log 7
h(a) = TR

L’elemento « produce il migliore esempio che conosciamo di un numero algebrico di altezza ” piccola”
contenuto in un’estensione abeliana di Q.

3.1 Applicazioni e Corollari

In questa sezione presentiamo le principali conseguenze e applicazioni del Teorema 3.2. Daremo
prima una minorazione della norma in estensioni abeliane e successivamente mostreremo che esiste
solo un numero finito di campi ciclotomici il cui anello degli interi ¢ un dominio a ideali principali.

3.1.1 Minorazione della norma in un’estensione abeliana

Fissata un’estensione abeliana L/Q, presentiamo un lemma che lega la norma di un intero algebrico
v € Oy, all’altezza logaritmica di 7 /7.

Lemma 3.13
Sia L un’estensione abeliana di Q e sia v € O, — {0}. Allora

log [Npjo(7)| = [L : QA(7/7).

Dimostrazione. Sia v € O, — {0} e definiamo o = 7/~. Per ogni valore assoluto archimedeo v di L
si ha che |a|, = 1, infatti associato a v esiste un elemento o € Gal(L/Q) tale che |a|, = |o(@)]|co,
da cui

laf; = o(a)o(a) = o(a)o(@) = o(jaf*) =1,

in quanto, essendo Gal(L/Q) abeliano, la coniugazione complessa commuta con o.
Dalla definizione di altezza 2.12 e applicando la formula del prodotto 1.23 a -y, otteniamo:

[L:Qh(a) = ) nylogtlal,= Y nyloghlal, + Y nyloglyly =

veEM], veEM], vEM,
vfoo vfoo
= > mylogmax(|yle, [710) + D> nuloglyle < D nylog vl
UEML ’UGML UEML
vfoo v]oo v]oo

dove la disuguaglianza ¢ dovuta al fatto che v e 7 sono interi algebrici e quindi |y|, <1e |7], <1
per ogni valore assoluto non archimedeo |- |,. Adesso, dalla definizione di norma

NL/Q: H h/ZUa
vEM

v]oo

otteniamo la disuguaglianza annunciata nella tesi

log [Np /()| = [L : QA(¥/7)-
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Corollario 3.14
Sia L un’estensione abeliana di Q e sia v € Or, — {0} tale che 7/ non é una radice dell’unita.
Allora

log [Nr/g(7)| _ log5

[L:Q) - 12

Dimostrazione. Basta applicare il Teorema 3.2 e il lemma precedente. 0

3.1.2 Campi ciclotomici

Utilizzando le tecniche precedenti, dimostreremo in questa sezione che esistono solo un numero finito
di campi ciclotomici il cui anello degli interi € un dominio a ideali principali.

Con le stesse notazioni usate in precedenza, presentiamo un lemma che ci servira nel seguito.

Lemma 3.15

Supponiamo che 'anello degli interi del campo ciclotomico K., sia a ideali principali. Allora
per ogni primo p = 1 mod m, esiste un intero algebrico v € Ok, tale che NKm/Q(*y) =pe
tale che v/5 non sia una radice dell’unita.

Dimostrazione. L’ipotesi fatta su p ci assicura che questo si spezza completamente in O, , ovvero
esistono pi, ..., Py(m) ideali primi di Ok, tali che

©(m)
POk, = ] »:-
i=1

Dall’ipotesi che O, sia a ideali principali discende che per ogni i = 1, ..., (m) esiste v; € Ok,,
tale che (7;) = p;. Segue allora che N, /o(vi) = N(p;) = p per ogni i = 1,...,p(m); inoltre, dato
che p spezza completamente in Ok, , per ogni i = 1,...,o(m), p; # pi, e quindi ~;/7; non & una
radice dell’unita. g

Dimostriamo adesso il risultato principale della sezione.

Teorema 3.16
Esistono solo un numero finito di campi ciclotomici il cui anello degli interi é un dominio a
ideali principali.

Dimostrazione. Dal Teorema di Linnik 1.28, sappiamo che esiste una costante L > 1 tale che, per
ogni intero m > 2, esiste un numero primo p = 1 mod m che verifica p < m”. Sia allora m > 2
un intero e supponiamo che I'anello degli interi di K, sia principale. Utilizzando il Lemma 3.15,
possiamo affermare che esiste un intero algebrico v € Ok,, tale che Nk, o(7) =p < m’ e tale che

~/7 non ¢ una radice dell’unita. Applicando il logaritmo ad ambo i membri e il Corollario 3.14 si

ottiene log 5
og
K,, :

[ Q%

e quindi possiamo affermare che esiste una costante assoluta c; > 0 tale che

< Llogm

Llogm > cip(m).

Dal Teorema di Mertens 1.27, esiste una costante cy > 0 indipendente da m tale che

Llogm > cica
logm
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o equivalentemente
m L
77— < ——
log“m — cico

e questo e vero solo per un numero finito di m, in quanto

m

lim 57— = +00.
m——+oo log m

Questo conclude la dimostrazione. O

Le costanti c1,co e L del precedente Teorema sono effettivamente calcolabili e da questo si puo
dimostrare che ci sono esattamente 29 campi ciclotomici con anello degli interi a ideali principali,
che sono K,, con m=3,4,5,7,8 9,11, 12, 13, 15, 16, 17, 19, 20, 21, 24, 25, 27, 28, 32, 33, 35, 36,
40, 44, 45, 48, 60, 84 (si veda [12] per una trattazione completa).

3.2 Conclusioni e Sviluppi

In questa sezione conclusiva presentiamo gli sviluppi di questioni legati alla congettura di Lehmer,
successivi al lavoro analizzato in questa tesi. Riferimenti per questa sezione sono gli articoli [3] e

[4].

In [3] viene proposta una versione relativa della congettura di Lehmer, dove il campo base & stato
sostituito con la massima estensione abeliana di Q.

Congettura 3.17
FEsiste una costante reale ¢ > 0 tale che per ogni o € Q* diverso da una radice dell’unita si ha

che
c

M) 2 gty o

Nello stesso articolo si ¢ anche cercato di comprendere quale possa essere un buon candidato per il
campo base nella formulazione del problema di Lehmer. Con il punto di vista sopra presentato, per
qualificare un campo K come un buon candidato a essere il campo base, bisogna che I’altezza di
Weil sia almeno limitata inferiormente al di fuori dell’insieme delle radici dell’unita (la congettura
3.17 implica che Q% soddisfa questa proprieta). Introduciamo allora le seguenti nozioni, seguendo
il lavoro di Bombieri e Zannier [4]:

Definizione 3.18

Sia A C Q un sottoinsieme di numeri algebrici.

1) Diciamo che A ha la proprieta (B) di Bogomolov se esiste un numero reale Ty = Tp(A) > 0
tale che I'insieme degli elementi di A con altezza piu piccola di Ty consiste di tutte le radici
dell’'unita contenute in A

2) Diciamo che A ha la proprieta (N) di Northcott se per ogni numero reale 7' > 0, l'insieme
degli elementi di A con altezza piu piccola di T ¢ finito.

Sicuramente ogni campo di numeri ha sia la proprieta (B) che la proprieta (N), per questo motivo,
I'unica prospettiva nella quale ha senso porsi la domanda di sopra e quella di considerare estensioni
infinite di Q.

Una prima e interessante classe di campi con la proprieta (B) ¢ data dai campi K con grado
locale limitato a un certo primo di K.
Fissiamo un primo non archimedeo v € M e sia L/K un’estensione infinita. Diciamo che L/K
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ha grado locale limitato al primo v, se esiste un intero dy tale che per ogni estensione w di v in L
abbiamo che [L,, : K,] < dp.

Un risultato di Bombieri e Zannier ([4], Teorema 2) afferma che ogni estensione di Galois L/Q con
grado locale limitato a un certo primo razionale soddisfa la proprieta (B). Grazie al Teorema 3.1,
un altro esempio che puo essere aggiunto alla classe dei campi che rispettano la proprieta (B) ¢ Q"
ovvero l'insieme di tutti i numeri algebrici totalmente reali.

In secondo luogo, la chiusura abeliana Q di Q soddisfa la proprieta (B) (si veda [1]) e questo
risolve il caso [Q%(a) : Q%] = 1 della congettura 3.17. Piu in generale, se K & un campo di numeri,
allora la sua chiusura abeliana K soddisfa la proprieta (B) ([3]).

Uno degli scopi attuali della ricerca & quello di trovare una certa proprieta (II) tale che se G & un
gruppo di Galois per cui la proprieta (II) & vera, allora ogni estensione di Galois L/Q con gruppo di
Galois G soddisfa la proprieta di Bogomolov. Purtroppo, al momento non si & ancora trovata una
proprieta con queste caratteristiche.

Concludiamo la sezione con una serie di problemi concernenti la proprieta (B), enunciati in [3].

Problema 3.19
Sia K/Q un’estensione con grado locale limitato a un certo primo razionale. E vero che K
ha la proprieta (B)?

Problema 3.20
Siano N un gruppo abeliano e H wun gruppo di esponente finito. Supponiamo che G sia
un’estensione di H mediante N, cioé esiste una successione esatta corta

1—-N—G—H—1.

E vero che se K & un campo di numeri e L/K ¢é un’estensione normale con gruppo di Galois
G, allora L ha la proprieta (B)?

Concentrandosi poi sulla stabilita della proprieta (B) in estensioni finite, sorge naturale il seguente
quesito.

Problema 3.21
Sia L un campo con la proprieta (B)/(N) e sia F/L un’estensione finita. E vero che F ha
necessariamente la proprieta (B)/(N)?

A questa domanda ¢ stata data una risposta completa. Nel caso della proprieta (B) la risposta
¢ negativa, mentre si puo dimostrare che se L/Q soddisfa la proprieta (N), allora ogni estensione
finita F'/L soddisfa la proprieta (N): questo mostra che le due proprieta si comportano in modi
molto diversi in estensioni finite (si veda [3] per una trattazione completa dell’argomento).
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