SECONDO COMPITO DI ANALISI MATEMATICA
CORSO DI LAUREA IN INFORMATICA, CORSO B

8 FEBBRAIO 2016

SOLUZIONI

Esercizio 1 Siano z; =3 +1i e 2o = 1 — 3i. Verificare che il numero complesso

21— 22
21+ 29

¢ radice dell’equazione 22 + 1 = 0.

Soluzione. Calcoliamo w:

_3+i—(1-30) _ 1+2  (14+20)(244) _5i _ .
CO34+i4+1-3 2—i  (2—9)(2+i) 5

Poiché w? +1=1i2+1=—1+1=0, allora w & radice di 22 +1 = 0. O

Esercizio 2 Dimostrare che la funzione f: R — R di legge f(z) = " =8 & invertibile e calcolare

la legge della funzione inversa f~!.

Soluzione. Consideriamo le funzioni fi(z) = €%, fa(z) = 2 — 8 e f3(x) = 23 e osserviamo che

sono notoriamente tutte funzioni invertibili. Per un noto teorema, anche la loro composizione lo
e. Poiché f = fy o fy o fs3, allora f ¢ invertibile. Calcoliamo ’espressione della funzione inversa:

y:ezg_s — 1 8=y < 2= Iny+8.

Pertanto f~! ha legge f~!(z) = V/Inx + 8. O

Esercizio 3 Sia f,: (0,+00) — R la famiglia di funzioni definite da

Vo cos(@—1)
falz) = log x
e~ D7 L arctan[a(z?® + 22 — 3)] x> 1.

O<z<l1

(a) Determinare i valori di « € R per cui f, risulta continua in (0, +00).

(b) Per i valori di « di cui al punto (a), dimostrare che & possibile estendere f, a una funzione
continua su [0, +00) e esibire Pespressione di tale estensione.



Soluzione. (a) Osserviamo che f, & continua separatamente su (0,1) e su (1,+00) perché

in questi intervalli composizione di funzioni continue. Affinché f, sia continua in tutto
(0, +00) deve essere continua in = 1, per cui deve valere

mli>1111+ foz(x) = m1_1>11117 foc(x) = fa(l)v

cioe
— -1
lim e~ 4 arctan[a(z? + 22 — 3)] = lim vz cos(@=1) =L
1+ z—1- log x
Calcoliamo separatamente i limiti:

lim+ e@=V% 4 arctan[a(z? + 22 — 3)] = e~ + arctan(0) = e* L,
z—1

Per il secondo limite, operiamo la sostituzione y = x — 1, cosi il limite diventa:

lim Vo= cos(z=1) = lim Vy+1=cosly) = lim vy + 1= cos(y) : Y =
Tl log = y—0- log(y + 1) y—0-— Y log(y + 1)

lim \/mfl+1fcos(y). Yy — lim <\/y+11+lcos(y)>. y '
y—0- y log(y +1)  y—0- y y log(y +1)
Poiché

. WVy+1-1 . Wy+TI-1DWy+1+41) 1 1
lim —— = lim = lim — =,
y—0- Yy y—0- y(WVy+1+1) y—0- Vy+1+1 2
1 — cos(y)

lim ——== =0,
y—0~ Yy
m —2 =1,
y—0- log(y + 1)
allora
lim w: 1+Q .1:1_
z—1- log x 2 2

Affinché f, sia continua in z = 1 deve valere dunque

1 1
ea_lz5 = a—1:1n<2)2—1n2,

dacuia=1-1In2.
Sia @ = 1—1In2. Affinché f; sia estendibile a una funzione continua su [0, +00) deve essere
li a(z) =LecR.
mig]lJr .fa (1:)

Poiché si verifica immediatamente che

lim Vx —cos(z — 1) o,
z—0+ log x

allora possiamo estendere f5 a una funzione continua in [0, +00) definendo un’altra funzione

f tale che
P 0 z=0
J() = {fa(:c) x > 0.



Esercizio 4 Si considerino i seguenti sottoinsiemi di R:

A:{3
n+1

(a) Determinare estremo superiore, estremo inferiore, massimo e minimo (se esistono) di A.

nEN}, B={zcR| arctan(z) + 2> + 2+ 1 = 0}.

(b) Determinare estremo superiore, estremo inferiore, massimo e minimo (se esistono) di AUB.

Soluzione.

(a) Sia a, = ni“ Verifichiamo facilmente che a,, & decrescente. Infatti la diseguaglianza a, >

an+1 ha soluzione n > 0:
3 3
>

Un 2 dn41 = n+1 " n+2

<— n+2>n+1 <<= 2>1.

Ne segue che ag = 3 ¢ il massimo di A. L’estremo inferiore di A ¢ invece 0: & ovviamente un
minorante, visto che a,, € a termini positivi; inoltre ¢ il massimo dei minoranti: per ogni € > 0
troviamo n € N tale che a; < e:

3 3
A <€ < —— <€ < n>—-—1.
n+1 €

(b) Studiamo I'insieme B: esso & formato da tutte le radici dell’equazione arctan(x)+az3+z+1 = 0,
ciod B ¢ l'insieme degli zeri di f(z) = arctan(x) + 23 + 2 + 1. Verifichiamo che & non vuoto:
poiché

. 3 s
lim arctan(z)+2°+x+1= - 400 =400
T—+00 2

lim arctan(z) +2® 4+ 2+ 1= —g — 00 = —00,
Tr—r—00

allora prendendo M abbastanza grande si ha che f(M) - f(—M) < 0. Tale condizione, unita
al fatto che f & continua, rende soddisfatte le ipotesi del teorema degli zeri per f, quindi B ha
almeno un elemento. Dimostriamo che tale elemento € unico: calcolando la derivata di f,

() 1 +&ﬁ+1:1+@ﬂ+1mﬁ+D

=1+$2 2l >0 perognix€R,

pertanto f € monotona crescente. Ne segue che f non puo avere due zeri e pertanto B ¢ formato
da un unico elemento x*. Troviamo un intervallo [a,b] tale che z* € [a,b]: si verifica che
f(0) = arctan(0) +1 = 1 e f(—1) = arctan(—1) =1 — 14+ 1 = —/2 — 1. Abbiamo quindi che
f(=1)- f(0) < 0, percid ancora per il teorema degli zeri z* € (—1,0).

Tornando alla domanda originaria, poiché AU B = AU {z*} e 2* € (—1,0), abbiamo che
max(AU B) = max(A) = 3 e min(A U B) = z* perché z* < inf(A) = 0. O

Esercizio 5 Calcolare il seguente integrale definito:

/_%m+u—1
2 e
2 z(z+3)



Soluzione. Innanzitutto osserviamo che

r+1 x> —1
2 +1] =
—x—1 x< -1,

pertanto la funzione integranda si riscrive come

1
|x+1|—1: x+32 vzl
z(x + 3) TS p <

x(x + 3)

per cui l'integrale e:

1 1
w2 -1 oz -2 R
/ lz 1 =1, _ / — e+ / da.
_y  z(z+3) o w(r+3) 1 T+3
Risolviamo separatamente i due integrali.

-1 4
/ dz =In|x + 3|
1 z+3

_1
=In (g) —In(2) =In5—2In2.

-1

Per il secondo, invece, scomponiamo la frazione

T +2
x(z + 3)

in fratti semplici (abbiamo portato fuori dal segno di integrale il segno —):

T+2 A B T +2 (A+B)xr+34

— =t —— =
x(z+3) m+m—|—3 z(z+3) z(z + 3)

<
3A=2 A=

WIN Wl

Ne segue che

-1

—1 —1 —1
z+2 2 1. 1 1 2 1
B PR N de = 21 | 3| =
/,2 2@ +3) 3/,2 x J'”’3/,2 rr30@ = ghlel+ginfe+ |72

211—&-112 212 111— 112
50 70 ol glnl=-zln2.

In definitiva,

“Elr+1]—1 1 5
————dr=-In24+In5-2In2=Ind5—- -In2.
/_2 o(z+3) T 3n +In n n 3n



