
ESERCIZI ( 1111112019 )

① Di un triangolo rettangolo omogeneo ,
di cateti a eb

,
calcolare le coordinate

del centro di massa .

Soluzione
→

Sia G il centro di massa.b

È
?

Allora G-O = SCGI t YGI ,
dove :

Aden Ìnddoeo¥
,

⇒ = tmfèscde ,
O a a

yg = tmfeuyde .

Il dominio di integrazione l è il
triangolo ,

che si trova nel piano Xy ,

quindi dl = dxdy .
( fosse stata una
figura piana nel piano
Xz , de = dxdz ,

e così
via . . . )



Poiché il dominio non è rettangolare ,
gli estremi di una delle due variabili
di integrazione dipenderanno dall' altra .

Se scelgo la se in modo che vari tra 0 ea
,

la y varierà tra 0 e _ base +b :

"

*

/
noi

→ y = - tfexeb Allora ;
mogeneità (peost.)

- team
xo.fi !:[ÌÌ

"

= Fnsi: ttzxtb) da
= # ftp.fdxsttbxj/

"

O

= ¥ f-tabtfab) = ttfabj fa .
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Per l' ordinata , invece :

ya. . ti fida ! =.fm/.!ffiebIax--Fm-t-fettttzxebI/!
= - I. % ftp.ibf-ffiotbj)
= - Fm . % I -b) = tgtfab Ib .

m= tzluab

Concludiamo che

G- o = G- I + ¥ I .



② Di un triangolo isoscele di base a
e altezza b

, omogeneo , calcolare i

momenti d' inerzia rispetto a :

⑨ una retta r passante per la sua base ;

§ una retta s passante per la sua altezza ;
una retta t parallela all' altezza e

passante per uno dei vertici della base .

*
-



Soluzione ⑨ Poniamo un sistema di

coordinate " comodo
"

.

Ad esempio , Oxy
dove × è la retta r

, y è la retta S e

0 è la loro intersezione

ya

| b Il momento d' inerzia

rispetto a r è il
momento d' inerzia rispetto

:::÷÷
A = Spighe dl .

Nel nostro caso
,
2-= o perché il corpo è

nel piano xy e perciò le coordinate di

tutti i suoi punti hanno E-0 .



L' integrale è sul corpo E , pertanto dl
conterrà solo le variabili x e y :

dl = dxdy .

ione : poiché il corpo è simmetrico

:::÷÷÷÷÷÷÷÷metà triangolo :

A- = {yidrdy = 2 fiieydxdy .

A questo punto posso calcolare l' integrale .

Poiché il dominio non è rettangolare ,
gli estremi di una delle due variabili
di integrazione dipenderanno dall' altra .

Ad esempio , se il dominio di integrazione
è la metà destra del triangolo ,



posso far variare la variabile × tra

0 e 7 ; conseguentemente la y varierà
tra 0 e -21 xtb

.

\

A

÷
→ y = -Ebxxba

÷

.-
,

risolvo prima
"
. questo !

II. tonoipneità abxeb a d

t.%aai.it!!:%!!:
¥! × -
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= ftp://ftzatbf-by.at#ab'=fmb
'



Concludiamo che A = 2- fzmb! tgmb?

Osservazione : il risultato ottenuto ha

÷:÷÷::÷÷
④ E ' possibile calcolare fare ogni

volta
il momento d' inerzia analogamente
a come fatto nel punto ⑨ :

B. fin (ah dsedy = feteadady
=

.
.

- Ieri
,
ii.ai . .

.

= fama!
Noi seguiamo un' altra strada !



'
, i

s / fa sia I!" il momento
d' inerzia del semi- triangolo

Tz

÷:::÷.
Allora

,
come visto nel

Tn
- punto ⑨ ,

| / D= aI
.
In

i ;

Osserviamo che il rettangolo formato dall'
unione dei triangoli giallo (Tn) e verde (Ta)
ha momento d' inerzia rispetto a s dato da

f) I%, = It" t I ,
cioè la

somma dei momenti d' inerzia rispetto a
s dei due triangoli ti e tz .



Osserviamo adesso che
, poiché Ti e Te

sono triangoli identici , allora

(3) I = IT!
momento d' inerzia di/

momento Ti rispetto a t
d' inerzia di

Te rispetto a S

Ora
,
I

te
è il momento d' inerzia di

un rettangolo di base fa e altezza b
rispetto a una retta passante per il lato

di lunghezza b . Pertanto , applicando il
s se teorema di Huygens: one

b ii. tentati:÷÷÷.
= #mattina

-

± ← ma
+ Ia. MIEI

= fa ? (4)



Osserviamo che
,
mettendo insieme le

relazioni (2)
,
(3) e (4) si giunge a

It'" + IÌ" = fama? 151

Applicando per due volte il teorema di

Huygens : Infissi;!!!.ru?:::ie si n t
Massa CMi

tizi /¥:: : :c: : :*
LE COORDINATE DI Issa di Te
CM LE ABBIAMO T

, = { massacalcolate nell' ES.1
rettangolo = IN ÈÉ
-

a

⇒SI = Icm + fara' =

|It '" = Icm t tema
1 18

⇒ II" = T
'"
- tmaxtma! It''tema

^
-ti 72 18 24



Inserendo quest' ultima equazione nella
(5)

,
si arriva a :

2 It!' = tema - fama'

⇒ 27!! tàma'

poiché B = 2 IÌÌ , concludiamo che

Bm
⑤ Poiché s passa per il centro di massa

del triangolo , per calcolare il
momento d' inerzia rispetto a t possiamo
applicare il teorema di Huygens :

I
'"
= Bt m . (E)! #mattina! fama?



Ezio : per calcolare il momento

di inerzia rispetto all' asse Z , perpendicolare::÷÷:÷÷:÷÷÷÷:÷
[ = fanali tmb?


