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Funzioni di matrice
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Funzioni di matrice

Definizione: funzione di matrice
Siano dati:

e AcCmxn

0 f:QCC—C

o J=diag(J,...,Jp) = Z"1AZ forma di Jordan associata ad A
Definiamo f(A) la matrice

f(A) := Zdiag(f(h),. .., f(Jp))Z*

dove , AmeD)
F(Je) = f(A) : my,
f'(Ak)
f(Ak)
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Funzione segno
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Funzione segno

Definizione: Funzione segno

Sia dato z € C\ {Re(z) = 0} : la funzione

. _J1  seRe(z) >0
sign(z) := {_1 se Re(z) <0

e detta funzione segno di z.
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Funzione segno

Definizione: Funzione segno
Sia dato z € C\ {Re(z) = 0} : la funzione

o f1 seRe(z)>0
sign(z) := {_1 se Re(z) <0

e detta funzione segno di z.

Definizione: Funzione segno di matrice

Sia A € C™" avente autovalori non immaginari puri. Sia J = Z71AZ
forma di Jordan associata ad A, con J = diag(J_, J+).
Si definisce funzione segno di A la funzione

sign(A) = Z {_'P /J 7!
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Proprieta della funzione segno

Hergert Gjoni Funzione segno e decomposizione polare 12 Luglio 2019 5/23



Proprieta della funzione segno

Sia S = sign(A), allora

S2 =/, dove / & la matrice identita

S ¢ diagonalizzabile con autovalori £1
SA=AS

Se A & reale allora anche S & reale

(I4+S)/2 e (I —S)/2 sono proiezioni sui sottospazi invarianti associati
agli autovalori con parte reale positiva e con parte reale negativa
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Decomposizione polare
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Decomposizione polare

Teorema

Sia A € C™" invertibile. Allora esistono e sono uniche U matrice unitaria
e H matrice Hermitiana e definita positiva tale che A = UH.
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Decomposizione polare

Teorema

Sia A € C™" invertibile. Allora esistono e sono uniche U matrice unitaria
e H matrice Hermitiana e definita positiva tale che A = UH.

Definizione: Decomposizione polare di una matrice

La decomposizione A = UH si chiamera Decomposizione polare di A.
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Motivazioni

Esistono applicazioni che fanno uso sia della funzione segno sia della
decomposizione polare. Alcune di esse sono:
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Motivazioni
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decomposizione polare. Alcune di esse sono:

@ Ricerca di sottospazi invarianti di C"” (Funzione segno)
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Motivazioni

Esistono applicazioni che fanno uso sia della funzione segno sia della
decomposizione polare. Alcune di esse sono:

@ Ricerca di sottospazi invarianti di C"” (Funzione segno)

@ Ortogonalizzazione ottimale: data una matrice A € R"*" cercare la
matrice ortogonale piu "vicina” ad A. (Decomposizione polare)
o L'ortogonalizzazione ottimale viene usata per trovare soluzioni
numeriche ortogonali di determinate equazioni differenziali matriciali.
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Legami con la funzione segno

Tra la funzione segno di matrice e la decomposizione polare esistono delle

relazioni. Le relazioni che ci interessano maggiormente sono le relazioni
numeriche:
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Legami con la funzione segno

Tra la funzione segno di matrice e la decomposizione polare esistono delle

relazioni. Le relazioni che ci interessano maggiormente sono le relazioni
numeriche:

@ Esistono metodi numerici per il calcolo della funzione segno di
matrice.
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Legami con la funzione segno

Tra la funzione segno di matrice e la decomposizione polare esistono delle
relazioni. Le relazioni che ci interessano maggiormente sono le relazioni
numeriche:
@ Esistono metodi numerici per il calcolo della funzione segno di
matrice.
@ E possibile ereditare da tali metodi ulteriori metodi numerici per il
calcolo della decomposizione polare di matrice.
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Metodi numerici

Tra i diversi metodi numerici per il calcolo della funzione segno quelli che
vedremo noi saranno
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Metodi numerici

Tra i diversi metodi numerici per il calcolo della funzione segno quelli che
vedremo noi saranno

@ Metodo di Newton
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Metodi numerici

Tra i diversi metodi numerici per il calcolo della funzione segno quelli che
vedremo noi saranno

@ Metodo di Newton

@ lterazioni di Padé

o lterazioni standard di Padé
e lterazioni reciproche di Padé
o lterazioni duali di Padé
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Metodo di Newton
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Metodo di Newton

Definizione: Metodo di Newton

Data una matrice A € C™" con autovalori non immaginari puri definiamo
Metodo di Newton il metodo iterativo dato dalla successione:

1
Xier1 = 5 (X + X1, k>0 Xo = A.
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Metodo di Newton

Definizione: Metodo di Newton

Data una matrice A € C™" con autovalori non immaginari puri definiamo
Metodo di Newton il metodo iterativo dato dalla successione:

1
Xier1 = 5 (X + X1, k>0 Xo = A.

Il metodo di Newton ha convergenza quadratica a sign(A).
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Metodo di Newton

Definizione: Metodo di Newton

Data una matrice A € C™" con autovalori non immaginari puri definiamo
Metodo di Newton il metodo iterativo dato dalla successione:

1
Xier1 = 5 (X + X1, k>0 Xo = A.

Il metodo di Newton ha convergenza quadratica a sign(A).

Il metodo di Newton puo presentare dei problemi di convergenza iniziale se
p(A) > 1 oppure se alcuni suoi autovalori sono molto vicini all’asse
immaginario.
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Metodo di Newton con scaling
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Metodo di Newton con scaling

Il metodo di Newton con scaling & un metodo definito dalla successione

1 1u—
Xier = 5 (X + i X )y k= 0,mc>0  Xo=A.
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Metodo di Newton con scaling

Il metodo di Newton con scaling & un metodo definito dalla successione

1 1u—
Xier = 5 (X + i X )y k= 0,mc>0  Xo=A.

| parametri u accelerano la convergenza iniziale.
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Metodo di Newton con scaling

Il metodo di Newton con scaling & un metodo definito dalla successione

1 1u—
Xier = 5 (X + i X )y k= 0,mc>0  Xo=A.

| parametri u accelerano la convergenza iniziale.
| parametri piu utilizzati sono

e determinantal scaling: 4 = | det(Xy) |~2/"
o spectral scaling: ik = 1/p(X, 1)/ p(Xk)

@ norm scaling: py = ||X,:1||/||Xk|| per un opportuna norma || . ||.
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Metodo di Newton con scaling

Il metodo di Newton con scaling & un metodo definito dalla successione

1 1u—
Xier = 5 (X + i X )y k= 0,mc>0  Xo=A.

| parametri u accelerano la convergenza iniziale.

| parametri piu utilizzati sono

e determinantal scaling: 4 = | det(Xy) |~2/"
o spectral scaling: ik = 1/p(X, 1)/ p(Xk)
@ norm scaling: py = ||X/:1||/||Xk|| per un opportuna norma || . ||.

Il metodo ha ancora convergenza quadratica.
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Approssimanti di Padé
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Approssimanti di Padé

Definizione: Approssimante di Padé

Data una funzione scalare f(x) diremo che ri,(x) = pk(x)/gm(x), dove
Pk € un polinomio di grado k e g, € un polinomio di grado m, & una [k/m]
approssimante di Padé di f se g;,(0) =1 e f(x) — rgm(x) = O(xk+m+1).
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Approssimanti di Padé

Definizione: Approssimante di Padé

Data una funzione scalare f(x) diremo che ri,(x) = pk(x)/gm(x), dove
Pk € un polinomio di grado k e g, € un polinomio di grado m, & una [k/m]
approssimante di Padé di f se g;,(0) =1 e f(x) — rgm(x) = O(xk+m+1).

@ L'approssimante di Padé se esiste & unica.
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lterazione di Padé
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lterazione di Padé

Definizione: lterazione di Padé

Data una matrice A € C™" con autovalori non immaginari puri
chiameremo [terazione di Padé |'iterazione data dalla successione

X1 = Xi(pe(1 = XP))(am(1 = XZ)) Xo=A.

dove py(z)/qm(z) & la [¢/m] approssimante di Padé della funzione
g(z)=(1-2)""2
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lterazione di Padé

Definizione: lterazione di Padé

Data una matrice A € C™" con autovalori non immaginari puri
chiameremo [terazione di Padé |'iterazione data dalla successione

X1 = Xi(pe(1 = XP))(am(1 = XZ)) Xo=A.

dove py(z)/qm(z) & la [¢/m] approssimante di Padé della funzione
g(z)=(1-2)""2

Se ¢ > m — 1 l'iterazione di Padé

e Converge a sign(A) con ordine di convergenza ¢ + m+ 1 se
||l — A%|| < 1 per ogni norma subordinata || . ||

@ Per { = m—1, { = m converge globalmente a sign(A) con ordine
¢+ m+ 1 (lterazione principale di Padé).

Hergert Gjoni Funzione segno e decomposizione polare 12 Luglio 2019 13/23



Legami con la decomposizione polare

Teorema (Higham)

Sia A € C™" invertibile avente la decomposizione polare A= UH. Sia g

una funzione della forma g(X) = Xh(X?). Supponiamo che 'iterazione
Xi+1 = g(Xk) converga a sign(Xp) con ordine di convergenza m, con
Xo = H. Se g(X)* = g(X*) allora la successione

Yier = Yeh(YiYe), k>0 Yo=A

converge a U con ordine di convergenza m.
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Metodi numerici per la decomposizione polare

Possiamo fare uso del precedente teorema per ereditare metodi numerici
per la decomposizione polare. Possiamo elencare i seguenti metodi:
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Metodi numerici per la decomposizione polare

Possiamo fare uso del precedente teorema per ereditare metodi numerici
per la decomposizione polare. Possiamo elencare i seguenti metodi:

@ Metodo di Newton
1
Xk+1 = §(Xk+xk_*),k20, X():A

Il metodo ha convergenza quadratica.
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Metodi numerici per la decomposizione polare

Possiamo fare uso del precedente teorema per ereditare metodi numerici
per la decomposizione polare. Possiamo elencare i seguenti metodi:

@ Metodo di Newton
1
Xk+1 = §(Xk+xk_*),k20, X():A

Il metodo ha convergenza quadratica.

@ lterazione di Padé
Xir1 = Xepe(! = Xi Xe)gm(I — Xi X)L k>0, Xo=A

Il metodo ha convergenza locale o globale di ordine £ + m + 1.
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Metodo di Newton con scaling

Analogamente al caso della funzione segno, per le stesse ragioni, viene
applicata una scalatura al metodo di Newton.
Metodo di Newton con scaling:

1 — —*
Xirr = 5 (X + X ) k>0, >0, Xo = A

Hergert Gjoni
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Metodo di Newton con scaling

Analogamente al caso della funzione segno, per le stesse ragioni, viene
applicata una scalatura al metodo di Newton.
Metodo di Newton con scaling:

1 — —*
Xir1 = 5 (X X ) k>0, >0, Xo = A

Le scalature piu usate sono:

@ Optimal scaling

@ Frobenius norm scaling
ut = (o1(X)on(Xi)) 2

1 1/2
@ 1, 00-norm scalin uk = M
’ ; 1/4 - HX/(HF
yreo — [ IXCIIX e
‘ [ Xl 1211 Xie oo
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Metodo di Newton con scaling

Analogamente al caso della funzione segno, per le stesse ragioni, viene
applicata una scalatura al metodo di Newton.
Metodo di Newton con scaling:

1 — —*
Xir1 = 5 (X X ) k>0, >0, Xo = A

Le scalature piu usate sono:

o Optimal scaling @ Frobenius norm scaling
1P = (1 (X )on(Xi)) "2 X 1/2
F
@ 1, 00-norm scaling M/’: = (M)
_ _ 1/4
oo [1Xi HlalX, oo
« [ Xl |11 X

Il metodo ha convergenza quadratica.
Hergert Gjoni
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Stabilita numerica

In tutti i metodi mostrati finora I'inversione di matrice gioca un ruolo
fondamentale. Noi mostreremo tale affermazione restringendoci al metodo
di Newton con scaling per decomposizioni polari.
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Stabilita numerica

Sia X una matrice, sia G la sua inversa effettivamente calcolata in
aritmetica floating point con un algoritmo Inv. Diremo che Inv &

@ Numericamente stabile per X @ Numericamente corretto per X
(NS) se (NC) se

1G=X7"|F < & conda(X)]|G||2

o Left-residual stabile per X
(LRS) se con

<
16X — 1l < <l|GllallX]l2 18x1F < exl1X] |2

A < eg||G|l2-
@ Right-residual stabile per X 186llF < ecliGll:
(RRS) se

IXG = I][F < el|Gl]2]IX]]2

G=X+20ax)"1+A6
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@ Diremo che Inv é:

e Alt per X se & LRS oppure RRS per X
e Conj per X se e sia LRS che RRS per X
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@ Diremo che Inv é:

e Alt per X se & LRS oppure RRS per X
e Conj per X se e sia LRS che RRS per X

@ Se vale che ex +c¢ +exeg < ¢ e ¢||X||2]|G||2 < 1 allora vale

NC = Conj = A1t = NS
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@ Diremo che Inv e:
e Alt per X se & LRS oppure RRS per X
e Conj per X se e sia LRS che RRS per X

@ Se vale che ex +c¢ +exeg < ¢ e ¢||X||2]|G||2 < 1 allora vale
NC = Conj = A1t = NS

@ Si dimostra che se si applica ad una matrice A il metodo di Newton
con scaling (per decomposizioni polari) e Inv & NC per ogni matrice
della successione effettivamente calcolata (in aritmetica floating
point) allora il metodo & numericamente stabile all'indietro.
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@ Diremo che Inv e:
e Alt per X se & LRS oppure RRS per X
e Conj per X se e sia LRS che RRS per X

@ Se vale che ex +c¢ +exeg < ¢ e ¢||X||2]|G||2 < 1 allora vale
NC = Conj = A1t = NS

@ Si dimostra che se si applica ad una matrice A il metodo di Newton
con scaling (per decomposizioni polari) e Inv & NC per ogni matrice
della successione effettivamente calcolata (in aritmetica floating
point) allora il metodo & numericamente stabile all'indietro.

@ Mostreremo mediante esperimenti numerici che una proprieta piu
debole rispetto alla proprieta NC non & una condizione sufficiente per
la stabilita all'indietro del metodo di Newton con scaling (per
decomposizioni polari).
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Esperimenti numerici
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Esperimenti numerici

Sia A la nostra matrice e sia {)N(k}izo la successione di matrici
effettivamente calcolate (in aritmetica floating point) usando il metodo di
Newton con scaling (per decomposizioni polari).
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Esperimenti numerici

Sia A la nostra matrice e sia {)N(k}izo la successione di matrici
effettivamente calcolate (in aritmetica floating point) usando il metodo di
Newton con scaling (per decomposizioni polari).

Definiamo

o U=X;

@ Perogni k=0,...,s Hc:==(0 X, + X, 0)

X ~ OFe, (A~ OA, A= fy).

Hergert Gjoni
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Esperimenti numerici

Sia A la nostra matrice e sia {)N(k}izo la successione di matrici
effettivamente calcolate (in aritmetica floating point) usando il metodo di
Newton con scaling (per decomposizioni polari).

Definiamo

o U=X;
@ Perogni k=0,...,s Hc:==(0 X, + X, 0)
X ~ 0Fi. (A~ OA, fi = Fi).

Definiamo le seguenti quantita (errore sinistro, errore destro, errore
relativo):
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Esperimenti numerici

Sia A la nostra matrice e sia {)N(k}izo la successione di matrici
effettivamente calcolate (in aritmetica floating point) usando il metodo di
Newton con scaling (per decomposizioni polari).

Definiamo
o U=X,
. 1 o~ e o wn
@ Perogni k=0,...,5s H .= E(U*Xk+Xk U)

X ~ OFe, (A~ OA, A= fy).

Definiamo le seguenti quantita (errore sinistro, errore destro, errore
relativo):

w _ 1= G Xellr

( _
|1 Xicll2]] Gi] |2

o o _ = XkGllF
P AT
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Esperimenti numerici

Sia A la nostra matrice e sia {)N(k}izo la successione di matrici
effettivamente calcolate (in aritmetica floating point) usando il metodo di
Newton con scaling (per decomposizioni polari).

Definiamo
o U=X,
. 1 o~ e o wn
@ Perogni k=0,...,5s H .= E(U*Xk+Xk U)

X ~ OFe, (A~ OA, A= fy).

Definiamo le seguenti quantita (errore sinistro, errore destro, errore
relativo):

w = GXellF o 6, = | Xk — UFK||F
(0 [T~ kTl = 12k — P UkIIF
|1 Xicll2]] Gi] |2 [ Xicl]2
o o _ = XkGllF
Xl Gul 2
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Proposizione

Data la successione { Yy }«>0, Yo = A generata dal metodo di Newton con
scaling (per decomposizioni polari) vale la disuguaglianza

1Yk = Ull2 < [|Yk = Y 2

per ogni k > 0.
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Proposizione

Data la successione { Yy }«>0, Yo = A generata dal metodo di Newton con
scaling (per decomposizioni polari) vale la disuguaglianza

1Yk = Ull2 < [|Yk = Y 2

per ogni k > 0.

Introduciamo allora la quantita

Bk = [|1 Xk — GilF-
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Proposizione

Data la successione { Yy }«>0, Yo = A generata dal metodo di Newton con
scaling (per decomposizioni polari) vale la disuguaglianza

1Yk = Ull2 < [|Yk = Y 2

per ogni k > 0.

Introduciamo allora la quantita
B = 11Xk — GillF-

Effettueremo gli esperimenti con Matlab (usando i p in precedenza
elencati) e

@ Quando S8y < 1.5 porremo puy uguale a 1.

@ Arrestiamo il processo quando By < \/2vgn/*, dove
vy ~ 2.2 x 10716,
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Sia L=qr(vand(25)), vand(25) = [v;], v; = (j/25)i—1:

1070 -o—eL
\ \ —8-eR
A deltal R
N Esperimento 1
1012k AN E
e n=25
T
ol e A=QL :
w0k @ Algoritmo:
soith— Inv di Matlab
iterazioni .
} @ Scaling:
10 T T T T T T T ! H
\ 1, oo-norm scaling
10 ] ] ||UTU—I||F’QJ/
S ~15
. 2.68 x 10
g 10°r e o 1 ~
—e__ . . .
o Gli autovalori di H
w00 \ sono positivi
10'20 - ' ! ) ! - - -
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
iterazioni
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Sia @ = \/TmaxOmin, sia d = [107,v/2 x 10-17,1,1,v/5 x 10-8,10~]:

10—10, ' ' ' ' —@—el
—&-eR
A delta
izl ] Esperimento 2:
N en==~6
i I ] . T
1 NS T @ A=Q*diag(d)*P
10°F o = 1 .
P ’ ¢ @ Scaling:
- ‘ ‘ ‘ ‘ : _

° ! : iterazioni : ! ° Optlmal Scallng
10 @ Algoritmo: Invgyp
. ~T ~ _

L el 0TO Il ~
1.31 x 10715
8 ol .\\ | ~
g DN o Gli autovalori di H
105} Sel 1 sono tutti positivi
\\‘
\\‘
1010k L L L L N
0 1 2 3 4 5
iterazioni
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