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1 Equazione del calore con termine del prim’ordine

1 Equazione del calore con termine del prim’ordine

Iniziamo dando una definizione che generalizza quella di probabilità gaussiana su Rn.

Definizione 1.1 (Probabilità pseudo-gaussiana). Una probabilità γ sui boreliani di Rn è detta
pseudo-gaussiana se esistono un’opportuna costante di normalizzazione κ ∈ R ed una funzione
V : Rn → R tali che dγ = κe−V (x) dx ed inoltre la funzione V ha le seguenti proprietà:

• È non negativa in ogni punto.

• È di classe C∞(Rn) ed esiste una costante c > 0 tale che HessV ≥ c Id. Tale costante
sarà detta costante di convessità.

• La funzione x 7→ |x|e−V (x) è integrabile secondo Lebesgue.

Nota 1.2. È banale convincersi che la probabilità gaussiana su Rn è una probabilità pseudo-
gaussiana, con costante c = 1.

D’ora in poi, per tutta la sezione, immaginiamo di aver fissato una probabilità pseudo-
gaussiana γ con costante di convessità c.

Con la notazione W 1,p(Rn, γ) ci riferiremo alle funzioni u ∈ Lp(Rn, γ) tali che ammettono
gradiente debole anch’esso in Lp(Rn, γ). In particolare lavoreremo negli spazi W 1,2(Rn, γ) e
W 1,∞(Rn, γ). Quest’ultimo spazio si può caratterizzare in modo elementare notando che è
composto dalle funzioni lipschitziane limitate.

Definiamo ora un operatore analogo al laplaciano relativo alla probabilità γ e dedichiamo il
resto di questa sezione a studiare le proprietà dell’equazione d’evoluzione associata.

Definizione 1.3. Denotiamo con ∆γ l’operatore differenziale ∆−∇V · ∇.

Proposizione 1.4. Data u ∈ C2
cpt e ϕ ∈W 1,2(Rn, γ) vale
ˆ
Rn
ϕ∆γu dγ = −

ˆ
Rn
∇ϕ · ∇udγ

e di conseguenza l’operatore ∆γ è autoaggiunto.

Dimostrazione. Si tratta unicamente di integrare per parti e svolgere i conti:ˆ
Rn
ϕ∆γudγ = κ

ˆ
Rn

∆u
(
ϕe−V

)
−∇V · ∇ue−V dx =

= κ

ˆ
Rn
−∇u · ∇

(
ϕe−V

)
−∇V · ∇ue−V dx =

= −κ
ˆ
Rn
∇u · ∇ϕe−V dx = −

ˆ
Rn
∇u · ∇ϕdγ .

La proposizione appena dimostrata ci permette di ridefinire in senso distribuzionale l’o-
peratore ∆γ per funzioni che non ammettono derivate seconde. In particolare, data u ∈
W 1,2(Rn, γ), indichiamo con ∆γu l’operatore che presa una funzione ϕ ∈ W 1,2(Rn, γ) resti-
tuisce −

´
Rn ∇ϕ · ∇udγ. Per il teorema di Riesz, quando l’operatore ∆γu risulta continuo può

essere identificato con una funzione in L2(Rn, γ) ed è proprio questa la definizione che prendiamo
d’ora in poi per ∆γ . È facile convincersi che se u ∈W 2,2(Rn, γ) le due definizioni coincidono.

Definizione 1.5 (Equazione del calore). Parlando di equazione del calore con dato iniziale
u0 : Rn → R ci riferiremo all’equazione alle derivate parziali

ut = ∆γu ,

u(0, x) = u0(x) .
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Enunciamo, senza dimostrazione, un teorema di esistenza e regolarità per l’equazione del
calore. Tale equazione viene tratta in [3] ed in [4].

Teorema 1.6 (Esistenza e regolarità). Data una funzione u0 ∈ L2(Rn, γ), esiste un’unica
funzione localmente assolutamente continua u : ( 0, ∞ ) → W 1,2(Rn, γ) che sia derivabile in
senso forte1 per quasi ogni t ∈ ( 0, ∞ ) con derivata ∆γu(t, · ) e tale che u(t, · ), per t → 0,
tende a u0 in L2(Rn, γ).

Se la funzione u0 è anche in W 1,2(Rn, γ) allora la soluzione u : [ 0, ∞ ) → W 1,2(Rn, γ) è
assolutamente continua fino al tempo t = 02.

Inoltre, per ogni tempo t > 0 positivo, sia u(t, · ) che |∇u(t, · )| sono L2(Rn, γ) e la funzione
u(t, · ) è liscia.

Quando parleremo di soluzione dell’equazione del calore, intenderemo nel senso di questo
enunciato.

Mostriamo ora una serie di proposizioni riguardanti il comportamento delle soluzioni dell’e-
quazione del calore.

Proposizione 1.7. Sia f ∈ C2(R) una funzione con derivata prima e seconda limitata e tale
che o f(0) = 0 oppure f è limitata.

Allora, se u è la soluzione dell’equazione del calore con dato iniziale u0 ∈ L2(Rn, γ), per
quasi ogni tempo vale

d

dt

ˆ
Rn
f(u) dγ = −

ˆ
Rn
f ′′(u)|∇u|2 dγ .

Dimostrazione. Considerate le ipotesi su f , abbiamo che f(u) ∈ W 1,2(Rn, γ) e perciò, per
quanto detto nella Proposizione 1.4 si ha

ˆ
Rn
f ′(u)∆γudγ = −

ˆ
Rn
f ′′(u)|∇u|2 dγ . (1.1)

Ora fissiamo un tempo t tale che u : [ 0, ∞ ) → W 1,2(Rn, γ) sia derivabile in senso forte al
tempo t. Scriviamo come segue il rapporto incrementale

ˆ
Rn

f(u(s, x))− f(u(t, x))

s− t
dγ(x) =

ˆ
Rn

f(u(s, x))− f(u(t, x))

u(s, x)− u(t, x)
· u(s, x)− u(t, x)

s− t
dγ(x)

e notiamo che, per l’ipotesi fatta su t, il secondo fattore converge in norma L2(Rn, γ) ad ut = ∆γ .
Quindi, ricordando l’Equazione (1.1), per concludere ci è sufficiente dimostrare che

f(u(s, x))− f(u(t, x))

u(s, x)− u(t, x)

L2(Rn,γ)→ f ′(u(t, x)) .

Denotiamo con ω(s, x) la differenza tra i due membri di quest’ultima formula cercata. Vorremmo
dire che ω(s, x) converge a 0 in norma L2(Rn, γ). Ricordando che f ′′ è limitata e sviluppando
con Taylor, è facile ottenere che |ω(s, x)| ≤ |f ′′|∞|u(s, x)− u(t, x)|. La tesi è ora ovvia notando
che, per l’ipotesi fatta sul tempo t, si ha che u(s, x)− u(t, x) converge in norma a 0.

Proposizione 1.8 (Positività). Data u0 ∈ W 1,2(Rn, γ), sia u : [ 0, ∞ )× Rn → R la soluzione
dell’equazione del calore con dato iniziale u0.

Se u0 è quasi ovunque non negativa allora anche u è quasi ovunque non negativa ad ogni
tempo.

1Si intende che il rapporto incrementale converge in norma L2(Rn, γ).
2Il fatto che sia assolutamente continua fin dal tempo 0 ci permetterà di applicare il teorema fondamentale

del calcolo integrando derivate definite quasi ovunque.
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Dimostrazione. Definiamo la funzione β : R→ R come

β(s) =

{
0 se s ≥ 0√
s2 + 1− 1 se s < 0

.

Notiamo le seguenti proprietà di β:

• β ∈ C2(R),

• β′′ ≥ 0,

• β′ e β′′ sono limitate.

In virtù di quanto detto possiamo applicare la Proposizione 1.7 ed ottenere

d

dt

ˆ
Rn
β(u) dγ = −

ˆ
Rn
β′′(u)∇u2 dγ ≤ 0

e perciò, se u0 ≥ 0, allora
´
Rn β(u) dγ è una funzione non negativa, nulla al tempo 0 e con

derivata minore o uguale a 0. Da questo è facile concludere che
´
Rn β(u) dγ = 0 ad ogni tempo

e quindi u ≥ 0 ad ogni tempo.

Corollario 1.9. Se u0 ∈ W 1,2(Rn, γ) è tale che a ≤ u0 ≤ b allora anche la soluzione u :
[ 0, ∞ )× Rn → R dell’equazione del calore con dato iniziale u0 rispetta a ≤ u ≤ b.

Dimostrazione. La tesi segue facilmente dalla Proposizione 1.8 (Positività) e dal fatto che
l’equazione del calore è lineare ed è risolta dalle funzioni costanti.

Proposizione 1.10 (Decadimento del gradiente). Data u0 ∈ W 1,2(Rn, γ), sia u : [ 0, ∞ ) ×
Rn → R la soluzione dell’equazione del calore con dato iniziale u0. Denotiamo con v la soluzione
della stessa equazione ma con dato iniziale v0 = |∇u0|2.

Allora per ogni tempo t > 0 e quasi ogni x ∈ Rn si ha |∇u(t, x)|2 ≤ e−2ctv(t, x).

Dimostrazione. Chiamiamo Pt l’operatore lineare che, presa f0 ∈ L2(Rn, γ) restituisce f(t, · )
dove f è la soluzione dell’equazione del calore con dato iniziale f0.

Fissato un tempo t > 0, definiamo, per ogni 0 ≤ s ≤ t, la funzione ϕs ∈ W 1,2(Rn, γ) data
da

ϕs = e−2csPs

[
|∇Pt−su|2

]
.

Fissiamo ora una generica funzione ψ ∈ C∞cpt positiva. Se mostriamo che, indifferentemente
dalla scelta di ψ, vale ˆ

Rn
ϕ0ψ dγ ≤

ˆ
Rn
ϕtψ dγ

allora avremmo che quasi ovunque ϕ0 ≤ ϕt e ciò equivale alla tesi.
Quindi, ci basta mostrare che d

ds

´
Rn ϕ

sψ dγ ≥ 0. Con facili passaggi algebrici si ha

d

ds

ˆ
Rn
ϕsψ dγ =

ˆ
Rn
−2ce−2csPs

[
|∇Pt−su|2

]
(x)ψ dγ(x)+

+

ˆ
Rn
e−2cs∆γ

(
Ps

[
|∇Pt−su|2

])
ψ dγ+

+

ˆ
Rn
e−2csPs [−2∇Pt−su · ∇ (∆γPt−su)]ψ dγ

e ricordando che l’operatore ∆γ commuta con Ps arriviamo a scrivere

=

ˆ
Rn
ψ · 2e−2csPs

[
−c|∇Pt−su|2 +

1

2
∆γ

(
|∇Pt−su|2

)
−∇Pt−su · ∇ (∆γPt−su)

]
dγ .
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Avendo noi già osservato la positività dell’operatore Ps nella Proposizione 1.8 (Positività), ci è
sufficiente verificare che

−c|∇Pt−su|2 +
1

2
∆γ

(
|∇Pt−su|2

)
−∇Pt−su · ∇ (∆γPt−su) ≥ 0 ,

che sarebbe banalmente vero se per ogni g : Rn → R sufficientemente regolare valesse

−c|∇g|2 +
1

2
∆γ

(
|∇g|2

)
−∇g · ∇ (∆γg) ≥ 0 .

Con facili manipolazioni algebriche si trova però che vale l’identità (di Bochner)

1

2
∆γ

(
|∇g|2

)
−∇g · ∇ (∆γg) =

∑
1≤i,j≤n

(∂ijg)2 + ∂ig∂jg · ∂ijV

e questa implica la precedente disuguaglianza ricordando la definizione della costante c.

Proposizione 1.11 (Decadimento della funzione). Data u0 ∈ W 1,∞(γ) con
´
Rn u0 dγ = 0, sia

u : [ 0, ∞ ) timesRn → R una soluzione dell’equazione del calore con dato iniziale u0. Allora
per ogni f : R→ R continua si ha lim

t→∞

´
Rn f(u(t, x)) dγ(x) = f(0).

Dimostrazione. Innanzitutto notiamo che
´
Rn udγ è indipendente dal tempo visto che, per la

Proposizione 1.7, si ha
d

dt

ˆ
Rn
udγ = −

ˆ
Rn

0 · |∇u|2 dγ = 0 ,

perciò dall’ipotesi
´
Rn u0 dγ = 0 se ne deduce che

´
Rn udγ = 0 ad ogni tempo.

Inoltre, visto che ∇u0 è limitato in norma infinito, ricordando sia il Corollario 1.9 che la
Proposizione 1.10 (Decadimento del gradiente), si deduce che

|∇u(t, x)|2 ≤ |∇u0|2∞e
−ct .

Allora per la disuguaglianza di Poincaré in W 1,2(Rn, γ), che si può applicare ricordando che u
è a media nulla ad ogni tempo, se ne deduce che u(t, · ) converge a 0 in norma L2(Rn, γ) per
t→∞.

Ora mostriamo che, a meno di estrarre sottosuccessioni di tempi, la quantità integra-
le
´
Rn f(u(t, x) dγ(x) converge a f(0). La tesi seguirà per il solito ragionamento di estrarre

sottosuccessioni convergenti da sottosuccessioni arbitrarie.
A meno di estrarre sottosuccessioni dei tempi, visto che u converge a 0 in norma, possiamo

avere che u converge a 0 quasi ovunque. Allora abbiamo anche che f(u) converge a f(0) quasi
ovunque e la dominazione tramite una costante è ovvia per il Corollario 1.9, quindi possiamo
applicare il teorema di convergenza dominata e concludere.
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2 La concentrazione della misura per le probabilità pseudo-
gaussiane

Fissiamo una probabilità pseudo-gaussiana γ sui boreliani di Rn e denotiamo con c la sua
costante di convessità.

L’obiettivo di questa sezione è mostrare che le funzioni 1-lipschitziane sono quasi costanti nel
senso della misura γ, cioè i punti in cui distano, anche poco, dalla propria media hanno misura
asintoticamente piccola. Per farlo, prima riconduciamo la tesi ad una stima di un integrale e
poi, dopo aver “regolarizzato” la funzione 1-lipschitz, mostriamo tale stima sfruttando i risultati
ottenuti nella sezione precedente.

La prossima proposizione vale in realtà in una generalità molto maggiore, la enunciamo cos̀ı
perché questa è la versione che useremo. Infatti è facile accorgersi che non viene usata nessuna
ipotesi relativa alla 1-lipschitzianità e neanche niente che riguardi le proprietà delle probabilità
pseudo-gaussiane.

Proposizione 2.1. Assumiamo che, per ogni λ > 0 e per ogni F : Rn → R che sia 1-Lipschitz

e tale che
´
Rn F dγ = 0, valga la stima

´
Rn e

λF dγ ≤ e
λ2

2c .
Allora, per ogni funzione F : Rn → R che sia 1-Lipschitz e per ogni r > 0 vale la stima

γ

(
F −

ˆ
Rn
F dγ > r

)
≤ e−

cr2

2 .

Dimostrazione. Denotiamo con I l’integrale
´
Rn F dγ.

È chiaro che, per ogni scelta di r e λ nei numeri reali positivi, vale

1{F−I>r} ≤
eλ(F−I)

eλr

e perciò, integrando su Rn, otteniamo

γ(F − I > r) ≤ e−λr
ˆ
Rn
eλ(F−I) dγ .

Ma ovviamente F −I è una funzione 1-lipschitziana a media nulla e quindi per ipotesi arriviamo
a

γ(F − I > r) ≤ e
λ2

2c
−λr

e ponendo λ = cr in quest’ultima otteniamo la tesi.

Quelle che seguono sono una serie di proposizioni tecniche di approssimazione delle funzioni
1-lipschitziane con funzioni C∞cpt(Rn) ancora 1-lipschitziane. Ci servono perché vogliamo “ap-
prossimare” una funzione lipschitziana con una che sia almeno W 1,∞, in modo da poter applicare
tutte le proposizioni mostrate nella sezione precedente riguardanti il decadimento dell’equazione
del calore con tale dato iniziale.

Proposizione 2.2. Siano f : Rn → R una funzione 1-Lipschitz e R > 0 un reale positivo.
Esistono una funzione f̃ : Rn → R, anch’essa 1-Lipschitz, ed R̃ > 0 tali che

• Se |x| ≤ R allora f̃(x) = f(x),

• Se |x| ≥ R̃ allora f̃(x) = 0,

• Per ogni x ∈ Rn vale |f̃(x)| ≤ sup
y∈BR(0)

|f(y)|.
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Dimostrazione. Definiamo le funzioni f1, f2 : Rn → R come

f1(x) = inf
y∈BR(0)

f(y) + |x− y| ,

f2(x) = sup
y∈BR(0)

f(y)− |x− y| .

Con dei facili controlli si verifica che le funzioni f1 ed f2 coincidono con f su BR(0), so-
no 1-lipschitziane ed hanno segno opposto in tutti i punti di BR′(0)c ponendo R′ = R +
supy∈BR(0)|f(y)|.

A questo punto definiamo la funzione ψ : R2 → R di modo che

ψ(x, y) =



x se 0 ≤ x ≤ y
y se 0 ≤ y ≤ x
x se 0 ≥ x ≥ y
y se 0 ≥ y ≥ x
0 altrimenti

.

La funzione ψ è tale da restituire 0 se gli argomenti sono discordi ed invece l’argomento di
modulo minore se sono concordi. Dividendo in pochi casi si verifica che

|ψ(x1, y1)− ψ(x2, y2)| ≤ max(|x1 − x2|, |y1 − y2|)

e da ciò è facile concludere che f̃(x) = ψ(f1(x), f2(x)) rispetta tutte le richieste.

Lemma 2.3. Siano f : Rn → R una funzione 1-Lipschitz ed R, ε > 0 dei reali positivi. Allora
esiste una funzione f̂ ∈ C∞cpt(Rn), anch’essa 1-Lipschitz, tale che |f − f̂ |∞,BR(0) ≤ ε e valga

|f̂(x)| ≤ |f(0)|+R per ogni x ∈ Rn.

Dimostrazione. Denotiamo con f̃ la funzione che ci è assicurata dalla Proposizione 2.2 dove l’R
è lo stesso nei due enunciati. È chiaro che una possibile funzione f̂ si ottiene convolvendo f̃ con
un mollificatore opportunamente scelto in funzione di ε.

Corollario 2.4. Data f : Rn → R una funzione 1-Lipschitz, esiste una successione di funzioni
(fn)n∈N ⊆ C∞cpt(Rn) anch’esse 1-Lipschitz e tali che convergono ad f in L1(Rn, γ).

Dimostrazione. Come funzioni fn scegliamo quelle che ci sono assicurate dal Lemma 2.3 con
R = n e ε = 1

n .
Vale la catena di disuguaglianze

ˆ
Rn
|f − fn|dγ ≤

ˆ
|x|<n
|f − fn| dγ(x) +

ˆ
|x|≥n
|f |+ |fn|dγ(x)

≤ 1

n
+

ˆ
|x|≥n
|f |+ (|f(0)|+ n) dγ(x)

≤ 1

n
+

ˆ
|x|≥n
|f(0)|+ |x|+ |f(0)|+ |x| dγ(x)

e quest’ultimo termine converge a 0 poiché |x|+ |f(0)| è γ-integrabile.

A questo punto arriviamo a mostrare il risultato centrale di questa sezione. Nella dimo-
strazione, dopo esserci ricondotti al caso regolare grazie ai precedenti lemmi, sfrutteremo le
proprietà dell’equazione del calore per dedurre la tesi.
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Proposizione 2.5. Per ogni funzione F : Rn → R che sia 1-lipschitziana e per ogni r > 0 vale
la seguente stima:

γ

(
F −

ˆ
Rn
F dγ ≥ r

)
≤ e−

cr2

2 .

Dimostrazione. Visto che il Corollario 2.4 ci assicura che le funzioni 1-Lipschitz in C∞cpt(Rn) sono
opportunamente dense nelle 1-Lipschitz, possiamo assumere che F sia anche liscia a supporto
compatto. Quindi, visto che è 1-Lipschitz, sappiamo che |∇F |2 ≤ 1 ovunque e questo sarà usato
nel seguito della dimostrazione.

Ricordando la Proposizione 2.1, ci è sufficiente verificare che per ogni λ > 0 vale

ˆ
Rn
eλG dγ ≤ e

λ2

2c ,

dove G = F −
´
Rn F dγ. In particolare notiamo che G è liscia ed appartiene a W 1,∞(Rn).

Chiamiamo u : [ 0, ∞ ) × Rn → R una soluzione dell’equazione del calore con dato iniziale
G. L’idea è studiare come la quantità

´
Rn e

λu dγ varia col passare del tempo, mostrando che
visto che all’infinito va alla costante 1 al tempo 0 non può essere poi cos̀ı grande.

Definiamo allora ψ(t) =
´
Rn e

λu(t,x) dγ, tenendo a mente che ψ(0) è la quantità che vogliamo
stimare. Notiamo che sono rispettate tutte le ipotesi della Proposizione 1.11 (Decadimento della
funzione), perciò ψ ha limite uguale ad 1 all’infinito.

Studiamo ora la derivata di ψ(t). Svolgendo facili passaggi algebrici, sfruttando la Proposi-
zione 1.7, e ricordando la Proposizione 1.10 (Decadimento del gradiente) otteniamo

d

dt

ˆ
Rn
eλu dγ = −λ2

ˆ
Rn
|∇u|2eλu dγ ≥ −λ2e−2ct

ˆ
Rn
eλu dγ

e cioè

ψ′(t) ≥ −λ2e−2ctψ(t) ⇐⇒ d

dt
(logψ(t)) ≥ −λ2e−2ct .

Integrando tra 0 ed ∞ arriviamo a

logψ(∞)− logψ(0) ≥ −λ
2

2c

e ciò è equivalente a quanto cercato.

Teorema 2.6. Per ogni funzione F : Rn → R che sia 1-lipschitziana e per ogni r > 0 vale la
seguente stima:

γ

(∣∣∣∣F − ˆ
Rn
F dγ

∣∣∣∣ ≥ r) ≤ 2e−
cr2

2 .

Dimostrazione. Per ottenere la tesi è sufficiente applicare la Proposizione 2.5 alla funzione F e
alla funzione −F .
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3 Teorema di Dvoretzky

Indicheremo con | · | la norma standard negli spazi euclidei. Inoltre in questa sezione, differen-
temente dalle precedenti, con γ indicheremo la misura gaussiana e non una generica misura
pseudo-gaussiana.

I quattro lemmi che seguono sono tutti molto facili e ci serviranno come strumenti tecnici
nella dimostrazione del teorema principale. Le dimostrazioni sono tutte elementari e dal gusto
analitico.

Lemma 3.1. Sia ‖ · ‖ una norma su Rn e v1, . . . , vk ∈ Rn una k-upla di vettori. Allora vale

1

2k

∑
e∈{−1,1}k

∥∥∥∥∥
k∑
i=1

eivi

∥∥∥∥∥ ≥ max
1≤i≤k

‖vi‖ .

Dimostrazione. Applicando unicamente la subadditività della norma si ha

∑
e∈{−1,1}k

∥∥∥∥∥
k∑
i=1

eivi

∥∥∥∥∥ =
∑

e∈{−1,1}k−1

∥∥∥∥∥vk +
k−1∑
i=1

eivi

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥−vk +
k−1∑
i=1

eivi

∥∥∥∥∥
≥

∥∥∥∥∥∥
∑

e∈{−1,1}k−1

(
vk +

k−1∑
i=1

eivi

)∥∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥∥
∑

e∈{−1,1}k−1

(
−vk +

k−1∑
i=1

eivi

)∥∥∥∥∥∥
=
∥∥∥2k−1vk

∥∥∥+
∥∥∥−2k−1vk

∥∥∥ = 2k‖vk‖

e procedendo analogamente per gli altri vi con i 6= k si ottiene la tesi.

Lemma 3.2. Fissato 0 < ε < 2 esiste un insieme finito T ⊆ Sn−1 con cardinalità minore di
e

8n
ε tale che, scelta una norma ‖ · ‖ su Rn, se

∀t ∈ T :
(

1− ε

4

)
|t| ≤ ‖t‖ ≤

(
1 +

ε

4

)
|t|

allora
∀t ∈ Rn : (1− ε)|t| ≤ ‖t‖ ≤ (1 + ε)|t| .

Dimostrazione. Per comodità notazionale poniamo δ = ε
4 .

Come insieme T scegliamo una δ-rete su Sn−1. È facile trovare una δ-rete di cardinalità
minore di e

2n
δ , in particolare un insieme massimale di punti su Sn−1 che distano più di δ tra

loro è un possibile esempio. Per stimarne la cardinalità basta considerare i volumi delle palle
centrate in tali punti di raggio δ

2 e notare che tali palle sono disgiunte.
Innanzitutto è sufficiente verificare la tesi per i soli t ∈ Sn−1, poiché poi si può concludere

grazie all’omogeneità delle norme.
Sia M il valore massimo della funzione |‖t‖−1| per t ∈ Sn−1 e tM ∈ Sn un punto di massimo.

Sappiamo che esiste t ∈ T tale che |t− tM | ≤ δ e quindi troviamo

M = |‖tM‖−1| ≤ |‖tM‖−‖t‖|+ |‖t‖−1| ≤ ‖t− tM‖+δ ≤ |t− tM |
∥∥∥∥ t− tM|t− tM |

∥∥∥∥+δ ≤ δ(1+M)+δ

e da qui si conclude con facili manipolazioni algebriche.

Lemma 3.3. Per ogni n ∈ N sufficientemente grande (≥ 68), vale la stima

ˆ
Rn

max
1≤i≤n

|xi|dγ ≥
√

log n

e
.

9



3 Teorema di Dvoretzky

Dimostrazione. Per le proprietà di simmetria della misura gaussiana, vale

ˆ
Rn

max
1≤i≤n

|xi|dγ =

n∑
i=1

ˆ
xi=maxj xj

|xi|dγ(x) = n

ˆ
xn=maxj xj

|xn| dγ(x)

ed applicando il teorema di Fubini-Tonelli possiamo continuare come segue l’identità:

= n

ˆ
R
|xn|
ˆ
[−|xn|, |xn| ]n−1

dγ(x1, . . . , xn−1) dγ(xn) = 2n

ˆ +∞

0
x · γ([−x, x ])n−1 dγ(x) .

Denotiamo con Cn > 0 la costante tale che γ([−Cn, Cn ]) = 1− 1
n . Vista la definizione di Cn è

facile ottenere la catena di disuguaglianze

ˆ +∞

0
x · γ([−x, x ])n−1 dγ(x) ≥

ˆ +∞

Cn

x · γ([−x, x ])n−1 dγ(x)

≥
ˆ +∞

Cn

x · γ
(

1− 1

n

)n−1
dγ(x) ≥ e−1

ˆ +∞

Cn

x dγ(x)

≥ Cn
e
· γ ([Cn, ∞ )) =

Cn
e
· 1− γ([−Cn, Cn ])

2
=

Cn
2en

.

Unendo tutte le uguaglianze e disuguaglianze mostrate, arriviamo a
ˆ
Rn

max
1≤i≤n

|xi| dγ ≥
Cn
e

,

quindi non ci resta che da stimare la costante Cn.
Per la definizione di Cn sappiamo che

1

2n
=

ˆ +∞

Cn

1√
2π
e−

x2

2 dx =
e−

C2
n
2

√
2π

ˆ +∞

0
e−Cny−

y2

2 dy

≥ e−
C2
n
2

√
2π

ˆ 1

0
e−Cnye−

1
2 dy =

1− e−Cn√
2πe

e−
C2
n
2

Cn
,

ma per n abbastanza grande (≥ 4) si ha che Cn ≥ 1 e quindi si ottiene

1

2n
≥ 1− e−1√

2πe

e−
C2
n
2

Cn
⇐⇒ Cne

C2
n
2 ≥

2
(
1− e−1

)
√

2πe
n ≥ n

4

che, per n sufficientemente grande (≥ 68), implica Cn ≥
√

log n e conclude la dimostrazione.

Lemma 3.4. Dati due naturali k, n ∈ N ed un vettore t ∈ Sk−1, costruiamo la mappa ϕt :
Rnk → Rn in modo che ϕt(X1, . . . , Xk) = t1X1 + · · ·+ tkXk.

Allora il push-forward della misura Gaussiana di Rnk tramite ϕt induce la misura gaussiana
su Rn.

Dimostrazione. Per ogni 1 ≤ i ≤ n definiamo il vettore riga Ai ∈ Rnk come

Ai =

( n︷ ︸︸ ︷
0, . . . , t1

i
, . . . , 0,

n︷ ︸︸ ︷
0, . . . , t2

n+i
, . . . , 0, . . . ,

n︷ ︸︸ ︷
0, . . . , tk

(k−1)n+i
, . . . , 0

)
e notiamo subito che tali vettori formano un insieme ortonormale. Allora esiste una matrice
ortogonale A ∈ O(Rnk) che abbia gli Ai come prime n righe. Di conseguenza, denotando con
πRn : Rnk → Rn la proiezione sulle prime n coordinate, si ottiene che ϕt = πRn ◦ A e ciò è
sufficiente a concludere visto che la misura gaussiana è invariante per isometrie.
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Il lemma seguente, ben più difficile dei precedenti, sarà il punto di inizio della dimostrazione
del teorema di Dvoretzky ed infatti il suo enunciato sembra essere una versione molto indebolita,
ma quantitativamente molto più forte, del teorema stesso. In particolare la dimensione del
sottospazio a cui ci si riduce è molto più grande di quella assicurata dal teorema di Dvoretzky
ma la stima che si ottiene sulla norma è invece decisamente meno fine.

La dimostrazione è anch’essa elementare ma molto meno intuitiva rispetto ai lemmi prece-
denti.

Lemma 3.5 (Dvoretzky-Rogers). Sia ‖ · ‖ una norma su Rn e sia m = bn2 c. Allora esistono m
vettori indipendenti u1, . . . , um ∈ Rn tali che ‖ui‖ ≥ 1

2 per ogni 1 ≤ i ≤ m ed inoltre per ogni
t ∈ Rm vale ∥∥∥∥∥

m∑
i=1

tiui

∥∥∥∥∥ ≤ |t| .
Dimostrazione. La dimostrazione può essere trovata in [1, pag. 61].

La proposizione che segue, pur non essendo esattamente il teorema di Dvoretzky, ne rac-
chiude tutte le difficoltà e la profondità. Il fatto è che, piuttosto che trovare un sottospazio in
cui la norma è simile a quella euclidea, se ne trova uno in cui è simile ad una forma quadratica.
Questa differenza sarà facilmente colmata nel seguito.

Sia nell’enunciato che nella dimostrazione stiamo molto attenti alle costanti e le manteniamo
esplicite.

Proposizione 3.6. Fissiamo un numero reale 0 < ε < 1 e due numeri naturali k ≤ n ≥ 136

tali che k + 1 < ε3 logn
1024e2

.
Data una norma ‖ · ‖ su Rn, troviamo k vettori v1, . . . , vk tali che per ogni t ∈ Rk vale

(1− ε)|t| ≤

∥∥∥∥∥
k∑
i=1

tivi

∥∥∥∥∥ ≤ (1 + ε)|t| .

Dimostrazione. Fissiamo m = bn2 c vettori u1, u2, . . . , um ∈ Rn con le proprietà che ci sono
assicurate dal Lemma 3.5 (Dvoretzky-Rogers). Definiamo quindi la mappa F : Rm → R in
modo che

F (s1, . . . , sm) =

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

siui

∥∥∥∥∥
e notiamo subito che, per come abbiamo scelto gli (ui), tale mappa risulta 1-Lipschitziana.

Volendo noi applicare il Teorema 2.6, è naturale provare a stimare l’integrale rispetto alla
misura gaussiana di F , che indicheremo con I. Considerando la simmetria rispetto all’origine
della misura gaussiana, è chiaro che

I =

ˆ
Rm

F (s) dγ(s) =
1

2m

∑
e∈{−1,1}m

ˆ
Rm
‖F (e1s1, e2s2, . . . , emsm)‖ dγ(s) ,

perciò, ricordando il Lemma 3.1, otteniamo

ˆ
Rm

F (s) dγ(s) ≥
ˆ
Rm

max
1≤i≤m

|si|‖ui‖ dγ(s) ≥ 1

2

ˆ
Rm

max
1≤i≤m

|si|dγ(s)

e quindi, considerato il conto svolto nel Lemma 3.3, arriviamo a

I ≥
√

logm

2e
.
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3 Teorema di Dvoretzky

Fissato un arbitrario elemento t ∈ Sk−1 della sfera (k − 1)-dimensionale, consideriamo la
mappa ϕt : Rmk → Rm che ad una k-upla di vettori X1, . . . , Xk ∈ Rm associa il vettore
t1X1 + · · · + tkXk. Ricordando ora il Lemma 3.4 ed applicando il Teorema 2.6, otteniamo che
per ogni r > 0 vale

γ (|F ◦ ϕt − I| ≥ r) ≤ 2e−
r2

2 . (3.1)

Poniamo r = εI
4 e fissiamo un insieme T ⊆ Sk−1 di cardinalità e

8k
ε che abbia la proprietà

assicurata dal Lemma 3.2. Dato un t ∈ T , definiamo l’insieme At = {|F ◦ ϕt − I| < r}.
Vogliamo mostrare che l’intersezione di tali insiemi è non vuota e per farlo verifichiamo che i
complementari sono piccoli.

Per l’Equazione (3.1) sappiamo che l’insieme Ac
t ha misura gaussiana minore di 2e−

r2

2 e tale
valore, in virtù della disuguaglianza che ci è assicurata dall’ipotesi, è facilmente minore di 1

|T | .
Nel dettaglio valgono le seguenti implicazioni:

2e−
r2

2 ≤ 1

|T |
⇐ 2e

8k
ε < e

r2

2 ⇐ 8k

ε
+ 1 <

r2

2
⇐ k +

ε

8
<
ε3I2

28
⇐ k +

ε

8
<
ε3 logm

210e2

e l’ultima disuguaglianza è implicata dall’ipotesi. Le stime fatte sono sufficienti a verificare che
l’intersezione degli At è non vuota, infatti

γ

(⋂
t∈T

At

)
≥ 1−

∑
t∈T

γ (Ac
t) ≥ 1− 2e−

r2

2 · |T | > 0 .

Perciò esiste una k-upla X1, X2, . . . , Xk ∈ Rm che sta in tutti gli At per t ∈ T e cioè è tale
che

∀t ∈ T : |F (t1X1 + · · ·+ tkXk)− I| ≤ r ⇐⇒

∣∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥

k∑
j=1

ti

m∑
j=1

(Xj)iui

∥∥∥∥∥∥− I
∣∣∣∣∣∣ ≤ r .

Definendo vi = 1
I

∑m
j=1(Xj)iui, quest’ultima equivale a

∀t ∈ T :

∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥

k∑
i=1

tivi

∥∥∥∥∥− |t|
∣∣∣∣∣ ≤ r

I
=
ε

4

e perciò, per la definizione stessa di T , otteniamo la tesi.

Il seguente lemma mostra che, a meno di ridursi ad un sottospazio, una forma quadratica è
molto simile alla norma standard.

Lemma 3.7. Se Q : R2k → R è una forma quadratica definita positiva allora esiste un k-
sottospazio V ⊆ R2k ed una costante C > 0 tale che per ogni v ∈ V vale Q(v) = C|v|.

Dimostrazione. A meno di scegliere opportunamente una base ortonormale si può assumere che
Q(x) = a1x

2
1 + · · ·+ a2kx

2
2k con 0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ a2k.

Per ogni 1 ≤ i ≤ k, fissiamo (si, ti) tali che s2i + t2i = 1 e ais
2
i + a2k+1−it

2
i = ak. È possibile

trovarli poiché ai ≤ ak ≤ a2k+1−i. Definiamo quindi il vettore vi con coordinate tutte nulle
tranne la i-esima che vale si e la (2k + 1− i)-esima che vale ti.

Ponendo C = ak e V = 〈v1, . . . , vk〉 è facile verificare che la tesi è dimostrata.

Il teorema di Dvoretzky ora segue facilmente dagli ultimi due risultati.

Teorema 3.8 (Dvoretzky). Fissiamo un numero reale 0 < ε < 1 e due numeri naturali k ≤
n ≥ 136 tali che k + 1 < ε3 logn

2048e2
.

Data una norma ‖ · ‖ su Rn, troviamo un k-sottospazio S di Rn ed una costante C > 0 tale
che per ogni s ∈ S vale

(1− ε)|s| ≤ C‖s‖ ≤ (1 + ε)|s| .
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Dimostrazione. Grazie alla Proposizione 3.6, riusciamo a trovare 2k vettori v1, . . . , v2k in Rn
tali che per ogni t ∈ R2k si ha

(1− ε)|t| ≤

∥∥∥∥∥
2k∑
i=1

tivi

∥∥∥∥∥ ≤ (1 + ε)|t| .

Denotiamo con ϕ l’isomorfismo da 〈v1, . . . , v2k〉 in R2k che a
∑2k

i=1 tivi associa il vettore
t3. Se ora trovassimo un k-sottospazio S di 〈v1, . . . , v2k〉 ed una costante C > 0 tale che,
per v ∈ S, vale |v| = C|ϕ(v)| allora tale sottospazio rispetterebbe ovviamente tutte le richieste.
Osserviamo però che |ϕ(v)| è una forma quadratica definita positiva e perciò quanto detto segue
dal Lemma 3.7.

3Perché tale isomorfismo esista serve che i vi siano indipendenti, ma ciò è una facile conseguenza delle
disuguaglianze che rispettano unite a ε < 1.

13



Riferimenti bibliografici

Riferimenti bibliografici

[1] Michel Ledoux, The Concentration of Measure Phenomenon, Mathematical Surveys and
Monographs, Volume 89, Americal Mathematical Society.

[2] Walter Rudin, Real and complex analysis, 3rd ed., McGraw-Hill, Inc., 1987

[3] Häım Brezis, Operateurs maximaux monotones et semi-groupes de contractions dans les
espaces de Hilbert, North Holland, 1973
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