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Sommario

In questo documento studieremo le proprietà della distanza di Hausdorff, la naturale
distanza indotta sullo spazio dei sottoinsiemi (ci ridurremo ai chiusi e limitati nel nostro
studio) di uno spazio metrico.

Nelle prime sezioni ci concentremo sulle proprietà della distanza di Hausdorff sui chiusi
e limitati, in particolare su quali proprietà del metrico di base (completezza, totale limi-
tatezza, compattezza) vengano ereditate da questo spazio. Invece nella penultima sezione
evidenzieremo come i risultati ottenuti per i chiusi e limitati si estendano senza grande sforzo
anche ai chiusi e totalmente limitati (che sono strettamente collegati ai compatti). Infine
nell’ultima sezione sposteremo l’attenzione sulle proprietà di connessione nella distanza di
Hausdorff ed in particolare sulla conservazione della connessione per passaggio al limite.

Per sviluppare questo argomento ci siamo basati sugli esercizi proposti durante l’eser-
citazione del corso di Complementi di Matematica. In particolare ci siamo riferiti agli
esercizi dal 6.20 al 6.25 del documento http://cvgmt.sns.it/HomePages/cm/Ianno2014/

esercitazioni.pdf.
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1 Definizioni e risultati introduttivi

In questa sezione definiremo la distanza di Hausdorff fra i chiusi e limitati e mostreremo qualche
risultato introduttivo.

In tutto il corso della trattazione indicheremo con (X, d) uno spazio metrico generico.

Definizione 1.1. Sia CL(X) l’insieme dei sottoinsiemi chiusi e limitati non vuoti di X.

Definizione 1.2. Dato A ∈ CL(X), definiamo dA : X → [0,+∞) tale che dA(x) = infa∈A d(a, x)
per ogni x ∈ X.

Lemma 1.1. Dati x ∈ X e A ∈ CL(X), dA(x) = 0 se e solo se x ∈ A.

Dimostrazione. Se x ∈ A vale facilmente che dA(x) = infa∈A d(a, x) = d(x, x) = 0.
Se invece dA(x) = 0, dato che infa∈A d(a, x) = dA(x) = 0, esiste una successione (an) a valori

in A tale che limn→∞ d(an, x) = 0, perciò an → x. Di conseguenza x appartiene ad A, perché A è
chiuso.

Definizione 1.3. Dato A ∈ CL(X), sia δA : CL(X)→ [0,+∞) tale che δA(B) = supb∈B dA(b).

Nota 1.1. Si ha effettivamente che δA(B) ha valori in [0,+∞) perché A ∪B è limitato.

Lemma 1.2. Dati A,B ∈ CL(X), per ogni ε > 0 e per ogni a ∈ A esiste b ∈ B tale che
d(a, b) ≤ δB(A) + ε.

Dimostrazione. Poichè dB(a) = infb∈B d(a, b), dato ε esiste b ∈ B tale che d(a, b) ≤ dB(a) + ε, per
la definizione di estremo inferiore. Quindi in particolare

d(a, b) ≤ dB(a) + ε ≤ sup
a∈A

dB(a) + ε = δB(A) + ε

che è quello che volevamo dimostrare.

Lemma 1.3. Dati A,B ∈ CL(X) vale:

δA(B) = inf{r ∈ R : B ⊆ Ur(A)}

dove Ur(A) = {x ∈ X : dA(x) < r}.

Dimostrazione. Sia r0 = inf{r ∈ R : B ⊆ Ur(A)}.
Sappiamo che se r è tale che B ⊆ Ur(A), allora per ogni b ∈ B vale dA(b) < r, da cui

r ≥ sup
b∈B

dA(b) = δA(B) =⇒ r0 = inf{r : B ⊆ Ur(A)} ≥ δA(B) (1.1)

D’altra parte se r > δA(B), per ogni b ∈ B vale che r > dA(b), quindi B ⊆ Ur(A) e perciò
r ≥ r0. Passando all’estremo inferiore per r > δA(B) otteniamo quindi

δA(B) = inf{r : r > δA(B)} ≥ r0 (1.2)

Unendo le equazioni (1.1) e (1.2) otteniamo quindi δA(B) = r0, che è quello che volevamo
dimostrare.

Definizione 1.4 (Distanza di Hausdorff). Definiamo infine δ : CL(X)×CL(X)→ [0,+∞) come
δ(A,B) = max{δA(B), δB(A)}.
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Teorema 1.1. La funzione definita nella Definizione 1.4 è una distanza chiamata distanza di
Hausdorff.

Dimostrazione. Innanzitutto δ( · , ·) è veramente una funzione a valori in [0,+∞), perché lo erano
δA(B), δB(A).

Dimostriamo ora che rispetta le proprietà di una distanza:

• (simmetria) δ(A,B) = δ(B,A)

δ(A,B) = max{δA(B), δB(A)} = δ(B,A).

• (non degenerazione) δ(A,B) = 0 ⇐⇒ A = B

Se A = B vale banalmente δ(A,B) = 0; se invece esiste a ∈ A tale che a 6∈ B abbiamo che
δ(A,B) ≥ δB(A) ≥ δB(a) > 0, dove l’ultima disuguaglianza è vera per il Lemma 1.1.

• (disuguaglianza triangolare) δ(A,C) ≤ δ(A,B) + δ(B,C)

Senza perdita di generalità possiamo assumere che δ(A,C) = δA(C).

Per ogni c ∈ C e per ogni ε > 0 per il Lemma 1.2 esiste b ∈ B tale che d(b, c) ≤ δB(C) + ε.
A sua volta fissato tale b esiste a ∈ A tale che d(a, b) ≤ δA(B) + ε. Ho quindi che

dA(c) ≤ d(a, c) ≤ d(a, b) + d(b, c) ≤ δA(B) + δB(C) + 2ε ≤ δ(A,B) + δ(B,C) + 2ε

da cui passando all’estremo superiore su c otteniamo

δ(A,C) = δA(C) = sup
c∈C

dA(c) ≤ δ(A,B) + δ(B,C) + 2ε

Facendo infine il limite per ε→ 0, abbiamo proprio quello che volevamo dimostrare

δ(A,C) ≤ lim
ε→0

(δ(A,B) + δ(B,C) + 2ε) = δ(A,B) + δ(B,C)

Esempio. Sia X = R2 dotato della distanza euclidea. Consideriamo i due chiusi e limitati
A = {(x, y) ∈ R2 : |x|, |y| ≤ 1)} e B = {(x, y) ∈ R2 : (x− 1)2 + (y − 1)2 ≤ 1}.
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Abbiamo che dB((−1,−1)) = 2
√

2−1, ma è facile verificare che per ogni altro punto (x, y) ∈ A
vale che dB((x, y)) ≤ dB((−1,−1)), quindi δB(A) = 2

√
2− 1.

Inoltre per ogni punto (x, y) ∈ B vale che dA((x, y)) ≤ d((x, y), (1, 1)) ≤ 1 e dA((1, 2)) = 1,
quindi δA(B) = 1.

Vale quindi che δ(A,B) = max{δA(B), δB(A)} = 2
√

2− 1.

Lemma 1.4. Esiste un’isometria canonica ϕ : X → CL(X), tale che ϕ(X) è un chiuso in CL(X).

Dimostrazione. Definiamo l’isometria ϕ : X → CL(X) tale che ϕ(x) = {x} per ogni x ∈ X.
Innanzitutto ϕ( · ) è un’isometria, perché segue facilmente dalle definizioni che δ({x}, {x′}) =

d(x, x′).
Dimostriamo ora che ϕ(X) è un chiuso. Sia ({xn}) una successione convergente a K ∈ CL(X),

allora dato x ∈ K, vale che

d(x, xn) ≤ sup
k∈K

d(k, xn) = dK(xn) = δK({xn}) ≤ δ(K, {xn})

Quindi, dato che δ(K, {xn}) va a 0, anche d(x, xn) va a 0, cioè (xn) converge in X a x.
Ma allora vale limn→∞ δ({x}, {xn}) = limn→∞ d(x, xn) = 0, quindi per l’unicità del limite

K = {x} ∈ ϕ(X).

4



2 Trasmissione della completezza

In questa sezione dimostreremo che se (X, d) è completo allora lo è anche (CL(X), δ). In partico-
lare nel primo lemma mostreremo la convergenza di una successione di Cauchy i cui elementi si
contengono, per poi estendere il risultato ad una generica successione di Cauchy.

Lemma 2.1. Sia (X, d) uno spazio metrico completo e (Kn) una successione di Cauchy di chiusi e
limitati in (X, d) tali che Kn+1 ⊆ Kn ∀n ∈ N. Allora la successione ammette limite in (CL(X), δ)
uguale a K =

⋂
n∈NKn.

Dimostrazione. È ovvio che K è a sua volta un chiuso e limitato.
Assumendo che, fissato ε > 0, per n sufficientemente grande, per ogni x̄ ∈ Kn esista un

elemento x ∈ K tale che d(x̄, x) ≤ ε, ricaviamo in particolare dK(x̄) ≤ ε e perciò:

δ(K,Kn) = max {δKn(K), δK(Kn)} = max

{
0, sup

x̄∈Kn

dK(x̄)

}
≤ ε

perciò abbiamo proprio Kn → K.
Non resta ora che dimostrare l’assunzione fatta. Sia N tale che per ogni n,m ≥ N vale

δ(Kn, Km) < ε
2
, tale N esiste poiché (Kn) è di Cauchy. Fissiamo n̄ ≥ N e x̄ ∈ Kn̄.

Definiamo la successione (ni) di modo che valgano le seguenti (anche questa esiste perché (Kn)
è di Cauchy): 

n1 = n̄

∀i ≥ 1 : ni < ni+1

∀n ≥ ni : δ(Kn, Kni
) < ε

2i

e definiamo anche la successione (xn)n≥n̄ in modo che:
xn̄ = x̄

xn ∈ Kn

ni < n ≤ ni+1 =⇒ d(xni
, xn) ≤ ε

2i

Riusciamo sempre a trovare xn come richiesto poiché la condizione δ(Kn, Kni
) < ε

2i
, sfruttando il

Lemma 1.2, ce ne assicura l’esistenza.
Allora ora vale la seguente stima:

ni < n ≤ ni+1 =⇒ d(x̄, xn) ≤ d(x̄, xn2) + d(xn2 , xn3) + · · ·+ d(xni−1
, xni

) + d(xni
, xn)

≤ ε

2
+
ε

4
+ · · ·+ ε

2i−1
+
ε

2i
< ε

e con un ragionamento del tutto analogo si ricava che la successione è definitivamente contenuta
nella palla B ε

2i−1
(xni

) e perciò è di Cauchy. Ma X è completo per ipotesi, quindi xn → x ∈ X e
x ∈ Kn per ogni n poiché definitivamente xi ∈ Ki ⊆ Kn e Kn è chiuso. Perciò x ∈ K.

Inoltre, poiché d(x̄, xn) ≤ ε, risulta che d(x̄, x) ≤ ε e per quanto appena detto implica che
abbiamo trovato, come cercavamo, un punto in K che dista meno di ε da x̄.

Lemma 2.2. Sia (Kn) una successione di Cauchy di chiusi e limitati in (CL(X), δ). Allora
∀k ∈ N vale che

Ak :=
⋃
n≥k

Kn

è chiuso e limitato, ed inoltre gli Ak formano a loro volta una successione di Cauchy.
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Dimostrazione. Per definizione Ak è chiuso per ogni k.
Dato ε, esiste n0 tale che δ(Kn0 , Kn) < ε per ogni n ≥ n0. Inoltre siano x0 ∈ X, r > 0, che

esistono per la limitatezza di Kn0 , tali che Kn0 ⊆ Br(x0). Allora, con una facile applicazione della
disuguaglianza triangolare otteniamo:

∀n ≥ n0 : Kn ⊆ Br+ε(x0)⇒ An0 ⊆ Br+ε(x0)

Quindi An0 è limitato, ma allora lo è anche A1 visto che è uguale a
⋃

n<n0
Kn

⋃
An0 e unione finita

di limitati è limitata. Da questo discende che Ak è limitato per ogni k visto che Ak ⊆ A1.
Unendo quanto detto otteniamo che gli Ak sono tutti chiusi e limitati.
Se δ(Kn, Km) ≤ ε ∀n,m ≥ n0 allora vale:

∀n,m ≥ n0 : δAn(Am) ≤ δKn

(⋃
i≥m

Ki

)
= sup

i≥m
δKn(Ki) ≤ ε

E questo dimostra che (Ak) è una successione di Cauchy.

Teorema 2.1. Se (X, d) è uno spazio metrico completo allora anche (CL(X), δ) lo è.

Dimostrazione. Sia (Kn) una successione di Cauchy in (CL(X), δ). Per il Lemma 2.2 gli insiemi
An (definiti come nell’enunciato del lemma) formano una successione di Cauchy. Inoltre vale
ovviamente An+1 ⊆ An quindi possiamo applicare il Lemma 2.1 e ottenere che la successione (An)
converge ad A ∈ CL(X).

Vale però che Kn ⊆ An e quindi δAn(Kn) = 0.
D’altra parte, fissato ε > 0, esiste n0 tale che per ogni n,m ≥ n0 vale δ(Kn, Km) ≤ ε, e perciò

ricaviamo:

∀n ≥ n0 : δKn(An) = δKn

(⋃
i≥n

Ki

)
= sup

i≥n
δKn(Ki) ≤ ε

Perciò unendo le ultime due affermazioni otteniamo δ(Kn, An) → 0, e questo implica (come
fatto generale riguardo le successioni in uno spazio metrico) che limn→∞Kn = limn→∞An = A
e quindi abbiamo dimostrato che la generica successione di Cauchy Kn converge, ottenendo la
tesi.

Nota 2.1. Se (CL(X), δ) è completo lo è anche (X, d).

Dimostrazione. Per quanto dimostrato nel Lemma 1.4 ϕ(X) è un chiuso di CL(X), che però è
per ipotesi completo, perciò ϕ(X) è completo. Ma ancora sfruttando quanto detto nel Lemma 1.4
sappiamo che (ϕ(X), δ) è isometrico a (X, d) e quindi ne ricaviamo che anche (X, d) è completo.
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3 Trasmissione della compattezza

In questa sezione dimostreremo che se X è un compatto allora anche CL(X) lo è.
In particolare proveremo che la proprietà di totale limitatezza di X viene ereditata da CL(X)

e quindi, sfruttando il Teorema 2.1, anche la compattezza viene ereditata.

Lemma 3.1. Se (X, d) è uno spazio metrico totalmente limitato, allora anche (CL(X), δ) lo è.

Dimostrazione. Fissato ε > 0, per l’ipotesi di totale limitatezza di X, esiste un insieme S ⊆ X
finito, tale che:

X =
⋃
s∈S

Bε(s) =⇒ ∀x ∈ X ∃s ∈ S : d(x, s) ≤ ε (3.1)

Ora consideriamo R = P(S). Questo è un insieme finito di sottoinsiemi finiti (quindi chiusi e
limitati) di X, perciò è un sottoinsieme finito di CL(X).

Dimostriamo che fissato K ∈ CL(X) esiste R ∈ R tale che δ(K,R) ≤ ε, poiché questo è
equivalente alla tesi di totale limitatezza di CL(X). In particolare la scelta di R è costruttiva,
visto che poniamo:

R = {s ∈ S | dK(s) ≤ ε}
Sfruttando la sola definizione di R otteniamo che vale:

δK(R) = sup
r∈R

dK(r) ≤ ε (3.2)

Fissato k ∈ K per l’equazione (3.1) esiste s ∈ S tale che d(s, k) ≤ ε. Di conseguenza risulta:

dK(s) ≤ d(s, k) ≤ ε =⇒ s ∈ R =⇒ dR(k) ≤ d(s, k) ≤ ε

dove nella prima implicazione abbiamo usato la definizione di R. Sfruttando l’ultima disugua-
glianza mostrata è ovvio ottenere:

δR(K) = sup
k∈K

dR(k) ≤ ε (3.3)

Unendo le equazioni (3.2) e (3.3) e applicando la definizione di δ( · , · ) otteniamo:

δ(K,R) = max (δK(R), δR(K)) ≤ ε

che è quanto volevamo e, come già annunciato, dimostra la totale limitatezza di CL(X).

Nota 3.1. Vale anche l’implicazione inversa del Lemma 3.1, cioè che se (CL(X), δ) è totalmente
limitato, allora anche (X, d) lo è.

Dimostrazione. Basta ricordare che per il Lemma 1.4 esiste un’isometria traX e un sottoinsieme di
CL(X) e che la proprietà di totale limitatezza di CL(X) si trasmette ad ogni suo sottoinsieme.

Teorema 3.1. Se (X, d) è uno spazio metrico compatto, allora anche (CL(X), δ) lo è.

Dimostrazione. Se X è compatto allora è in particolare anche completo e totalmente limitato, per-
ciò risultano verificate le ipotesi di Teorema 2.1 e Lemma 3.1. Applicando tali risultati otteniamo
che CL(X) è completo e totalmente limitato, quindi è compatto e il teorema è dimostrato.

Nota 3.2. Vale anche l’implicazione inversa del Teorema 3.1, cioè che se (CL(X), δ) è compatto
allora anche (X, d) lo è.

Dimostrazione. Essendo CL(X) un compatto è in particolare completo e totalmente limitato,
perciò sono verificate le ipotesi delle Note 2.1 e 3.1. Applicando quindi tali risultati otteniamo
che X è completo e totalmente limitato, quindi è compatto.
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4 Proprietà dei chiusi e totalmente limitati

Ora mostriamo che quanto già dimostrato per lo spazio CL(X) vale anche per lo spazio dei chiusi
e totalmente limitati. Infine facciamo notare come le proprietà principali vengano ereditate anche
dallo spazio dei compatti di (X, d). In particolare l’ultimo teorema appare in letteratura con il
nome di Teorema di selezione di Blaschke.

Il passaggio principale, da cui tutto discende come facile corollario, è che i totalmente limitati
sono un chiuso nello spazio CL(X).

Definizione 4.1. Dato uno spazio metrico (X, d), sia CT L(X) lo spazio dei chiusi e totalmente
limitati non vuoti di X.

Nota 4.1. Ovviamente risulta CT L(X) ⊆ CL(X), visto che essere totalmente limitato implica
essere limitato.

Lemma 4.1. Lo spazio (CT L(X), δ) è un chiuso dello spazio (CL(X), δ).

Dimostrazione. Poichè la Nota 4.1 ci assicura che CT L(X) è un sottoinsieme di CL(X), ci è
sufficiente dimostrare che se una successione (Kn) ⊆ CT L(X) converge a K ∈ CL(X) allora
K ∈ CT L(X).

Fissato ε > 0 la convergenza Kn → K ci assicura che:

∃n0 ∈ N : δ(Kn0 , K) ≤ ε

3
=⇒ δKn0

(K) ≤ ε

3

e perciò applicando il Lemma 1.2 otteniamo:

∀k ∈ K ∃x ∈ Kn0 : d(k, x) ≤ δKn0
(K) +

ε

3
≤ 2ε

3
(4.1)

Inoltre poiché Kn0 è totalmente limitato per ipotesi, esiste un insieme finito S ⊆ X tale che:

Kn0 ⊆
⋃
s∈S

B ε
3
(s) =⇒ ∀x ∈ Kn0 ∃s ∈ S : d(x, s) ≤ ε

3
(4.2)

Unendo le equazioni (4.1) e (4.2) arriviamo a dire:

∀k ∈ K ∃x ∈ Kn0 , s ∈ S : d(k, x) ≤ 2ε

3
∧ d(x, s) ≤ ε

3
=⇒ d(k, s) ≤ d(k, x) + d(x, s) ≤ ε (4.3)

e questo è proprio equivalente a dire che K è totalmente limitato, che è quanto volevamo, visto
che ogni suo elemento dista meno di ε da un elemento dell’insieme finito S.

Corollario 4.1. Se lo spazio (X, d) è completo anche (CT L(X), δ) lo è.

Dimostrazione. Per il risultato del Teorema 2.1 vale che (CL(X), δ) è completo, ma per il Lem-
ma 4.1 sappiamo che CT L(X) è un chiuso in CL(X). Ma i chiusi di un completo sono a loro volta
completi e perciò la tesi è dimostrata.

Corollario 4.2. Se lo spazio (X, d) è compatto anche (CT L(X), δ) lo è.

Dimostrazione. Essendo (X, d) compatto, è in particolare completo e perciò per quanto appena
detto nel Corollario 4.1 anche CT L(X) è completo. Inoltre (X, d) è per ipotesi anche totalmente
limitato e perciò per il Teorema 3.1 risulta CL(X) totalmente limitato. Ma CT L(X) è un sot-
toinsieme di CL(X) come osservato nella Nota 4.1, e la proprietà di totale limitatezza passa ai
sottoinsiemi, quindi CT L(X) è totalmente limitato.

Unendo quanto detto abbiamo che (CT L(X), δ) è completo e totalmente limitato, quindi è un
compatto.
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Definizione 4.2. Dato uno spazio metrico (X, d), sia K(X) lo spazio dei compatti non vuoti di
X.

Nota 4.2. Ovviamente risulta K(X) ⊆ CT L(X) visto che un compatto è di certo chiuso e
totalmente limitato.

Corollario 4.3. Se (X, d) è uno spazio completo anche (K(X), δ) lo è.

Dimostrazione. Essendo X completo i compatti coincidono con i chiusi e totalmente limitati,
perciò K(X) = CT L(X) e allora basta applicare il Corollario 4.1 per avere la tesi.

Corollario 4.4 (Teorema di selezione di Blaschke). Se (X, d) è uno spazio compatto anche
(K(X), δ) lo è.

Dimostrazione. Se (X, d) è compatto allora è in particolare completo e perciò vale ancora K(X) =
CT L(X) e quindi applicando il Corollario 4.2 abbiamo la tesi.
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5 Stabilità della connessione per passaggio al limite

In questa sezione conclusiva noteremo che nello spazio (CL(X), δ) la proprietà di connessione
può andare perduta per passaggio al limite, mentre ciò non succede se si lavora nello spazio dei
compatti (K(X), δ).

Teorema 5.1. Sia (Kn) una successione di chiusi e limitati connessi che converge a K ∈ CL(X).
Il chiuso e limitato K può non essere connesso.

Dimostrazione. Mostriamo un controesempio all’affermazione.
Consideriamo i sottoinsiemi di R2 cos̀ı definiti:

A =
{

(x, y) ∈ R2 : y = 0
}

B =

{
(x, y) ∈ R2 : x > 0 ∧ y =

1

x

}
cioè si tratta dell’asse delle ascisse e del grafico, nel primo quadrante, della funzione inverso.

Ovviamente A,B sono chiusi e connessi ed altrettanto ovviamente non sono limitati e A ∪ B
non è connesso.

Per rendere A∪B connesso consideriamo la seguente successione di sottoinsiemi chiusi di R2:

Cn =

{
(x, y) ∈ R2 : x = n ∧ 0 ≤ y ≤ 1

n

}
(5.1)

cioè un segmentino verticale di lunghezza 1
n

che connette A e B (li connette banalmente per archi,
quindi anche per aperti).

Infine definiamo Kn = A ∪ B ∪ Cn. Per quanto detto la successione (Cn) è formata da
sottoinsiemi chiusi e connessi di R2.

Per rendere gli elementi della successione anche limitati scegliamo una metrica differente per
R2, in modo che tutto lo spazio sia limitato ma la topologia non cambi. Per farlo basta scegliere il
minimo tra la distanza canonica ed il valore 1. Chiamiamo d : R2 → [0, 1] questa nuova distanza.

Allora ora (Kn) è una successione di chiusi e limitati connessi di (R2, d) (visto che le proprietà
di chiusura e connessione sono prettamente topologiche).

Per concludere dimostriamo che la successione (Kn) converge a A ∪B vista come successione
in (CL(R2), δ), e questo chiuderebbe il controesempio visto che, come si cercava, A ∪B non è un
connesso.

Notiamo che vale A ∪ B ⊆ Kn e perciò δKn(A ∪ B) = 0. Inoltre fissato x ∈ Kn o questo
appartiene ad A ∪ B e perciò dA∪B(x) = 0 oppure appartiene a Cn. In quest’ultimo caso però
vale, per definizione di Cn, dA∪B(x) ≤ d ((n, 0), x) ≤ 1

n
. Riassumendo giungiamo a:

δA∪B(Kn) = sup
x∈Kn

dA∪B(x) ≤ 1

n

⇓

δ(A ∪B,Kn) = max(δKn (A ∪B), δA∪B(Kn)) ≤ max

(
0,

1

n

)
=

1

n

e quindi abbiamo ottenuto come volevamo che Kn → A∪B visto che la distanza 1
n

tende a 0.

Lemma 5.1. Siano K,A rispettivamente un compatto ed un aperto di uno spazio metrico (X, d)
tali che K ⊆ A. Allora esiste r > 0 tale che Ur(K) ⊆ A dove Ur è l’operatore definito
nell’enunciato del Lemma 1.3.
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Dimostrazione. Assumiamo per assurdo sia falsa la tesi, allora esiste una successione di coppie
(kn, bn) ∈ K × Ac tali che d(kn, bn) ≤ 1

n
. Sfruttando la compattezza di K possiamo assumere

inoltre, a meno di estrarre una sottosuccessione, che kn sia una successione convergente a k ∈ K.
Per una facile applicazione della disuguaglianza triangolare otteniamo:

d(k, bn) ≤ d(k, kn) + d(kn, bn) ≤ d(k, kn) +
1

n
=⇒ d(k, bn)→ 0 (5.2)

quindi la successione (bn) ∈ Ac converge a k ∈ K ⊆ A, ma questo mostra l’assurdo visto
che abbiamo trovato una successione di elementi nel complementare di un aperto che converge
nell’aperto.

Teorema 5.2. Sia (Kn) una successione di compatti connessi nello spazio metrico (X, d) che
converge a K ∈ K(X) nella metrica di Hausdorff. Allora il compatto K è connesso a sua volta.

Dimostrazione. Assumiamo per assurdo che K non sia connesso, allora esistono due aperti A,B
disgiunti, entrambi con intersezione non nulla con K, tali che K ⊆ A ∪B.

Innanzitutto A ∩ K,B ∩ K sono ancora dei compatti. Questo perché presa una successione
(an) in A ∩K, sappiamo che esiste una sottosuccessione che converge a k ∈ K, ma questa deve
anche convergere nel complementare di B visto che B è un aperto e gli an non vi appartengono.
Quindi k ∈ K \B = K ∩ A e questo dimostra quanto voluto.

Ora per il Lemma 5.1 sappiamo che esistono rA, rB tali che UrA(K∩A) ⊆ A e UrB(K∩B) ⊆ B.
Chiamiamo r = min(rA, rB).

Per il Lemma 1.3 definitivamente vale Kn ⊆ Ur(K) e, per quanto detto sopra, allora Kn ⊆
A ∪ B. Ma tutti i Kn sono connessi per ipotesi, quindi Kn ⊆ A ∪ B implica Kn ⊆ A oppure
Kn ⊆ B.

Esisterà un Kn0 tale che, senza perdita di generalità, è un sottoinsieme di A e tale che
δKn0

(K) ≤ r (dove sfruttiamo il fatto che Kn → K). Perciò in particolare δKn0
(K ∩B) ≤ r.

Ma allora, applicando il Lemma 1.2, abbiamo due punti a ∈ Kn0 ⊆ A, b ∈ K ∩ B ⊆ B tali
che d(a, b) < r. E questo porta all’assurdo visto che ne segue:

d(a, b) < r =⇒ b ∈ Ur(K ∩ A) ⊆ A =⇒ b ∈ A
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