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Sommario

Trattiamo in queste dispense i fatti fondamentali di teoria della misura.
In particolare, dopo una prima sezione prevalentemente di definizioni e fatti preparatori,

dimostreremo il teorema di estensione di Carathéodory, che permette di costruire misure a
partire da strutture ben più semplici come le misure elementari. Applicheremo poi questa
costruzione generale per fondare su solide basi la misura di Lebesgue su Rn.

In seguito svilupperemo la teoria dell’integrazione nel caso generale, per poi approfondire
in maniera più attenta il caso dell’integrazione negli spazi euclidei. Sarà proprio nell’am-
bientazione euclidea che definiremo anche la misura su sottovarietà di Rn e dimostreremo il
teorema di Stokes, concludendo cos̀ı la trattazione.

Il percorso seguito ricalca quello proposto dai professori Pietro Majer e Paolo Acquistapa-
ce durante il corso di Analisi in più variabili I dell’anno 2013-2014 alla facoltà di matematica
a Pisa.

Il layout di queste pagine è volutamente fuori dall’ordinario: le pagine hanno margini
molto più stretti dello standard sia del LATEX che dei libri di matematica. Abbiamo fatto
questa scelta perché secondo noi questo formato è ottimale per la lettura su schermo e in
quanto, pur non permettendo di prendere note sul foglio stesso, rende meno faticosa la lettura
cartacea.

Vogliamo infine ringraziare, per le molte correzioni segnalateci, i nostri colleghi e amici:
Fabio Ferri, Guglielmo Nocera, Gioacchino Antonelli, Luigi Pagano, Luca Minutillo Menga,
Guido Bosco.
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Teoria della misura elementare 1 Definizioni e fatti introduttivi

1 Definizioni e fatti introduttivi

In questa sezione definiremo tutti gli oggetti necessari per fondare la teoria della misura e
dimostreremo alcuni fatti, perlopiù di carattere insiemistico, su di essi.

In particolare definiremo alcune strutture insiemistiche (algebre, σ-algebre, semianelli) e ne
dimostreremo alcune proprietà. Poi passeremo a trattare gli spazi di misura ed alcune loro versioni
più deboli come le misure esterne e le premisure.

Da notare infine che la definizione di semianello non è quella canonica (né forse si può parlare
di una definizione canonica in letteratura) ed anzi è più debole di quella tipicamente usata per
enunciare il teorema di estensione di Caratheodory (che tratteremo nella sezione seguente). Questo
rende più generale il risultato, ma allo stesso tempo rende più ostico dimostrare le prime proprietà
della premisura che infatti necessiteranno di vari lemmi tecnici per essere dimostrate (e sarebbero
banali se al posto di un semianello ci fosse un anello).

Definizione 1.1 (Algebra). Dato un insieme X, una famiglia A ⊆ P(X) è un’algebra se valgono:

• ∅ ∈ A

• ∀A ∈ A : Ac ∈ A cioè un’algebra è stabile per passaggio al complementare.

• ∀A,B ∈ A : A ∪B ∈ A cioè un’algebra è stabile per unioni finite.

Nota 1.2. Un’algebra è stabile anche per intersezioni finite e per differenza insiemistica.

Dimostrazione. Poiché vale la formula insiemistica

⋂
i∈I

Ai =

(⋃
i∈I

Aci

)c

e un’algebra è stabile per unione finita e complementare, risulta essere stabile anche per interse-
zioni finite.

Per la differenza si sfrutta l’identità A \ B = A ∩ Bc. Questa porta a concludere visto che
abbiamo appena dimostrato che A è stabile per intersezioni.

Definizione 1.3 (σ-algebra). Dato un insieme X, una famiglia A ⊆ P(X) si dice σ-algebra se
valgono:

• ∅ ∈ A

• ∀A ∈ A : Ac ∈ A cioè una σ-algebra è stabile per passaggio al complementare.

• ∀(An)n∈N ⊆ A :
⋃
n∈NAn ∈ A cioè una σ-algebra è stabile per unioni numerabili.

Nota 1.4. Una σ-algebra è stabile anche per intersezioni numerabili e per differenza insiemistica.

Dimostrazione. Si dimostrano entrambe le proprietà in modo del tutto analogo a come abbiamo
dimostrato la Nota 1.2.

Proposizione 1.5. Dato un insieme X, sia F ⊆ P(X) una famiglia di sottoinsiemi di X.
Allora esiste la più piccola (cioè contenuta in ogni altra) σ-algebra contenente la famiglia F ,

che viene detta σ-algebra generata da F e si indica con σA(F).
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1 Definizioni e fatti introduttivi Teoria della misura elementare

Dimostrazione. Consideriamo l’insieme I contenente tutte le σ-algebre A tali che F ⊆ A ⊆
P(X). L’insieme I è non vuoto poiché ovviamente P(X) ∈ I.

Sia B =
⋂

A ∈I A . Vale che F ⊆ B visto che appartiene ad ogni insieme in I e tale insieme è
non vuoto.

È di banale verifica che intersezione di σ-algebre è ancora una σ-algebra, perciò B risulta
essere una σ-algebra contenente F . Ma B è definita come l’intersezione di tutte le σ-algebra
contenenti F , quindi è la più piccola e la tesi è dimostrata.

Definizione 1.6 (Semianello). Una famiglia S ⊆ P(X) è detta semianello se valgono le seguenti
proprietà:

• ∅ ∈ S

• ∀A,B ∈ S : A ∩ B,A \ B ∈ tS dove tS =

{⊔
n∈N

Sn | (Sn)n∈N ⊆ S ∧ ∀i 6= j : Si ∩ Sj = ∅

}
cioè un semianello non deve essere stabile per intersezione e differenza, ma queste si devono
scrivere come unioni disgiunte.

Proposizione 1.7. Dato un semianello S l’insieme tS è stabile per intersezione finita e unione
numerabile.

Dimostrazione. Notiamo intanto che, per definizione, tS è stabile per unione disgiunta numera-
bile.

Per dimostrare la stabilità di tS per intersezione finita, basta ovviamente farlo per due
soli insiemi A,B ∈ tS. Per definizione possiamo scrivere A =

⊔
n∈NAn, B =

⊔
n∈NBn dove

(An)n∈N, (Bn)n∈N sono successioni in S. Allora vale

A ∩B =
⊔
n∈N

An ∩
⊔
n∈N

Bn =
⊔

n,m∈N

An ∩Bm ∈ tS ,

dove nell’ultimo passaggio è stata usata la stabilità di tS per unione disgiunta.
Per l’unione, consideriamo A,B ∈ S. Poiché vale A ∪B = (A \B) t (A ∩B) t (B \A), viste

le proprietà di un semianello, risulta A ∪ B ∈ tS. Da questo è facile ottenere che anche unioni
finite di elementi di S appartengono a tS.

Sfruttando quanto detto, fissata (An)n∈N ⊆ S, otteniamo⋃
n∈N

An =
⊔
n∈N

An \ ∪i<nAi =
⊔
n∈N

⋂
i<n

(An \ Ai) ∈ tS , (1.1)

dove nell’ultimo passaggio abbiamo applicato la stabilità di tS per unione disgiunta e intersezione
finita.

E infine dimostriamo la stabilità di tS per unioni numerabili. Sia (Sn)n∈N una successione in
tS. Per definizione devono esistere le successioni (Ani )i∈N ⊆ S tali che Sn =

⊔
i∈NA

n
i .

Allora applicando l’Equazione (1.1) ricaviamo⋃
n∈N

Sn =
⋃
i,n∈N

Ani ∈ tS

che è proprio la stabilità di tS per unioni numerabili.
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Definizione 1.8 (σ-additività). Una funzione µ : F → [0,+∞], dove F è una famiglia di insiemi,
si dice σ-additiva se per ogni sottofamiglia numerabile (Fn)n∈N ⊆ F a due a due disgiunta, tale
che l’unione appartiene a F , vale

µ

(⊔
n∈N

Fn

)
=
∑
n∈N

µ(Fn) .

Definizione 1.9 (Spazio di misura). Dati X un insieme, A una famiglia di sottoinsiemi di X e
µ : A → [0,+∞] una funzione, la terna (X,A , µ) si dice uno spazio di misura se:

• la famiglia A è una σ-algebra;

• la funzione µ è σ-additiva;

• µ(∅) = 0.

e in questo caso la funzione µ è detta misura e gli insiemi in A sono detti misurabili.

Nota 1.10. Se (X,A , µ) è uno spazio di misura e E ∈ A , allora ovviamente anche (E,AE, µ|AE)
è uno spazio di misura, dove AE = {A ∩ E : A ∈ A }. Cioè riducendosi ad un sottoinsieme
misurabile si mantengono le proprietà di spazio di misura.

Nota 1.11. Dato (X,A , µ) uno spazio di misura, µ è monotona, cioè se A,B ∈ A e A ⊆ B allora
µ(A) ≤ µ(B).

Dimostrazione. Per quanto detto nella Nota 1.4, B \ A ∈ A e perciò sfruttando l’additività su
insiemi disgiunti di µ otteniamo µ(B) = µ(B \ A) + µ(A) ≥ µ(A) che è la tesi.

Nota 1.12. Dato (X,A , µ) uno spazio di misura, la misura µ è σ-subadditiva, cioè dati (An)n∈N ⊆
A vale

µ

(⋃
n∈N

An

)
≤
∑
n∈N

µ(An) .

Dimostrazione. La dimostrazione risulta molto facile sfruttando la monotonia, mostrata nella
Nota 1.11, e la solita decomposizione dell’unione in un’unione disgiunta che permette di applicare
la σ-additività:

µ

(⋃
n∈N

An

)
= µ

(⊔
n∈N

(
An \

⋃
i<n

Ai

))
=
∑
n∈N

µ

(
An \

⋃
i<n

Ai

)
≤
∑
n∈N

µ(An) .

Definizione 1.13. In uno spazio di misura un insieme con misura nulla è detto trascurabile.
Più in generale si diranno trascurabili tutti gli insiemi, eventualmente non misurabili, che sono
sottoinsieme di un insieme di misura nulla.

Nota 1.14. Unione numerabile di insiemi trascurabili è a sua volta trascurabile.

Dimostrazione. È un’ovvia conseguenza della σ-subadditività della misura dimostrata nella No-
ta 1.12.

Definizione 1.15. Nel seguito i termini quasi ovunque e quasi sempre e quasi per ogni, implici-
tamente riferiti ad uno spazio di misura, definiranno proposizioni che valgono per ogni elemento
tranne al più per un sottoinsieme trascurabile di elementi.
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Definizione 1.16. Dato (X,A , µ) uno spazio di misura, la misura µ è detta finita se µ(X) < +∞.

Definizione 1.17. Dato (X,A , µ) uno spazio di misura, la misura µ è detta σ-finita se esiste
una famiglia numerabile (An)n∈N ⊆ A tale che l’unione sia X e inoltre µ(An) < +∞ per ogni
n ∈ N.

Definizione 1.18. Dato (X,A , µ) uno spazio di misura, la misura µ si dice completa se per ogni
A ∈ A tale che µ(A) = 0, ogni suo sottoinsieme è anch’esso appartenente ad A .

Nota 1.19. Le definizioni appena date (Definizioni 1.13 e da 1.15 a 1.18) si estendono anche agli
spazi, che definiremo tra poco, che sono muniti di misure elementari o di misure esterne. Inoltre
le qualità di finitezza, σ-finitezza e completezza si riferiranno, col medesimo significato, sia alla
misura che allo spazio.

Proposizione 1.20. Dato uno spazio di misura (X,A , µ), chiamiamo µ-completamento di A
l’insieme A ∗ formato dagli elementi di A uniti con il sottoinsieme di un trascurabile (che in base
alla definizione scelta per i trascurabili può essere a sua volta un trascurabile):

A ∗ = {A ∪N : A ∈ A , ∃B ∈ A : N ⊆ B, µ(B) = 0} .

Allora A ∗ è una σ-algebra e µ si estende in maniera canonica su A ∗ ad una misura completa.

Dimostrazione. Dimostriamo intanto che A ∗ è una σ-algebra. Dato A∗ ∈ A ∗, esistono per
definizione A ∈ A e N ⊆ B ∈ A dove µ(B) = 0, tali che A∗ = A ∪ N . Possiamo facilmente
imporre B ∩ A = ∅, visto che se cos̀ı non fosse potremmo ridefinire N,B facendone la differenza
con A. Assumiamo perciò A,B disgiunti. Chiamando M = B \N , vale facilmente

(A∗)c = (A ∪N)c = Ac ∩N c = Ac ∩ (Bc ∪M) = (Ac ∩Bc) ∪M ∈ A ∗ ,

dove l’ultima uguaglianza vale perché abbiamo supposto A e B disgiunti e l’ultima appartenenza
è invece vera poiché M è anch’esso sottoinsieme di un trascurabile. Quindi A ∗ è stabile per
passaggio al complementare.

Ora consideriamo (A∗n)n∈N una successione di insiemi, e scegliamo (An)n∈N, (Bn)n∈N, (Nn)n∈N
tali che valgano A∗n = An ∪Nn e Nn ⊆ Bn ∈ A con µ(Bn) = 0.

Allora otteniamo ⋃
n∈N

A∗n =
⋃
n∈N

An ∪
⋃
n∈N

Nn ;

⋃
n∈N

Nn ⊆
⋃
n∈N

Bn ∈ A ∧ µ

(⋃
n∈N

Bn

)
= 0 ,

dove l’ultima uguaglianza dipende dal fatto che la misura è σ-subadditiva per la Nota 1.12. Perciò
abbiamo dimostrato che A ∗ è stabile per unione numerabile.

Unendo i due risultati arriviamo a dire che A ∗ è una σ-algebra.
Definiamo ora µ̃ : A ∗ → [0,+∞] di modo che dato A∗ ∈ A ∗ valga µ̃(A∗) = µ(A) dove

A∗ = A ∪N con N sottoinsieme di un trascurabile ed A ∈ A .
Dimostriamo innanzitutto la coerenza della definizione di µ̃. Si deve dimostrare che per A,A′ ∈

A e N,N ′ sottoinsiemi di trascurabili tali che A∪N = A′∪N ′ vale µ(A) = µ(A′). Siano B,B′ ∈ A
i trascurabili a cui appartengono N,N ′, sia infine Q = B ∪B′ a sua volta trascurabile.
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Per facili ragionamenti di monotonia abbiamo

µ(A) ≤ µ(A ∪Q) ≤ µ(A) + µ(Q) = µ(A) =⇒ µ(A) = µ(A ∪Q) ;

µ(A′) ≤ µ(A′ ∪Q) ≤ µ(A′) + µ(Q) = µ(A′) =⇒ µ(A′) = µ(A′ ∪Q) ,

ma per costruzione vale A ∪Q = A′ ∪Q e perciò otteniamo proprio µ(A) = µ(A′) che mostra la
coerenza della definizione di µ̃.

La σ-additività è ovvia una volta che si è mostrata la coerenza. Presa (A∗n)n∈N ∈ A ∗ famiglia
disgiunta a due a due, sia (An)n∈N la parte non trascurabile della prima successione. Allora risulta,
per definizione di µ̃:

∑
n∈N

µ̃(A∗n) =
∑
n∈N

µ(An) = µ

(⋃
n∈N

An

)
= µ̃

(⋃
n∈N

A∗n

)
,

dove nell’ultimo passaggio abbiamo implicitamente applicato la Nota 1.14.
Resta da verificare che µ̃ sia completa, ma questo è ovvio visto che µ̃(A∗) = 0 se e solo se A∗

è il sottoinsieme di un trascurabile di A e la relazione di essere sottoinsieme di un trascurabile è
chiusa per estrazione di sottoinsiemi.

Proposizione 1.21. Dato (X,A , µ) uno spazio di misura e una successione (An)n∈N ⊆ A tale
che An ⊆ An+1, risultano commutare limite e misura:

µ

(⋃
n∈N

An

)
= lim

n→∞
µ(An) .

Dimostrazione. Sia Bn = An \
⋃
i<nAi. Applicando la Nota 1.4 si ottiene Bn ∈ A . Per facili

ragionamenti insiemistici risulta che la successione (Bn)n∈N è disgiunta a due a due ed inoltre
An =

⋃
i≤nBi. Sfruttando tutte queste proprietà e la σ-additività di µ, otteniamo

µ

(⋃
n∈N

An

)
= µ

(⋃
n∈N

Bn

)
=
∑
n∈N

µ(Bn) = lim
n→∞

∑
i≤n

µ(Bi) = lim
n→∞

µ

(⋃
i≤n

Bi

)
= lim

n→∞
µ(An)

che è proprio la tesi.

Corollario 1.22. Dato (X,A , µ) uno spazio di misura e una successione (An)n∈N ⊆ A tale che
An+1 ⊆ An con µ(An0) < +∞, risultano commutare limite e misura:

µ

(⋂
n∈N

An

)
= lim

n→∞
µ(An) .

Dimostrazione. Intanto possiamo assumere n0 = 0, tanto i primi elementi della successione
(An)n∈N non contano.

Poniamo Bn = A0 \ An. Allora vale ovviamente Bn ⊆ Bn+1 e perciò possiamo applicare la
Proposizione 1.21 ottenendo

µ

(
A0 \

⋂
n∈N

An

)
= µ

(⋃
n∈N

Bn

)
= lim

n→∞
µ(Bn) = lim

n→∞
µ(A0 \ An) . (1.2)
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Ma poiché µ(A0) < +∞, dalla σ-additività di µ, possiamo arrivare a

µ

(
A0 \

⋂
n∈N

An

)
= µ(A0)− µ

(⋂
n∈N

An

)
µ(A0 \ An) = µ(A0)− µ(An)

e applicando queste identità nell’Equazione (1.2) arriviamo alla tesi ricordando ancora che µ(A0) <
+∞.

Proposizione 1.23. Dato (X,A , µ) uno spazio di misura, se f : X → X è una funzione bigettiva
che manda misurabili in misurabili allora anche (X,A , µ ◦ f) è uno spazio di misura, vedendo f
come funzione tra insiemi.

Dimostrazione. Il fatto che f manda misurabili in misurabili assicura che la funzione µ ◦ f è ben
definita sugli elementi di A .

Per mostrare la tesi è più che sufficiente dimostrare che µ ◦ f è σ-additiva, quindi scegliamo
(An)n∈N ⊆ A una successione di misurabili disgiunti. Grazie al fatto che f è bigettiva anche
f(An) sono tutti disgiunti e perciò per la σ-additività di µ otteniamo

∑
n∈N

µ(f(An)) = µ

(⊔
n∈N

f(An)

)
= µ

(
f

(⊔
n∈N

An

))

che equivale proprio alla σ-additività di µ ◦ f e conclude la dimostrazione.

Definizione 1.24 (Misura esterna). Dato un insieme X e una funzione µ∗ : P(X) → [0,+∞] è
detta una misura esterna se valgono:

• µ∗(∅) = 0

• µ∗ è monotona, cioè dati A,B ⊆ X se vale A ⊆ B allora µ∗(A) ≤ µ∗(B)

• µ∗ è σ-subadditiva, cioè per ogni successione (An)n∈N ⊆ P(X) di sottoinsiemi di X vale
µ∗
(⋃

n∈NAn
)
≤
∑

n∈N µ
∗(An)

Definizione 1.25. Una terna (X,S, µ) tale che S ⊆ P(X) è un semianello e µ : S → [0,+∞]
è σ-additiva con µ(∅) = 0, la chiamiamo spazio di misura elementare e la funzione µ viene detta
misura elementare o premisura.

Lemma 1.26. Fissato (X,S, µ) uno spazio di misura elementare, siano (An)n∈N, (Bn)n∈N ⊆ S
delle famiglie tali che l’unione sia la stessa, ma i (Bn)n∈N siano disgiunti a due a due:

⋃
n∈NAn =⊔

n∈NBn. Allora risulta
∑

n∈N µ(An) ≥
∑

n∈N µ(Bn).

Dimostrazione. Sia A′n = An \
⋃
i<nAi. La successione (A′n)n∈N è disgiunta a due a due e ogni

singolo elemento appartiene a tS visto che vale A′n =
⋂
i<nAn \Ai e tS è chiuso per intersezione

finita, come mostrato nella Proposizione 1.7. Infine è chiaro che l’unione della nuova famiglia
è uguale a quella di (An)n∈N. È importante notare che An \ A′n = An ∩

⋃
i<nAi ∈ tS dove

l’ultima appartenenza è vera per la stabilità di tS per unioni e intersezioni finite. Allora esistono
(En

i )i∈N ⊆ S tali che in unione disgiunta realizzano An \ A′n.
Siano quindi Cij = A′i ∩ Bj. Ovviamente la successione (Cij)i,j∈N è disgiunta a due a due

(perché lo sono sia (A′n)n∈N che (Bn)n∈N) ed è un sottoinsieme di tS poiché ogni Cij è intersezione
di elementi in tS. Quindi esiste la famiglia (F ij

n )n∈N ⊆ S la cui unione disgiunta realizza Cij.
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Ora per costruzione e per le osservazioni fatte valgono le identità

An = A′n t
⊔
i∈N

En
i =

⊔
i∈N

Cni t
⊔
i∈N

En
i =

⊔
i,j∈N

F ni
j t

⊔
i∈N

En
i

⇓

µ(An) =
∑
i,j∈N

µ(F ni
j ) +

∑
i∈N

µ(En
i ) ;

Bn =
⊔
i∈N

Cin =
⊔
i,j∈N

F in
j =⇒ µ(Bn) =

∑
i,j∈N

µ(F in
j ) ,

quindi sommando su n ∈ N arriviamo alle disuguaglianze∑
n∈N

µ(An) ≥
∑
n∈N

∑
i,j∈N

µ(F ni
j ) =

∑
i,n,j∈N

µ(F ni
j ) ;∑

n∈N

µ(Bn) =
∑
n∈N

∑
i,j∈N

µ(F in
j ) =

∑
i,n,j∈N

µ(F in
j ) ,

ma visto che l’ordine degli indici non conta, questi risultati implicano banalmente la tesi.

Lemma 1.27. Dato (X,S, µ) uno spazio di misura elementare, siano A, (An)n∈N ⊆ S tali che
A ⊆

⋃
n∈NAn. Allora vale µ(A) ≤

∑
n∈N µ(An).

Dimostrazione. Visto che A ⊆
⋃
n∈NAn vale la scrittura insiemistica⋃

n∈N

An = A t
⋃
n∈N

An \ A . (1.3)

Poiché S è un semianello An \ A ∈ tS, e visto che tS è chiuso per unione numerabile, come
mostrato nella Proposizione 1.7, esiste una famiglia (Bn)n∈N ⊆ S disgiunta tale che

⋃
n∈NAn\A =⊔

n∈NBn. Allora sostituendo nell’Equazione (1.3) si ricava⋃
n∈N

An = A t
⊔
n∈N

Bn ,

quindi si ricade nelle ipotesi del Lemma 1.26 ottenendo∑
n∈N

µ(An) ≥ µ(A) +
∑
n∈N

µ(Bn) ≥ µ(A)

che è proprio quanto si voleva dimostrare.
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2 Estendere una premisura ad una misura

L’obiettivo ora è riuscire ad estendere una premisura definita su un semianello ad una misura su
una σ-algebra. Per fare questo il percorso sarà prima quello di estendere la premisura ad una
misura esterna, per poi ridurre questa ad una misura canonica.

Teorema 2.1. Data µ : P(X)→ [0,+∞] una misura esterna, sia A ⊆ P(X) l’insieme

A = {E ∈ P(X) : µ(A) = µ(A ∩ E) + µ(A \ E) ∀A ∈ P(X)} .

L’insieme A è una σ-algebra, detta σ-algebra di Carathéodory, e µ ridotta su A è una misura
completa.

Dimostrazione. La dimostrazione procede in tre passi: prima mostriamo che A è un’algebra di
insiemi, poi che è una σ-algebra e infine che µ è σ-additiva e completa ridotta su A .

Il fatto che A sia stabile per complementare è ovvio per la definizione (che è simmetrica tra
E ed Ec).

Fissati A ∈ P(X) generico ed E,F ∈ A , applicando la sola definizione di A ed alcuni passaggi
insiemistici si ricava

µ(A)
F∈A
= µ(A ∩ F ) + µ(A \ F )

E∈A
= µ(A ∩ F ) + µ ((A \ F ) ∩ E) + µ ((A \ F ) \ E)

= µ ((A ∩ (E ∪ F )) ∩ F ) + µ ((A ∩ (E ∪ F )) \ F ) + µ (A \ (E ∪ F ))

F∈A
= µ(A ∩ (E ∪ F )) + µ (A \ (E ∪ F ))

e, visto che questo vale per ogni scelta di A ∈ P(X), abbiamo dimostrato che A è stabile per
unione.

Unendo quanto detto si ha facilmente che A è un’algebra di insiemi.
Ora sia (En)n∈N ⊆ A una famiglia numerabile di insiemi ed A ∈ P(X) un generico sottoinsieme

di X.
Per la σ-subadditività di µ vale

µ(A) ≤ µ

(
A ∩

⋃
n∈N

En

)
+ µ

(
A \

⋃
n∈N

En

)
. (2.1)

Si vuole dimostrare che il ≤ è in realtà un’uguaglianza. Se µ(A) = +∞ questo è ovvio, quindi
tratteremo il caso in cui µ(A) < +∞. Chiamiamo Fn = En \

⋃
i<nEi, ottenendo in maniera

ovvia che gli (Fn)n∈N sono a due a due disgiunti e che appartengono ad A poiché quest’ultima è
un’algebra.

Per induzione è facile verificare, sfruttando unicamente il fatto che Fn ∈ A e µ(A) < +∞,
che

µ

(
A \

⊔
n≤m

Fn

)
= µ(A)−

∑
n≤m

µ(A ∩ Fn) (2.2)

e incidentalmente da questa formula si ha che la serie
∑

n∈N µ(A ∩ Fn) converge, visto che è a
termini positivi e limitata (da µ(A)).

Per la σ-subadditività di µ vale

µ

(
A ∩

⋃
n∈N

En

)
= µ

(⊔
n∈N

A ∩ Fn

)
≤
∑
n∈N

µ(A ∩ Fn) , (2.3)
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mentre, grazie alla monotonia e all’Equazione (2.2), otteniamo

µ

(
A \

⋃
n∈N

En

)
= µ

(
A \

⊔
n∈N

Fn

)
≤ µ

(
A \

⊔
n≤m

Fn

)
= µ(A)−

∑
n≤m

µ(A ∩ Fn) . (2.4)

Ora unendo le Equazioni (2.3) e (2.4) giungiamo ad avere, per ogni m ∈ N,

µ

(
A ∩

⋃
n∈N

En

)
+ µ

(
A \

⋃
n∈N

En

)
≤ µ(A) +

∑
m≤n

µ(A ∩ Fn) ,

ma per la convergenza di
∑

n∈N µ(A ∩ Fn), estraendo l’estremo inferiore per m ∈ N da entrambe
le parti finalmente arriviamo a

µ

(
A ∩

⋃
n∈N

En

)
+ µ

(
A \

⋃
n∈N

En

)
≤ µ(A)

che, unita all’Equazione (2.1), ci assicura che vale l’identità tra i membri e, visto che ciò vale
indipendentemente dalla scelta di A ∈ P(X), risulta

⋃
n∈NEn ∈ A che equivale ad affermare che

A è una σ-algebra.
Dimostrare che µ è σ-additiva su A è ora molto facile. Consideriamo (En)n∈N ⊆ A una

famiglia numerabile di insiemi disgiunti. Per facile induzione si ha che

µ

(⊔
n≤m

En

)
=
∑
n≤m

µ(En)

ed applicando quest’ultima e la monotonia di µ otteniamo∑
n≤m

µ(En) = µ

(⊔
n≤m

En

)
≤ µ

(⊔
n∈N

En

)
≤
∑
n∈N

µ(En) .

Se in quest’ultima disuguaglianza lasciamo andare m all’infinito, per la definizione delle serie a
termini positivi, ne ricaviamo che tutte le disuguaglianze diventano identità visto che il membro
più a sinistra tende al membro più a destra, ma allora questo dimostra che µ è σ-additiva su A .

Infine per dimostrare la completezza di µ|A basta mostrare che dato N ∈ P(X) trascurabile,
vale N ∈ A (questo è sufficiente a mostrare la completezza, visto che per monotonia i sottinsiemi
di un trascurabile sono a loro volta trascurabili).

Fissato un generico A ∈ P(X), grazie alla monotonia di µ, risulta

µ(A ∩N) + µ(A \N) ≤ µ(N) + µ(A) = µ(A) ,

che, unita alla σ-subadditività di µ, ci assicura

µ(A) = µ(A ∩N) + µ(A \N)

e questa è proprio la condizione di appartenenza ad A .

Proposizione 2.2. Dato (X,S, µ) uno spazio di misura elementare si consideri la funzione che
associa ad ogni sottoinsieme l’estremo inferiore delle misure dei ricoprimenti, cioè µ∗ : P(X)→
[0,+∞] definita come

µ∗(A) = inf

{∑
n∈N

µ(An) | (An)n∈N ⊆ S ∧ A ⊆
⋃
n∈N

An

}
.

Allora µ∗ è una misura esterna che estende µ (cioè µ∗|S = µ) ed inoltre S è contenuto nella
relativa σ-algebra di Carathéodory (come definita nel Teorema 2.1).

11
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Dimostrazione. Per affermare che µ∗ è una misura esterna sono sufficienti le seguenti verifiche.
Ovviamente, poiché µ(∅) = 0, vale µ∗(∅) = 0. Inoltre, ancora facilmente, µ∗ è monotona, visto che
se A ⊆ B un ricoprimento di B ricopre anche A. E infine è anche σ-subadditiva visto che l’unione
di ricoprimenti (che risulta ancora un ricoprimento numerabile) è un ricoprimento dell’unione.

Dato S ∈ S vale ovviamente µ∗(S) ≤ µ(S), poiché S si ricopre da solo. Per dimostrare la disu-
guaglianza opposta, ottenendo cos̀ı che µ∗ estende µ, consideriamo (Sn)n∈N ∈ S un ricoprimento
di S. Per il Lemma 1.27 vale

µ(S) ≤
∑
n∈N

µ(Sn)

e da questa, passando all’estremo inferiore sui ricoprimenti, otteniamo la disuguaglianza cercata.
Perciò resta da dimostrare che se E ∈ S, allora, per ogni A ∈ P(X), risulta

µ∗(A) ≥ µ∗(A ∩ E) + µ∗(A \ E) . (2.5)

Questo è sufficiente ad avere che S è contenuto nella σ-algebra di Carathéodory, poiché l’altra
disuguaglianza è assicurata dalla σ-subadditività.

Dato (An)n∈N ⊆ S un ricoprimento di A, chiamiamo Bn = An∩E e Cn = An \E. Ovviamente
(Bn)n∈N, (Cn)n∈N ricoprono rispettivamente A ∩ E,A \ E. Poiché S è un semianello riusciamo
però a trovare (B′ni )i∈N, (C

′n
i )i∈N ⊆ S tali che Bn =

⊔
i∈NB

′n
i e analogo risultato per Cn. Quindi

(B′ni )n,i∈N, (C
′n
i )n,i∈N risultano ricoprimenti con elementi di S di A ∩ E,A \ E rispettivamente.

Ora, sfruttando la σ-additività di µ e la σ-subadditività di µ∗ concludiamo

∑
n∈N

µ(An) =
∑
n∈N

µ

(⊔
i∈N

B′ni t
⊔
i∈N

C ′ni

)
=
∑
n∈N

∑
i∈N

µ(B′ni ) +
∑
n∈N

∑
i∈N

µ(C ′ni )

≥
∑
n∈N

µ∗(Bn) +
∑
n∈N

µ∗(Cn) ≥ µ∗(A ∩ E) + µ∗(A \ E)

e questo implica facilmente l’Equazione (2.5) estraendo l’estremo inferiore a entrambi i membri
sui ricoprimenti di A.

Nota 2.3. Sia (X,S, µ) uno spazio di premisura e µ∗ : P(X)→ [0,+∞] la misura esterna associata
a µ (come definita nell’enunciato della Proposizione 2.2), allora una qualsiasi misura µ′ : A →
[0,+∞], dove A ⊇ S è una σ-algebra, che estenda µ è minore della misura esterna, cioè µ′(A) ≤
µ∗(A) per ogni A ∈ A .

Dimostrazione. Fissiamo A ∈ A e chiamiamo (Sn)n∈N ∈ S un suo ricoprimento numerabile.
Essendo una misura, µ′ è σ-subadditiva e monotona per le Note 1.11 e 1.12, e di conseguenza

vale ∑
n∈N

µ(Sn) =
∑
n∈N

µ′(Sn) ≥ µ′

(⋃
n∈N

Sn

)
≥ µ′(A) ,

che, passando all’estremo inferiore sui ricoprimenti di A, dimostra µ∗(A) ≥ µ′(A) che è la tesi,
visto che la dimostrazione vale per ogni A ∈ A .

Teorema 2.4 (Estensione di Carathéodory). Dato (X,S, µ) uno spazio di misura elementare
esiste una σ-algebra A e una funzione µ′ : A → [0,+∞] tali che S ⊆ A , µ′ estende la premisura
µ e (X,A , µ′) è uno spazio di misura completo.
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Dimostrazione. Consideriamo la misura esterna µ∗ : P(X)→ [0,+∞] definita nell’enunciato della
Proposizione 2.2. Sempre la Proposizione 2.2 ci assicura che questa è un’estensione di µ.

Possiamo ora ridurre µ∗ grazie al Teorema 2.1 ad una misura completa µ′ : A → [0,+∞] dove
A è la σ-algebra di Carathéodory.

Ma come dimostrato nella Proposizione 2.2 S ⊆ A e inoltre vale µ′|S = µ∗|S = µ, perciò lo
spazio (X,A , µ′) rispetta tutte le richieste dell’enunciato.

Teorema 2.5. Dato (X,S, µ) uno spazio di misura elementare, sia µ∗ la misura esterna associata
a µ (come definita nell’enunciato della Proposizione 2.2) e A la σ-algebra di Carathéodory (la cui
esistenza ci è assicurata dal Teorema 2.4 (Estensione di Carathéodory)) con la relativa estensione
della misura µ′ : A → [0,+∞].

Sia A ⊆ X tale che sia σ-finito rispetto alla premisura, cioè sia contenuto in un’unione
numerabile di elementi di S con misura finita.

Allora le seguenti affermazioni su A sono equivalenti:

(1) A ∈ A cioè l’insieme è un misurabile (secondo Carathéodory).

(2) Fissato ε > 0 esiste S ∈ tS che contiene A e tale che µ∗(S \ A) < ε.

(3) Esiste B ∈ σA(S) che contiene A e tale che µ∗(B \ A) = 0.

(4) Esiste B ∈ σA(S) che è contenuto in A e tale che µ∗(A \B) = 0.

Dimostrazione. Per l’ipotesi di σ-finitezza esiste (Xn)n∈N ⊆ S una successione disgiunta (posso
sceglierla disgiunta poiché tS è chiuso per unioni numerabili come mostrato nella Proposizio-
ne 1.7) tale che A ⊆

⋃
n∈NXn e µ(Xn) < +∞. Chiamiamo inoltre X ′ =

⋃
n∈NXn.

Dimostriamo innanzitutto la catena di implicazioni (1) =⇒ (2) =⇒ (3) =⇒ (1).

(1) =⇒ (2) Definiamo An = A ∩Xn. Gli An sono misurabili, perché intersezioni di misurabili,
e hanno misura finita dato che la misura è monotona.

Sia ε > 0 fissato.

Dato n ∈ N risulta µ′(An) = µ∗(An), ma per la definizione di µ∗ questo implica che esiste
Sn ∈ tS tale che An ⊆ Sn e tale che valga

µ∗(An) ≤ µ∗(Sn) ≤ µ∗(An) +
ε

2n
=⇒ 0 ≤ µ∗(Sn)− µ∗(An) ≤ ε

2n
,

dove nell’implicazione abbiamo sfruttato µ∗(An) = µ′(An) < +∞. Infine dal fatto che
Sn, An sono misurabili, per l’additività della misura, ricaviamo

0 ≤ µ′(Sn \ An) ≤ ε

2n
=⇒ µ∗(Sn \ An) ≤ ε

2n
. (2.6)

Ora consideriamo S =
⋃
n∈N Sn, che appartiene ancora a tS poiché questo è chiuso per unio-

ne numerabile come dimostrato nella Proposizione 1.7. Si ha A ⊆ S e per la subadditività
della misura esterna µ∗, sfruttando l’Equazione (2.6), si ottiene

µ∗(S \ A) = µ∗

(⋃
n∈N

Sn \ An

)
≤
∑
n∈N

µ∗(Sn \ An) ≤
∑
n∈N

ε

2n
≤ ε

e questo conclude visto che S soddisfa tutte le richieste dell’enunciato.
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(2) =⇒ (3) L’ipotesi ci assicura l’esistenza di (Sn)n∈N ⊆ tS tali che A ⊆ Sn e µ∗(Sn \ A) < 1
n
.

Definiamo B = ∩n∈NSn, che appartiene a σA(S) poiché generato a partire da S con sole
unioni e intersezioni numerabili. Ovviamente vale A ⊆ B.

Infine risulta vera

∀n ∈ N : B ⊆ Sn =⇒ B \ A ⊆ Sn \ A =⇒ µ∗(B \ A) ≤ µ∗(Sn \ A) ≤ 1

n

e perciò µ∗(B \ A) = 0 e questo dimostra l’implicazione cercata.

(3) =⇒ (1) Per ipotesi esiste B ∈ σA(S) che contiene A e tale che µ∗(B \ A) = 0.

Poiché A è una σ-algebra contenente S e B ∈ σA(S), deve essere B ∈ A . Inoltre µ′ :
A → [0,+∞] è una misura completa, come visto nel Teorema 2.1, e inoltre i trascurabili
secondo µ∗ risultano essere proprio i trascurabili secondo µ′ (come visto nella dimostrazione
del Teorema 2.1) quindi anche B\A ∈ A in quanto è un trascurabile e la misura è completa.

Di conseguenza, visto che A è una σ-algebra, otteniamo che A = B \ (B \ A) è misurabile
in quanto differenza di misurabili. Perciò A ∈ A dimostrando l’implicazione.

Ora dimostriamo (1) =⇒ (4) sfruttando un passaggio al complementare ristretto.
Se A è misurabile allora anche X ′ \ A è misurabile ed è anch’esso σ-finito per µ. Quindi

sfruttando l’implicazione (1) =⇒ (3) otteniamo che esiste C ∈ σA(S) tale che contiene X ′ \A e
tale che µ∗(C \ (X ′ \ A)) = 0.

Chiamiamo B l’insieme X ′ \ C. L’insieme appena definito è contenuto in A ed appartiene a
σA(S). Inoltre vale

A \B ⊆ C \ (X ′ \ A) =⇒ µ∗(A \B) ≤ µ∗ (C \ (X ′ \ A)) ≤ ε

e questo termina la dimostrazione visto che B rispetta tutte le richieste.
Infine per l’implicazione (4) =⇒ (1) si procede in maniera completamente analoga alla

dimostrazione dell’implicazione (3) =⇒ (1).

Corollario 2.6. Il Teorema 2.5 vale anche senza l’ipotesi che A sia σ-finito rispetto alla premi-
sura, ammesso che lo spazio X lo sia.

Dimostrazione. La dimostrazione è ovvia, visto che se X è σ-finito, lo è di conseguenza qualsiasi
suo sottoinsieme.

Proposizione 2.7. Dato (X,S, µ) uno spazio di misura elementare σ-finito, i relativi misurabili
secondo Carathéodory coincidono con il completamento (rispetto alla misura che ci è assicurata
dal Teorema 2.4 (Estensione di Carathéodory)) della σ-algebra generata da S.

Dimostrazione. Sia A la σ-algebra di Carathéodory associata a (X,S, µ).
Il Teorema 2.4 (Estensione di Carathéodory) ci assicura che A contiene la σ-algebra generata

da S ed è completa, quindi A contiene il completamento di σA(S).
Inoltre dato A ∈ A misurabile, lo possiamo scrivere, applicando il Corollario 2.6, come diffe-

renza tra un elemento di σA(S) e un trascurabile, ma allora A appartiene al completamento di
σA(S).

Visto che abbiamo ottenuto entrambi i contenimenti, risulta come richiesto che i misurabili
coincidono con il completamento della σ-algebra generata da S.
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Corollario 2.8. Dato un insieme K chiamiamo limite monotono di K, indicandolo con K̂,
l’insieme{⊔

n∈N

Kn : (Kn)n∈N ⊆ K ∧Kn disgiunti

}
∪

{⋂
n∈N

Kn : (Kn)n∈N ⊆ K ∧ Kn+1 ⊆ Kn

}
.

Nelle stesse ipotesi del Teorema 2.5, dato A un misurabile σ-finito, esiste B ∈ ˆ̂S che contiene
A e tale che µ(B \ A) = 0.

Dimostrazione. Poiché siamo nelle stesse ipotesi del Teorema 2.5 ed A è misurabile, di certo
valgono le varie implicazioni, quindi assumiamone implicitamente la validità.

Notiamo che nella dimostrazione di (2) =⇒ (3) del Teorema 2.5 scriviamo B, che è per
l’appunto un insieme che contiene A e tale che µ(B \ A) = 0, come intersezione numerabile di
(Sn)n∈N ⊆ tS. Avremmo finito se quest’intersezione fosse monotona, visto che tS ⊆ Ŝ. Ma
questo è facile da ottenere, sfruttando l’identità⋂

n∈N

Sn =
⋂
n∈N

⋂
i≤n

Sn ,

dove gli elementi che intersechiamo rispetto ad n appartengono ancora a tS poiché questo è chiuso
per intersezione finita (come mostrato nella Proposizione 1.7).

Corollario 2.9. Dato (X,A , µ) uno spazio di misura, se T ⊆ A è un sottoinsieme dei misurabili
sia T F = {A ∈ T : µ(A) < +∞} il sottoinsieme degli insiemi con misura finita.

Esattamente nelle stesse ipotesi del Corollario 2.8, dato A misurabile finito, esiste B ∈
̂̂
SF

F

che contiene A e tale che µ(B \ A) = 0.

Dimostrazione. La dimostrazione è ovvia notando che, se A è finito, gli insiemi (Sn)n∈N che uso
nella dimostrazione del Corollario 2.8 possono essere scelti anch’essi finiti (essendo insiemi che
approssimano da fuori A a meno di un insiemi di misura piccola).

Nota 2.10. Nell’enunciato del Teorema 2.5 sembra mancare simmetria tra le equivalenze: man-
ca la possibilità di approssimare dall’interno con elementi di tS. Infatti è falso che si possa
approssimare dall’interno con elementi di tS.

Dimostrazione. Il controesempio più naturale si troverà studiando la misura di Lebesgue su R.
In questo ambiente basta considerare R\Q per trovare un insieme con misura infinita, ma che, se
approssimato dall’interno con unioni numerabili di intervalli, appare avere misura nulla. Questo è
dovuto al fatto che l’insieme proposto, pur avendo misura non nulla, è a parte interna vuota.

Proposizione 2.11. Dato (X,S, µ) uno spazio di misura elementare σ-finito, esiste un’unica
estensione della premisura ad una misura su σA(S).

Dimostrazione. L’esistenza di una possibile estensione ci è assicurata dal Teorema 2.4 (Estensione
di Carathéodory).

Per dimostrare l’unicità consideriamo due misure µ′, µ′′ : σA(S) → [0,+∞] che estendono la
premisura µ alla σ-algebra generata. Fissiamo inoltre A ∈ σA(S) e dimostriamo che µ′(A) =
µ′′(A).

Se µ′(A) = +∞ = µ′′(A) la tesi è già dimostrata, quindi assumiamo, senza perdità di
generalità, µ′′(A) < +∞.
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Fissato ε > 0, grazie al Corollario 2.6 ricaviamo che esiste S ∈ tS che contiene A tale che
µ∗(S \A) < ε (questo perché di certo A appartiene ai misurabili secondo Carathéodory, visto che
appartiene alla σ-algebra generata da S).

Ora, sfruttando la Nota 2.3, ricaviamo anche µ∗(S \A) ≥ µ′(S \A) e un risultato analogo per
µ′′. Quindi risultano valere µ′(S \ A) < ε, µ′′(S \ A) < ε.

Unendo i risultati ottenuti, ricordando che µ′, µ′′ sono estensioni di µ e che µ′′(A) < +∞,
abbiamo

µ′(A) + µ′(S \ A) = µ′(S) = µ(S) = µ′′(S) = µ′′(A) + µ′′(S \ A)

⇓
|µ′(A)− µ′′(A)| = |µ′′(S \ A)− µ′(S \ A)| < 2ε

e, visto che questo deve valere per ogni ε > 0, otteniamo µ′(A) = µ′′(A) che è quanto si voleva.
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3 Misura di Lebesgue

Ora applicheremo i risultati astratti ottenuti nelle due precedenti sezioni al caso più tangibile
della retta reale e dello spazio vettoriale Rn.

Definiremo la misura di Lebesgue e, oltre a chiarire come mai questa sia la misura più naturale
su Rn, studieremo i misurabili secondo Lebesgue mostrando sia che non coincidono con la σ-algebra
dei Boreliani (cioè la σ-algebra generata dagli aperti) sia che non coincidono con le parti di Rn.

Nella prima parte di questa sezione, quella riguardante degli aspetti fondamentalmente combi-
natorici degli n-cubi di Rn lasceremo due dimostrazioni al lettore. Queste vengono omesse in quan-
to, oltre ad essere molto pesanti notazionalmente e molto facili intuitivamente, non aggiungono
nulla alla comprensione che si mira ad avere della misura di Lebesgue.

Definizione 3.1. Indicheremo con Sn ⊆ P(Rn) l’insieme dei parallelepipedi n-dimensionali
semiaperti a destra1:

Sn = {[ a1, b1 )× · · · × [ an, bn ) : (ai)1≤i≤n, (bi)1≤i≤n ⊆ R} .

Inoltre, dato S = [ a1, b1 )× · · · × [ an, bn ), definiamo S−i = ai e S+
i = bi.

Proposizione 3.2. Dati A,B ∈ Sn esiste una famiglia finita (Si)i∈I ⊆ Sn di insiemi disgiunti la
cui unione disgiunta dà A ∪B e tale che per ogni i ∈ I vale una, ed una sola, delle seguenti:

Si ⊆A \B ,

Si ⊆B \ A ,

Si ⊆A ∩B .

Dimostrazione. Lasciata al lettore.

Lemma 3.3. La famiglia Sn è un semianello.

Dimostrazione. Ovviamente ∅ ∈ Sn. Inoltre dati A,B ∈ Sn si ricava facilmente che

A ∩B =
[

max(A−1 , B
−
1 ), min(A+

1 , B
+
1 )
)
× · · · ×

[
max(A−n , B

−
n ), min(A+

n , B
+
n )
)
∈ Sn .

Mentre per la differenza A \B applichiamo la Proposizione 3.2 sugli insiemi A,B per ottenere
la famiglia (Si)i∈I ⊆ Sn come descritta dall’enunciato. Ora basta considerare la famiglia

F = {Si : i ∈ I ∧ Si ⊆ A \B}

e notare che, viste le proprietà che ha la famiglia degli (Si)i∈I , l’unione disgiunta degli elementi
della famiglia F è proprio A \B.

Ma visto che sia intersezione che differenza si scrivono come unione disgiunta di elementi di
Sn abbiamo dimostrato che Sn è un semianello.

Definizione 3.4. Indicheremo con mn : Sn → [0,+∞] la funzione che associa ad ogni parallele-
pipedo il suo volume n-dimensionale:

mn(S) =
n∏
i=1

max(0, S+
i − S−i ) .

1Se a ≥ b con la scrittura [ a, b ) si intenderà l’insieme vuoto.
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Nota 3.5. La funzione di insiemi mn è invariante per traslazione, cioè risulta che per ogni S ∈ Sn
e v ∈ Rn vale2

mn(S) = mn(S + v)

ed è anche n-omogenea, cioè per ogni λ > 0 e S ∈ Sn vale3

mn(λS) = λnmn(S) .

Dimostrazione. Entrambe le proprietà sono di facile verifica:

mn(S + v) = mn

([
S−1 + v1, S

+
1 + v1

)
× · · · ×

[
S−n + vn, S

+
n + vn

))
=

n∏
i=1

(
(S+

i + vi)− (S−i + vi)
)

=
n∏
i=1

(
S+
i − S−i

)
= mn(S) ,

mn(λS) = mn

([
λS−1 , λS

+
1

)
× · · · ×

[
λS−n , λS

+
n

))
=

n∏
i=1

(
λS+

i − λS−i
)

= λn
n∏
i=1

(
S+
i − S−i

)
= λnmn(S) .

Lemma 3.6. Dati (Si)1≤i≤k ⊆ Sn e S ∈ Sn, valgono le seguenti disuguaglianze:

• Se gli Si sono disgiunti e
⊔k
i=1 Si ⊆ S, allora risulta

k∑
i=1

mn(Si) ≤ mn(S) .

• Se vale il contenimento S ⊆
⋃k
i=1 Si, allora risulta

k∑
i=1

mn(Si) ≥ mn(S) .

Dimostrazione. Lasciata al lettore.

Definizione 3.7. Fissato λ > 0 definiamo Fλ : Sn → Sn come l’operatore che associa ad S ∈ Sn
l’insieme nullo se S = ∅ e altrimenti

Fλ(S) =
[
S−1 − ε, S+

1

)
× · · · ×

[
S−n − ε, S+

n

)
,

dove ε > 0 è definito come

ε = min

(
1,

λ

2n ·mn(S)

)
· min

1≤i≤n
{S+

i − S−i } .

Nota 3.8. Segue banalmente dalla definizione che S ∈ Sn è un sottoinsieme della parte interna di
Fλ(S) per ogni λ > 0.

2Definiamo lo shift di un insieme come A+ k = {a+ k : a ∈ A}.
3Definiamo la moltiplicazione per scalare come λS = {λs : s ∈ S}.
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Proposizione 3.9. Fissati λ > 0 e S ∈ Sn vale la stima

mn(S) ≤ mn(Fλ(S)) ≤ mn(S) + λ .

Dimostrazione. La prima disuguaglianza è ovvia.
La seconda è ovvia se S è vuoto, quindi assumiamo S 6= ∅.
Ponendo ε come nella Definizione 3.7, otteniamo

mn(Fλ(S))

mn(S)
=

n∏
i=1

S+
i − S−i + ε

S+
i − S−i

=
n∏
i=1

(
1 +

ε

S+
i − S−i

)
≤

n∏
i=1

(
1 + min

(
1,

λ

2n ·mn(S)

))
≤ 1 + 2n

λ

2n ·mn(S)
= 1 +

λ

mn(S)
,

che implica la tesi moltiplicando ambo i membri per mn(S).

Teorema 3.10. La terna (Rn,Sn,mn) è uno spazio di misura elementare.

Dimostrazione. Per quanto mostrato nel Lemma 3.3 la famiglia Sn è un semianello.
Resta da dimostrare solo che mn è σ-additiva su Sn. Perciò fissiamo (Si)i∈N ⊆ Sn disgiunti

tali che la loro unione disgiunta dà S ∈ Sn.
Applicando il Lemma 3.6 abbiamo facilmente

∀k ∈ N : tki=1Si ⊆ S =⇒ ∀k ∈ N :
k∑
i=1

mn(Si) ≤ mn(S) =⇒
∑
i∈N

mn(Si) ≤ mn(S) .

Per ottenere la disuguaglianza opposta, concludendo quindi la dimostrazione, sfrutteremo la
compattezza dei chiusi e limitati di Rn, in particolare la possibilità di estrarre ricoprimenti finiti
di aperti a partire da ricoprimenti numerabili.

Fissiamo ε > 0 arbitrario.
In modo del tutto analogo a come abbiamo definito Fλ

4, costruiamo S ′ ∈ Sn tale che la sua
chiusura sia contenuta in S e valga la disuguaglianza mn(S ′) ≥ mn(S)− ε.

Grazie alla Nota 3.8 abbiamo che la successione composta dalle parti interne degli elementi

della successione
(
F ε

2i
(Si)

)
i∈N

è un ricoprimento aperto di S e quindi, per quanto detto, della

chiusura di S ′. Perciò, per la compattezza della chiusura di S ′, esiste un insieme finito di indici

I ⊆ N tale che
(
F ε

2i
(Si)

)
i∈I

è un ricoprimento finito di S ′.

Sfruttando ancora il Lemma 3.6 e applicando la Proposizione 3.9 otteniamo∑
i∈N

mn(Si) ≥
∑
i∈I

mn(Si) ≥
∑
i∈I

(
mn

(
F ε

2i
(Si)

)
− ε

2i

)
≥ −ε+

∑
i∈I

mn

(
F ε

2i
(Si)

)
≥ mn(S ′)− ε ≥ mn(S)− 2ε

e visto che questa vale per ogni ε > 0 ne ricaviamo∑
i∈N

mn(Si) ≥ mn(S) ,

che conclude la dimostrazione della σ-additività di mn.

4Tutto è uguale, solo che gli intervalli vanno rimpiccioliti dalla parte aperta.
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Proposizione 3.11. Lo spazio di misura elementare (Rn,Sn,mn) è σ-finito.

Dimostrazione. Sfruttando che Zn è numerabile, mostriamo esplicitamente la σ-finitezza:

Rn =
⊔

i1,i2,...,in∈Zn
[ i1, i1 + 1 )× · · · × [ in, in + 1 ) .

Proposizione 3.12. Ogni aperto di Rn si scrive come unione numerabile disgiunta di elementi
di Sn.

Dimostrazione. Dato un aperto A, consideriamo tutti gli n-cubi con centro razionale e lato razio-
nale contenuti in A. È facile vedere che l’unione di questi, che è ovviamente numerabile visto che
Qn+1 lo è, è tutto l’aperto.

Per ottenere che si può scrivere A come unione disgiunta è sufficiente applicare la Proposizio-
ne 1.7 ricordando che Sn è un semianello come dimostrato nel Lemma 3.3.

Definizione 3.13. I Boreliani di Rn sono la σ-algebra generata dai sottoinsiemi aperti di Rn.

Proposizione 3.14. La σ-algebra generata da Sn coincide con i Boreliani di Rn.

Dimostrazione. Per quanto mostrato nella Proposizione 3.12 di certo la σ-algebra generata da Sn
contiene gli aperti di Rn. Ma allora la σ-algebra generata dagli aperti e quella generata da Sn
coincidono e si ottiene la tesi.

Ora che abbiamo ottenuto una premisura su Rn, applicheremo il teorema di Carathéodory
per ricavarne quindi una misura su Rn. Continueremo dimostrando le proprietà dei misurabili
in questa nuova misura per poi caratterizzarla come l’unica misura che coincida con la nozione
intuitiva di volume, cioè sia invariante per traslazione e sia normalizzata sul cubo unitario.

Definizione 3.15. Dato lo spazio (Rn,Sn,mn), che si è mostrato essere di misura elementare nel
Teorema 3.10, sia Mn, che verrà chiamato l’insieme dei misurabili secondo Lebesgue, la relativa
σ-algebra di Carathéodory e mn : Mn → [0,+∞] 5, che verrà chiamata misura di Lebesgue, la
misura associata, la cui esistenza ci è assicurata dal Teorema 2.4 (Estensione di Carathéodory).
Inoltre indicheremo con m∗n : P(Rn) → [0,+∞] la misura esterna associata a mn, che quindi
ridotta su Mn coincide con la misura di Lebesgue.

Nota 3.16. La misura di Lebesgue su Rn è completa.

Dimostrazione. È un’ovvia conseguenza del Teorema 2.4 (Estensione di Carathéodory).

Nota 3.17. La misura di Lebesgue è σ-finita.

Dimostrazione. È una banale conseguenza della Proposizione 3.11

Proposizione 3.18. I Boreliani di Rn sono un sottoinsieme di Mn ed in particolare il loro
completamento rispetto alla misura di Lebesgue è proprio Mn.

Dimostrazione. Il Teorema 2.4 (Estensione di Carathéodory) ci assicura che la σ-algebraMn dei
Boreliani contiene la σ-algebra generata da Sn e perciò, sfruttando la Proposizione 3.14, otteniamo
i Boreliani sono misurabili secondo Lebesgue come voluto.

Per avere che il completamento dei Boreliani coincide con Mn basta applicare la Proposizio-
ne 2.7 ricordando la Proposizione 3.11.

5Qui abusiamo leggermente di notazione, visto che con mn si indicava la premisura.
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Teorema 3.19. Dato A ⊆ Rn sono equivalenti le seguenti proposizioni:

(1) A è misurabile secondo Lebesgue.

(2) Fissato ε > 0 esiste C aperto che contiene A e tale che m∗n(C \ A) < ε.

(3) Fissato ε > 0 esiste C chiuso contenuto in A e tale che m∗n(A \ C) < ε.

(4) Esiste B Boreliano che contiene A e tale che m∗n(B \ A) = 0.

(5) Esiste B Boreliano contenuto in A e tale che m∗n(A \B) = 0.

(6) Esiste una successione (Ki)i∈N di compatti di Rn tutti contenuti in A, che si contengono in
maniera crescente Ki ⊆ Ki+1 e la cui unione rispetta m∗n

(
A \

⋃
i∈NKi

)
= 0.

Dimostrazione. È chiaro che questo teorema richiama, specializzandolo al caso della misura di
Lebesgue, il Teorema 2.5.

In particolare applicando il Teorema 2.5 si ha da subito che (1),(4),(5) sono equivalenti (poiché
i Boreliani sono la σ-algebra generata da Sn come mostrato nella Proposizione 3.14) e anche che
(2) =⇒ (1) poiché per quanto dimostrato nella Proposizione 3.12 un aperto è unione disgiunta
di elementi di Sn.

Ancora per il Teorema 2.5, assumendo la (1), sappiamo che esistono (Si)i∈N ⊆ Sn disgiunti, la
cui unione S contiene A ed è tale che m∗n(S \A) < ε. Allora definendo C come la parte interna di⋃
i∈N F ε

2i
(Si) abbiamo in effetti che, grazie alla Proposizione 3.9, m∗n(C \ S) ≤ ε. Unendo quanto

detto e sfruttando la σ-subadditività della misura esterna si ottiene proprio m∗n(C \ A) < 2ε e
questo conclude la dimostrazione di (1) =⇒ (2).

Abbiamo quindi dimostrato che (1),(2),(4),(5) sono tutte equivalenti.
Per concludere dimostriamo la serie di implicazioni (1) =⇒ (3) =⇒ (6) =⇒ (5).

(1) =⇒ (3) Visto che A ∈ Mn, allora anche il suo complementare è misurabile e visto che
abbiamo già mostrato (1) =⇒ (2) otteniamo che esiste D aperto tale che Ac ⊆ D e
m∗n(D \ Ac) < ε.

Allora chiamando C il chiuso complementare di D risulta banale verificare che C rispetta
le richieste di (3).

(3) =⇒ (6) Sia Ci un chiuso tale che Ci ⊆ A e m∗n(A \ Ci) < 1
i
. Chiamiamo Ki l’insieme

ottenuto intersecando la palla chiusa di raggio i centrata nell’origine con il chiuso
⋃
j≤iCi.

I Ki sono compatti, poiché definiti come intersezione tra un chiuso ed un chiuso e limitato.
Ancora per definizione Ki ⊆ Ki+1 e inoltre l’unione dei Ki coincide con l’unione dei Ci.

Per concludere è sufficiente perciò verificare che l’unione dei Ci, oltre ad essere ovviamen-
te contenuta in A, lo approssima a meno di un trascurabile. La verifica risulta agevole
sfruttando la monotonia della misura esterna:

∀i0 ∈ N : m∗n(A \
⋃
i∈N

Ci) ≤ m∗n(A \ Ci0) <
1

i0
=⇒ m∗n(A \

⋃
i∈N

Ci) = 0 .

(6) =⇒ (5) Presi i compatti descritti dalla proposizione, l’unione è ovviamente un Boreliano e
rispetta le richieste della (5).
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Proposizione 3.20. La misura di Lebesgue è l’unica possibile estensione alla σ-algebra dei
Boreliani della premisura mn definita su Sn.

Dimostrazione. È una banale conseguenza della Proposizione 2.11, che si può applicare ricordando
la Proposizione 3.11 e notando che la σ-algebra generata da Sn sono i Boreliani come mostrato
nella Proposizione 3.14.

Nota 3.21. La misura di Lebesgue in Rn ha le seguenti proprietà:

• È invariante per traslazione.

• È n-omogenea.

Dimostrazione. Ricordiamo innanzitutto che la misura di Lebesgue è stata costruita appplicando
il teorema di Carathéodory e perciò nasce come la riduzione della misura esterna associata a mn

(questa volta da vedere come ridotta su Sn). Basta quindi mostrare che la misura esterna rispetta
le proprietà richieste.

Ma è chiaro che le proprietà richieste, poiché gli operatori in gioco commutano con l’unione,
vengono ereditate dalla misura esterna se la premisura le rispetta.

Ma nel nostro caso la premisura le rispetta come dimostrato nella Nota 3.5 e questo chiude la
dimostrazione.

Teorema 3.22. Se µ è una misura sui Boreliani di Rn invariante per traslazione tale che la
misura del cubo unitario valga 1, cioè

µ ([ 0, 1 )× [ 0, 1 )× · · · × [ 0, 1 )) = 1 ,

allora µ ≡ mn, in altre parole la misura di Lebesgue è l’unica misura con queste proprietà
(l’invarianza per traslazione è dimostrata nella Nota 3.21).

Dimostrazione. L’idea della dimostrazione è provare che µ e mn coincidono sugli elementi di Sn
con estremi interi, poi con estremi razionali ed infine con estremi generici. Una volta ottenuto
questo, basterà applicare la Proposizione 3.20 per avere la tesi.

Chiamiamo C il cubo unitario come definito nell’enunciato.
Fissato S ∈ Sn tale che per ogni 1 ≤ i ≤ n valga S−i , S

+
i ∈ Z, sia Z(S) l’insieme dei punti con

tutte le coordinate intere appartenenti a S.
È facile vedere che ⊔

v∈Z(S)

C + v = S ,

da cui otteniamo, visto che µ,mn sono misure invarianti per traslazione che coincidono su C, che
µ,mn coincidono anche su S.

Ora invece scegliamo S ∈ Sn tale che per ogni 1 ≤ i ≤ n valga S−i , S
+
i ∈ Q. Possiamo

assumere, vista l’invarianza per traslazione di tutto quanto, che per ogni 1 ≤ i ≤ n valga S−i = 0.
Sia m ∈ Z tale che per ogni 1 ≤ i ≤ n valga mS+

i ∈ Z, cioè ad esempio si può porre m come
il minimo comune multiplo di tutti i denominatori.

Allora, analogamente a quanto già fatto nel caso intero, vale l’identità[
0, mS+

1

)
× · · · ×

[
0, mS+

n

)
=

⊔
(i1,i2,...in)∈{0,1,...,m−1}n

S + (i1S
+
1 , i2S

+
2 , . . . , inS

+
n ) .

Ma ora applicando quanto abbiamo ricavato per la misura di elementi con estremi a coordinate
intere, è chiaro che la misura del membro destro dell’ultima uguaglianza coincide per µ,mn e
allora sfruttando ancora la loro invarianza per traslazione otteniamo che coincidono anche su S.
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Ora consideriamo S ∈ Sn generico e notiamo che vista la densità dei razionali nei reali posso
scrivere S come unione crescente di elementi (Qi)i∈N ⊆ Sn con estremi a coordinate razionali. Da
questa scrittura, sfruttando la Proposizione 1.21 e quanto già ottenuto sulla coincidenza tra µ e
mn, otteniamo

mn(S) = lim
n→∞

mn(Qi) = lim
n→∞

µ(Qi) = µ(S) ,

cioè µ,mn coincidono su S e visto che questo è arbitrariamente scelto in Sn coincidono su tutto
Sn.

Ora finalmente possiamo applicare la Proposizione 3.20 ed ottenere µ ≡ mn, che è la tesi.

Nota 3.23. Se togliamo dalle ipotesi del Teorema 3.22 la normalizzazione sul cubo unitario è
banale, dividendo per il corretto fattore di normalizzazione, ricavare che allora la misura µ non
coincide con Lebesgue ma è un suo multiplo di un fattore costante (proprio la misura µ del cubo
unitario).

Spesso useremo implicitamente questa versione del Teorema 3.22 piuttosto che metterci nelle
ipotesi esatte del teorema.

Ora passiamo a dimostrare che la misura di Lebesgue è anche invariante per isometria, oltre
che per rotazione, e che gli insiemi intuitivamente piccoli sono trascurabili secondo Lebesgue.

In particolare le prime tre proposizioni tecniche, concernenti le funzioni che mandano misurabili
in misurabili, oltre ad avere una veloce applicazione nel dimostrare che la misura di Lebesgue è
invariante per isometria, torneranno utili quando si vorranno studiare i cambi di variabili lineari
nella teoria dell’integrazione.

Proposizione 3.24. Data una funzione f : E ⊆ Rn → Rn continua tale che per ogni N ⊆ E
trascurabile anche l’immagine f(N) è trascurabile, risulta vero che per ogni A ⊆ E misurabile
anche f(A) è misurabile.

Dimostrazione. Fissato A ⊆ E misurabile, applicando il Teorema 3.19, otteniamo l’esistenza
di (Ki)i∈N compatti e di N trascurabile tali che la loro unione (crescente sui compatti) è A.
Applicando quanto detto abbiamo

f(A) = f

(
N ∪

⋃
i∈N

Ki

)
= f(N) ∪

⋃
i∈N

f(Ki) ,

ma f(N) è trascurabile a sua volta per ipotesi, e f(Ki) è compatto poiché è immagine continua
di un compatto.

Allora abbiamo scritto anche f(A) come unione di un trascurabile e di un’unione crescente di
compatti e questo, ancora per il Teorema 3.19, implica che f(A) è misurabile come voluto.

Lemma 3.25. Dato S ∈ Sn, per ogni ε > 0, esiste una famiglia finita di palle aperte B1, . . . , Bk

tali che la loro unione contiene S ed inoltre rispettano la disuguaglianza

k∑
i=1

mn(Bi) ≤ (1 + ε)mn(S) .

Dimostrazione. Grazie alla Nota 3.21 possiamo assumere senza perdità di generalità che S =
[ 0, l1 )× · · ·× [ 0, ln ) e che mn(S) = 1. Fissiamo arbitrariamente una palla B contenuta in S con
centro c e raggio r, cioè B = Br(c). Per comodità denotiamo α = mn(B). Quando parleremo
di misura totale di un ricoprimento, ci riferiremo alla somma delle misure degli elementi del
ricoprimento.
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L’idea è, dato un ricoprimento con palle la cui misura totale sia al più 1+ε, costruire, attraverso
un procedimento “frattale”, un ricoprimento con palle la cui misura totale sia 1+ε(1−α)+ε′, dove
ε′ è un numero positivo arbitrariamente piccolo. Se mostriamo ciò, risulta evidente che riusciamo
a costruire ricoprimenti con palle che realizzano la richiesta dell’enunciato. Assumiamo allora di
avere un ricoprimento che realizza la misura totale 1 + ε.

Fissato δ > 0, definiamo Bδ = Br+δ(c)\Br−δ(c) e notiamo che, scegliendo δ piccolo a sufficien-
za, la quantità mn(Bδ) diviene piccola a piacere in virtù dell’omogeneità della misura di Lebesgue.
Fondamentalmente Bδ è un ingrassamento, piccolo a piacere in funzione di δ, del bordo di B.

Dato un intero k ∈ N, chiamiamo Pk : Zn → Sn la funzione cos̀ı definita:

Pk(a1, a2, . . . , an) =

[
a1l1
k
,

(a1 + 1)l1
k

)
× · · · ×

[
anln
k
,

(an + 1)ln
k

)
.

Intuitivamente quello che faremo sarà ricopiare il ricoprimento che realizza 1 + ε su tutti i Pk(v)
che intersecano S \B. Ciò è possibile perché il singolo Pk(v) è un riscalamento traslato di S.

Chiamiamo v ∈ Zn interessante se Pk(v) ∩ (S \ B) 6= ∅. Dalla definizione di Pk(v) si ricava
che se v è interessante allora o Pk(v) ⊆ S \ B oppure Pk(v) ∩ ∂B 6= ∅6, dove con ∂B indichiamo
l’ipersfera che forma il bordo di B. Nel primo di questi casi chiamiamo v interno, altrimenti lo
definiamo confinante. Notiamo che l’unione dei Pk(v) con v interessante contiene S \B.

Il punto cruciale è accorgersi che, pur di scegliere k sufficientemente grande, se v è confinante
allora Pk(v) ⊆ Bδ. Applicando quest’ultima osservazione e il fatto che se u 6= v allora Pk(u), Pk(v)
sono disgiunti, si arriva alla seguente catena di disuguaglianze:∑
v interessante

mn(Pk(v)) ≤
∑

v interno

mn(Pk(v)) +
∑

v confinante

mn(Pk(v)) ≤ mn(S \B) +mn(Bδ) . (3.1)

Grazie alla Nota 3.21, risulta chiaro che ognuno dei Pk(v) può essere coperto con palle molti-
plicando al più per 1 + ε la sua area (semplicemente riscalando e traslando il ricoprimento di S)
e unendo questo all’Equazione (3.1) arriviamo a trovare un ricoprimento con palle di S \ B con
misura totale minore o uguale a

(1 + ε) (mn(S \B) +mn(Bδ)) .

Se a tale ricoprimento con palle aggiungiamo anche la palla B ricopriamo interamente S e
realizziamo una misura totale minore o uguale a

(1 + ε) (mn(S \B) +mn(Bδ)) + α = 1 + ε(1− α) + (1 + ε)mn(Bδ)

e visto che mn(Bδ) può essere scelto arbitrariamente piccolo, ciò coincide con la tesi.

Proposizione 3.26. Data una funzione f : E ⊆ Rn → Rn lipschitziana di costante λ, la funzione
f manda misurabili in misurabili ed in particolare vale la seguente stima sulla misura:

∀A ∈Mn, A ⊆ E : mn(f(A)) ≤ λnmn(A) .

Dimostrazione. Dimostriamo innanzitutto la stima richiesta nel caso della misura esterna piutto-
sto che della misura.

Fissiamo un ricoprimento (Si)i∈N ⊆ Sn di un insieme A ⊆ E misurabile ed un ε > 0. Il
Lemma 3.25 ci assicura che per ogni Si esiste una famiglia finita di palle (Bi

j)1≤j≤ki che lo ricopre

e tale che
∑ki

j=1mn(Bi
j) ≤ (1 + ε)mn(Si).

6In realtà possono esistere v che rientrano in entrambi i casi, ma ciò non è un problema nel seguito della
dimostrazione.
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In virtù della lipschitzianità di f e dell’omogeneità della misura di Lebesgue mostrata nella
Nota 3.21, se B è una palla qualunque, risulta evidente che

m∗n(f(B)) ≤ λnmn(B) ,

perciò, ricordando come sono state scelte le famiglie di palle (Bi
j), è facile dedurre

m∗n(f(A)) = m∗n

f
A ∩ ⋃

i∈N
1≤j≤ki

Bi
j


 ≤ ∑

i∈N
1≤j≤ki

m∗n
(
f
(
A ∩Bi

j

))
≤
∑
i∈N

1≤j≤ki

λnmn(Bi
j) ≤ λn(1 + ε)

∑
i∈N

mn(Si) .

Essendo quest’ultima equazione vera per ogni ε > 0, per la definizione di misura esterna, ne segue

m∗n(f(A)) ≤ λnm∗n(A) , (3.2)

che implica in particolare che se A è trascurabile anche f(A) è trascurabile.
Rientriamo perciò nelle ipotesi della Proposizione 3.24 e quindi otteniamo che f manda

misurabili in misurabili, cioè f(A) è misurabile.
Per concludere basta notare che l’Equazione (3.2) ci assicura la stima richiesta dal testo, visto

che nel caso in cui A sia misurabile anche f(A) lo è e perciò le misure esterne coincidono con le
misure.

Per concludere questa serie di proposizioni, che mostrano che alcune classi di funzioni mandano
misurabili in misurabili, necessitiamo di alcuni lemmi elementari ma non banali di topologia.
Considerata la scarsa inerenza con l’argomento qui trattato, nonché il fatto che questi lemmi sono
più che noti, abbiamo deciso di enunciarli senza dimostrazione ma suggerendo implicitamente una
possibile via dimostrativa.

Definizione 3.27. Uno spazio topologico si dice spazio di Lindelöf se ogni suo ricoprimento
aperto ammette un sottoricoprimento numerabile.

Proposizione 3.28. Uno spazio topologico che ammette una base numerabile7 è sempre uno
spazio di Lindelöf.

Proposizione 3.29. Lo spazio Rn e ogni suo sottoinsieme (con la topologia indotta) ammettono
una base numerabile.

Corollario 3.30. Ogni sottoinsieme E ⊆ Rn con la topologia indotta è uno spazio di Lindelöf.

Dimostrazione. È un’ovvia conseguenza delle Proposizioni 3.28 e 3.29.

Corollario 3.31. Data una funzione f : E ⊆ Rn → Rn localmente lipschitziana, per ogni A ⊆ E
misurabile anche l’immagine f(A) è misurabile e, nel caso A sia trascurabile, lo è anche la sua
immagine.

7Una base è un sottoinsieme degli insiemi aperti, tale che ogni aperto è unione di elementi della base.
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Dimostrazione. L’ipotesi di locale lipschitzianità è equivalente ad affermare che esista un rico-
primento di E con aperti (nella topologia di sottospazio) tale che in ognuno di tali aperti la
funzione f sia lipschitziana. Da un tale ricoprimento, applicando il Corollario 3.30, estraiamo un
ricoprimento numerabile (An)n∈N ⊆ E tale che, per ogni n ∈ N, la funzione f ridotta su An è
lipschitziana.

A questo punto, fissato N ⊆ E trascurabile, l’insieme f(N ∩An) è trascurabile per ogni n ∈ N
in virtù della Proposizione 3.26 e allora, considerando l’identità

f(N) = f

(⋃
n∈N

N ∩ An

)
=
⋃
n∈N

f (N ∩ An) ,

ne deduciamo che f(N) è trascurabile in quanto unione numerabile di trascurabili.
A questo punto per concludere è sufficiente applicare la Proposizione 3.24 notando che sono

rispettate tutte le ipotesi, visto che ovviamente una funzione localmente lipschitziana è anche
continua.

Proposizione 3.32. La misura di Lebesgue su Rn è invariante per isometria.

Dimostrazione. Poiché ogni isometria si scrive come una applicazione ortogonale composta con
una traslazione e sappiamo già grazie alla Nota 3.21 che la misura di Lebesgue è invariante
per traslazione, è sufficiente dimostrare che la misura di Lebesgue è invariante per applicazioni
ortogonali. Sia O : Rn → Rn una applicazione ortogonale. Questa è in particolare un’applicazione
lineare continua di un Banach in se stesso ed è perciò anche lipschitziana (si può dimostrare anche
più facilmente in questo caso).

Allora per quanto visto nella Proposizione 3.26 la funzione O manda misurabili in misurabili
e perciò ha senso definire la funzione di insiemi mn ◦O = µ :Mn → [0,+∞]. Se dimostriamo che
µ ≡ mn abbiamo proprio che mn è invariante per applicazioni ortogonali.

È facile notare che µ è invariante per traslazione, visto che, dati A ∈Mn e v ∈ Rn, vale

µ(A+ v) = mn(O(A+ v)) = mn(O(A) +O(v)) = mn(O(A)) = µ(A) ,

dove nei vari passaggi abbiamo usato l’invarianza per traslazione della misura di Lebesgue e la
linearità di O.

Inoltre, essendo O anche bigettiva, come mostrato nella Proposizione 1.23, la funzione µ risulta
essere una misura.

Allora unendo quanto ottenuto abbiamo che µ è una misura invariante per traslazione suMn

e quindi in particolare sui Boreliani di Rn. Allora applicando il Teorema 3.22 si ottiene che esiste
λ ∈ [0,+∞] tale che µ = λmn.

Ora basta considerare la palla unitaria B di Rn, che è misurabile poiché aperta. La palla B,
che ha ovviamente misura di Lebesgue né nulla né infinita, è invariante rispetto a O, essendo
questa una rotazione, e perciò µ(B) = mn(B) da cui ricaviamo che λ = 1 cioè µ ≡ mn che era
quanto si voleva dimostrare.

Proposizione 3.33. Dato un insieme numerabile A ⊆ Rn, questo è misurabile con misura nulla.

Dimostrazione. I singoli punti, essendo banalmente trascurabili, sono Lebesgue misurabili visto
che la misura di Lebesgue è completa, come mostrato nella Nota 3.16.

L’insieme A è però numerabile, quindi unione numerabile di singoli punti, che sono trascurabili.
Perciò A è trascurabile a sua volta che significa che A è misurabile di misura nulla.
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Proposizione 3.34. Dato N ∈ Mn un insieme trascurabile e X ⊆ Rm un sottoinsieme qualun-
que, l’insieme N ×X è trascurabile secondo Lebesgue nello spazio Rn+m.

Dimostrazione. Denotiamo con (Axi )i∈N ⊆ Sn un ricoprimento di N tale che
∑

i∈Nmn(Axi ) ≤ x.
Chiamiamo Ci ⊆ Rm l’ipercubo di lato 2i centrato nell’origine Ci = [−i, i )× · · · × [−i, i ).

Allora è facile verificare che, per ogni ε > 0, l’insieme

Rε =
{
A
ε(j−(m+2))
i × Cj : i, j ∈ N

}
⊆ Sn+m

è un ricoprimento di N × X, semplicemente perché l’unione dei Cj contiene tutto Rm e quindi
anche X, ed inoltre la somma delle misure degli elementi del ricoprimento rispetta∑
E∈Rε

mn+m(E) =
∑
j∈N

∑
i∈N

mn+m

(
A
ε(j−(m+2))
i × Cj

)
=
∑
j∈N

(2j)m
∑
i∈N

mn(A
ε(j−(m+2))
i ) ≤ 2mε

∑
j∈N

1

j2
,

perciò, poiché la somma degli inversi dei quadrati converge, scegliendo ε sufficientemente piccolo
si è appena fornito un ricoprimento di N×X con misura arbitrariamente piccola e questo equivale
alla tesi.

Proposizione 3.35. Dato U ⊂ Rn, se lo spazio affine generato da U ha dimensione strettamente
minore di n, allora U è trascurabile secondo Lebesgue.

Dimostrazione. Definiamo V = {(x1, x2, . . . , xn−1, 0) : (xi)1≤i≤n−1 ⊆ R}.
Poiché lo spazio generato da U ha dimensione ≤ n − 1, esiste un’isometria che manda U in

un sottoinsieme di V ed essendo la misura di Lebesgue invariante per isometria, come dimostrato
nella Proposizione 3.32, è sufficiente dimostrare che V è trascurabile per concludere.

Ma l’iperpiano V si può anche scrivere come Rn−1×{0} e perciò, grazie alla Proposizione 3.34,
ne concludiamo che V è trascurabile come desiderato.

Esercizio 3.36. L’insieme di Cantor è trascurabile secondo la misura di Lebesgue m1 su R.

Concludiamo questa sezione, oltre che con un paio di esercizi, con due importanti risultati che
mostrano esplicitamente che l’insieme dei misurabili è strettamente contenuto tra i Boreliani e le
parti di Rn.

In questa sezione mostriamo che i Boreliani non coincidono con i misurabili, ragionando sulle
rispettive cardinalità e applicando risultati che vengono dalla teoria degli ordinali. Nel segui-
to di queste dispense proporremo un’altra dimostrazione di questo stesso risultato che sfrutta
unicamente fatti collegati con la teoria della misura.

Proposizione 3.37. I Boreliani di Rn hanno la cardinalità del continuo.

Nota 3.38. I Boreliani si possono ottenere a partire dall’insieme degli aperti τ con una successione
di insiemi, ottenendo uno dal precedente mediante aggiunta dei complementari e delle intersezioni
numerabili. Tuttavia non basta una successione finita, né l’unione degli insiemi cos̀ı ottenuti.
Vediamo allora come formalizzare questa costruzione utilizzando un’indicizzazione sugli ordinali.

Questa costruzione permetterà poi di ottenere facilmente la cardinalità dei Boreliani.

Dimostrazione. Per comodità, definiamo le seguenti applicazioni su famiglie di sottoinsiemi di X:
l’applicazione ·δ : P(P(X))→ P(P(X)) tale che

Aδ =

{⋂
n∈N

En : En ∈ A

}
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e ·c : P(P(X))→ P(P(X)) tale che

Ac = {Ec : E ∈ A} .

Consideriamo quindi la seguente funzione, definita come f : ON → P(P(Rn)):

f(α) =


τ se α = 0 ,
f(β)δ ∪ f(β)c se α = β + 1 ,⋃
β<α f(β) se α è un ordinale limite .

Questa f rappresenta la successione di famiglie di insiemi che, partendo dagli aperti, raggiungerà
una σ-algebra, che è quella generata dagli aperti.

Per prima cosa osserviamo che se β < α, f(β) ⊆ f(α). Altrimenti, consideriamo il più piccolo
α tale che esiste β < α per cui non vale questa proposizione. Chiaramente α 6= 0 e α non è un
ordinale limite, quindi è successore di un ordinale γ ≥ β. Per minimalità di α, f(β) ⊆ f(γ),
tuttavia è sempre vero che A ⊆ Aδ (basta considerare intersezione di famiglie costanti), allora si
ottiene f(γ) ⊆ f(α), assurdo.

Ora dimostriamo che f(ω1)8 è una σ-algebra.

Chiusura rispetto complementare Se E ∈ f(ω1), esiste α < ω1 tale che E ∈ f(α). Quindi
Ec ∈ f(α + 1) ⊆ f(ω1).

Chiusura rispetto intersezione numerabile Se {En}n∈N ⊆ f(ω1), allora ∀n ∈ N, esiste αn <
ω1 tale che En ∈ f(αn). Inoltre λ =

⋃
n∈N αn è un ordinale numerabile, perché unione

numerabile di ordinali numerabili, cioè λ < ω1. Ma allora vale che En ∈ f(λ), per ogni
n ∈ N. Quindi

⋂
n∈NEn ∈ f(λ+ 1) ⊆ f(ω1).

Avendo mostrato che f(ω1) è una σ-algebra, abbiamo che f(ω1 + 1) = f(ω1), quindi f è
definitivamente costante.

Mostriamo quindi che f(ω1) sono i Boreliani. Per fare ciò, basta mostrare che i Boreliani
contengono f(0) = τ , che se contengono A contengono Aδ e Ac e che se contengono tutti gli
elementi di una famiglia {Ai}i∈I allora contengono anche la loro unione

⋃
i∈I Ai. È però ovvio che

la σ-algebra generata dagli aperti soddisfi tutte queste proprietà.
Ora che sappiamo che f(ω1) sono i Boreliani, calcoliamone la cardinalità. Intanto, |f(0)| =

|τ | = |R|9. Poi, |Aδ| ≤ |A||N| e |Ac| = |A|. Infine |
⊔
β<αEβ| ≤ |E||α|, con |Eβ| ≤ |E| per ogni

β < α. Tutto ciò porta a dire che

|R| = |f(0)| ≤ |f(ω1)| ≤ |ω1||E| ≤ |E| , (3.3)

purché E sia un insieme di cardinalità maggiore od uguale a quella di tutti gli f(α) con α < ω1;
l’ultima disuguaglianza si ha perché è sicuramente vero che |E| ≥ |f(0)| = |R| ≥ |ω1|. Ma ora,
per tutti gli ordinali α al più numerabili, dimostriamo |f(α)| = |R|. Se fosse falso, consideriamo
il più piccolo ordinale per cui non vale; non può essere 0, non può essere un successore

|f(α + 1)| ≤ |f(α)|+ |f(α)|N = |R||N| = |R|

e non può essere un ordinale limite

|f(α)| ≤ |α||R| ≤ |N||R| = |R| .

Quindi E basta che sia R, allora dall’Equazione (3.3) si ha che i Boreliani hanno la cardinalità
del continuo.

8Ricordiamo che ω1 è il primo ordinale più che numerabile.
9È fatto noto che gli aperti di Rn si scrivono come unione numerabile di palle di centro e raggio razionali e da

questa osservazione discende che hanno la cardinalità del continuo.
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Corollario 3.39. I Boreliani sono strettamente contenuti nei misurabili.

Dimostrazione. Il contenimento debole è mostrato nella Proposizione 3.18. Per concludere che
non coincidono è sufficiente mostrare che hanno cardinalità differenti.

Per quanto riguarda la misura di Lebesgue su R, visto che Cantor è trascurabile, come enun-
ciato nell’Esercizio 3.36, sia esso che tutti i suoi sottoinsiemi sono misurabili. Ma Cantor ha,
per fatto noto, la cardinalità del continuo e quindi l’insieme delle sue parti ha cardinalità 2|R|,
e perciò i misurabili hanno cardinalità 2|R| (per mostrare che non è maggiore basta notare che
Mn ⊆ P(R)).

In dimensione n > 1, basta considerare un insieme i cui elementi siano nulli su tutte le
coordinate eccetto che sulla prima. Questo è trascurabile per la Proposizione 3.35, e perciò si può
procedere analogamente a quanto fatto nel caso unidimensionale e ottenere che la cardinalità dei
misurabili di Rn è 2|R| (per mostrare l’uguaglianza serve usare |Rn| = |R|).

Ma la Proposizione 3.37 ci assicura che i Boreliani hanno cardinalità |R|, indifferentemente
dalla dimensione in cui lavoriamo, e questo conclude la dimostrazione, visto che 2|R| � |R|.

Teorema 3.40 (Insieme di Vitali). Dato un sottoinsieme A ∈ Mn misurabile secondo Lebesgue
con misura non nulla, esiste un sottoinsieme B ⊆ A non misurabile secondo Lebesgue, cioè
B 6∈ Mn.

Dimostrazione. Dato A, notiamo che per la σ-additività della misura vale

0 < mn(A) =
∑

(i1,i2,...,in)∈Zn
mn

(
A ∩

(
[ i1, i1 + 1 )× · · · × [ in, in + 1 )

))
e perciò in particolare, visto che la serie ha somma positiva, ne ricaviamo che esiste una n-upla
(i1, . . . , in) di interi tali che

0 < mn

(
A ∩

(
[ i1, i1 + 1 )× · · · × [ in, in + 1 )

))
≤ mn

(
[ i1, i1 + 1 )× · · · × [ in, in + 1 )

)
= 1 ,

quindi, a meno di intersecare con [ i1, i1 + 1 ) × · · · × [ in, in + 1 ), possiamo assumere che A sia
contenuto in tale n-parallelepipedo poiché l’ipotesi di misura non nulla non si perde. In particolare,
poiché la misura di Lebesgue è invariante per traslazione come mostrato nella Nota 3.21, senza
perdita di generalità assumeremo A ⊆ [ 0, 1 )× · · · × [ 0, 1 ).

Poniamo su Rn la relazione di equivalenza

∀x, y ∈ Rn : x ≡ y ⇐⇒ x− y ∈ Qn

e quozientiamo Rn rispetto a tale relazione. In particolare siano (Ri)i∈I le classi d’equivalenza,
dove I è un insieme di indici. Sia infine J il sottoinsieme degli indici definito come J = {i ∈ I :
Ri ∩ A 6= ∅}.

Applichiamo ora l’assioma della scelta alla famiglia di insiemi (Rj ∩ A)j∈J e estraiamone un
insieme di rappresentanti privilegiati (rj)j∈J . Sia ora B l’insieme dei rappresentanti privilegiati.

Vale, per costruzione, B ⊆ A. Inoltre, ancora per la definizione di B, risulta

A ⊆
⊔

q∈Qn∩([−1, 1 ]×···×[−1, 1 ])

B + q ⊆ [−1, 2 ]× · · · × [−1, 2 ] , (3.4)

dato che ogni elemento di A si scrive in modo unico (e questo spiega perché l’unione è disgiun-
ta) come un rappresentante privilegiato rispetto all’equivalenza più un elemento a coordinate
razionali, che in questo caso possiamo scegliere tra −1 e 1 poiché A ⊆ [ 0, 1 )× · · · × [ 0, 1 ).

29



3 Misura di Lebesgue Teoria della misura elementare

Se assumiamo che B sia misurabile, ora otteniamo un assurdo applicando l’Equazione (3.4) e
ricordando che mn è invariante per traslazione come mostrato nella Nota 3.21:

0 < mn(A) ≤
∑

q∈Qn∩([−1, 1 ]×···×[−1, 1 ])

mn(B + q) =
∑

q∈Qn∩([−1, 1 ]×···×[−1, 1 ])

mn(B) ≤ 3n ,

che non può essere visto che stiamo sommando una quantità numerabile di volte il valore mn(B)
e perciò possiamo ottenere solo +∞ oppure 0.

Allora l’insieme B deve essere non misurabile come richiesto.

Corollario 3.41. Grazie al Teorema 3.40 (Insieme di Vitali), è ovvio mostrare che i misurabili
di Rn non coincidono con le parti di Rn.

Esercizio 3.42. Dato un insieme A ⊆ Rn di misura nulla secondo Lebesgue e un insieme
numerabile T ⊂ Rn, esiste k ∈ Rn tale che A+ k sia disgiunto da T .

Dimostrazione. Consideriamo l’insieme B =
⋃
t∈T (A− t). Essendo unione numerabile di trascu-

rabili è a sua volta trascurabile. Perciò esiste k ∈ Rn \B visto che Rn non è trascurabile.
Assumendo per assurdo che A− k intersechi T , avremmo che esistono t ∈ T e a ∈ A tali che

a− k = t =⇒ k = a− t =⇒ k ∈ A− t =⇒ k ∈ B ,

ma questo non può essere per definizione di k e perciò otteniamo che A− k è disgiunto da T , che
è la tesi.

Teorema 3.43 (Steinhaus). Dato un misurabile A ∈ Mn non trascurabile, l’insieme A − A =
{a1 − a2 : a1, a2 ∈ A} contiene un intorno di 0.

Dimostrazione. Innanzitutto notiamo che si può supporre A limitato e di misura finita. Conside-
riamo infatti una numerazione (Bn) degli n-cubi chiusi di Rn di lato 1, con vertici a valori negli
interi (cioè ogni Bn sarà della forma Bn = [m1,m1 + 1]× · · · × [mn,mn + 1] con m1, . . . ,mn ∈ Z).
Allora abbiamo che An = A ∩ Bn è misurabile di misura finita per ogni n ∈ N. Inoltre almeno
uno degli An deve avere misura diversa da 0 per la Nota 1.14. Tale An rispetta quindi esso stesso
le ipotesi del teorema e se la tesi valesse per questo An limitato varrebbe banalmente anche per
A. Ci basta quindi dimostrare la tesi per A limitato e di conseguenza anche di misura finita.

Per il Teorema 3.19 e poiché A ha misura finita, fissato ε > 0, esistono H ⊇ A aperto e C ⊆ A
chiuso tali che

mn(C) + ε > mn(A) > mn(H)− ε .

Inoltre, dato che C è chiuso e limitato (quindi compatto), Hc è chiuso e C ∩Hc = ∅, esiste ρ > 0
tale che (C +Bρ(0))∩Hc = ∅ (basta prendere ρ = 1

2
inf{|c− h| : c ∈ C , h ∈ H}, che è maggiore

di 0 per la compattezza di C). Allora si ha che ∀x ∈ Bρ(0), C ∩ (C + x) 6= ∅; altrimenti per
monotonia della misura si avrebbe

2mn(C) = mn(C) +mn(C + x) ≤ mn(C +Bρ(0)) ≤ mn(H) ,

ma questo contraddirebbe la disuguaglianza precedente, pur di considerare ε < 1
2
mn(C). E ciò è

sempre possibile, dato che mn(A) > 0 per ipotesi.
La contraddizione implica che ∀x ∈ Bρ(0) esistono c1, c2 tali che c1 + x = c2, cioè che Bρ(0) ⊆

A− A.
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4 Funzioni misurabili

In questa sezione daremo la definizione di funzione misurabile e dimostreremo alcuni fatti basilari
su di esse.

La teoria delle funzioni misurabili, oltre ad essere strettamente necessaria per la successiva
teoria dell’integrazione, ci permetterà di dimostrare che i misurabili secondo Lebesgue, introdotti
nella sezione precedente, non coincidono con i Boreliani usando strumenti propri della teoria della
misura. Questo fatto lo dimostriamo però solo nel caso unidimensionale sia perché il risultato è
già stato dimostrato, sia perché la dimostrazione si adatta facilmente in dimensione maggiore e
sia perché troviamo importante rendere chiara l’idea piuttosto che celarla in una notazione troppo
pesante.

Definizione 4.1 (Retta reale estesa). Indichiamo con R l’insieme R ∪ {−∞,+∞} munito della
topologia che ha come base tutti gli aperti tipici di R e gli insiemi del tipo {−∞} ∪ (−∞, a )
e {+∞} ∪ ( a, +∞ ) dove a è un numero reale. Quest’ultima categoria di insiemi aperti verrà
indicata tramite la notazione [−∞, a ) e ( a, +∞ ].

Definizione 4.2 (Funzione misurabile). Dato uno spazio di misura (X,A , µ), una funzione f :
X → R si dice misurabile se ∀A ⊆ R aperto si ha f−1(A) ∈ A .

Proposizione 4.3. Dato uno spazio di misura (X,A , µ), sia f : X → R una funzione, sono
equivalenti i seguenti fatti 10:

(1) f è misurabile;

(2) {f < a} ∈ A ∀a ∈ R;

(3) {f ≤ a} ∈ A ∀a ∈ R;

(4) {f > a} ∈ A ∀a ∈ R;

(5) {f ≥ a} ∈ A ∀a ∈ R;

(6) {a < f < b} ∈ A ∀a, b ∈ R.

Dimostrazione. Sfruttando le proprietà di A come σ-algebra, mostriamo a catena tutte le impli-
cazioni:

(1) =⇒ (2) per definizione di misurabile, {f < a} = f−1 ([−∞, a )) ∈ A , perché [−∞, a ) è
aperto;

(2) =⇒ (3) poiché [−∞, a ] =
⋂
n∈N

[
−∞, a+ 1

n

)
, allora otteniamo

{f ≤ a} = f−1 ([−∞, a ]) =
⋂
n∈N

f−1

([
−∞, a+

1

n

))
∈ A

(3) =⇒ (4) passando al complementare, {f > a}c = {f ≤ a} ∈ A ;

(4) =⇒ (5) analogamente a (2) =⇒ (3);

10Qui introduciamo la notazione per i sovralivelli di una funzione che useremo in tutti gli appunti: data una
funzione f di codominio reale e un certo reale k indichiamo con {f > k} l’insieme {x : f(x) > k} = f−1((k,+∞]);
stessa notazione verrà usata anche per il sottolivello.
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(5) =⇒ (2) analogamente a (3) =⇒ (4);

(2) + (4) =⇒ (6) perché {a < f < b} = {a < f} ∩ {f < b} ∈ A ;

(6) =⇒ (1) dato che un aperto A ⊆ R si può scrivere come A =
⋃
n∈NAn dove ciascun An è un

intervallo aperto di R (o una semiretta aperta), allora f−1(A) =
⋃
n∈N f

−1(An) ∈ A , dove
abbiamo sfruttato che per il punto (6) f−1(An) ∈ A ∀n.

Proposizione 4.4. Dato uno spazio di misura (X,A , µ), e data f : X → R una funzione
misurabile, la famiglia di insiemi

E = {E ⊆ R : f−1(E) ∈ A }

è una σ-algebra ed inoltre contiene i Boreliani.

Dimostrazione. Verifichiamo che E è stabile per unioni numerabili e passaggio al complementare.
Fissati {En}n∈N ⊆ E sia E = ∪n∈NEn, vale:

f−1(E) = f−1 (∪n∈NEn) = ∪n∈Nf−1(En) ∈ A =⇒ E ∈ E

dove l’appartenenza ad A si ha per le proprietà di σ-algebra, e questo dimostra la stabilità per
unione numerabile.

Per quanto riguarda il passaggio al complementare, fissato E ∈ E , risulta:

f−1(Ec) = f−1(E)c ∈ A =⇒ Ec ∈ E .

Inoltre E contiene gli aperti per definizione di funzione misurabile, da cui, per quanto appena
dimostrato, contiene la σ-algebra generata da questi, cioè i Boreliani.

Definizione 4.5. Sia f : X → R una funzione misurabile su uno spazio di misura (X,A , µ).
Definiamo f+ = max{f, 0} e f− = max{−f, 0}.

Nota 4.6. Data una funzione f misurabile, vale che f+, f− sono misurabili. Inoltre f+, f− ≥ 0 e
f = f+ − f−.

Dimostrazione. Abbiamo che per ogni a ∈ R vale

{f+ > a} =

{
{f > a} ∈ A se a > 0
X ∈ A se a ≤ 0

Quindi, per la (4) della Proposizione 4.3, f+ è misurabile. Analogamente si dimostra che f− è
misurabile.

Proposizione 4.7. Dato uno spazio di misura (X,A , µ), sia M l’insieme delle funzioni mi-
surabili da X in R. Allora M è un’algebra nel senso che, dove sono definite11 , valgono le
seguenti:

(1) f, g ∈M⇒ f + g ∈M;

(2) f ∈M, λ ∈ R⇒ λf ∈M;

11Nel definire le operazioni algebriche suM adottiamo le seguenti convenzioni: la somma è definita se non accade
che entrambe f e −g siano ±∞, per la moltiplicazione 0 · ∞ = 0.
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(3) f, g ∈M⇒ fg ∈M.

Dimostrazione. Mostriamo per ogni punto che vale la proposizione (4) nella Proposizione 4.3 (che
come l̀ı mostrato, equivale alla misurabilità), distinguendo vari casi di a ∈ R.

(1)

{f + g > a} =


{f ≥ −∞} ∩ {g ≥ −∞} ∈ A se a = −∞ ;⋃
q∈Q ({f > q} ∩ {g > a− q}) ∈ A se a ∈ R ;

{f = +∞} ∪ {g = +∞} ∈ A se a = +∞ .

(2)

{λf > a} =


{
f < a

λ

}
∈ A se λ < 0 ;

X ∈ A se λ = 0 e a < 0 ;
∅ ∈ A se λ = 0 e a ≥ 0 ;{
f > a

λ

}
∈ A se λ > 0 .

(3) Scomponiamo f = f+ − f−, g = g+ − g−, quindi la funzione prodotto fg si scrive come
una qualche combinazione di prodotti di funzioni misurabili non negative (abbiamo già
dimostrato nella Nota 4.6 le proprietà di f+, f−, g+, g− che ci servono). Grazie ai punti (1)
e (2) e a questa osservazione ci basta mostrare il caso in cui f, g ≥ 0:

{fg > a} =


X ∈ A se a < 0 ;
{f > 0} ∪ {g > 0} ∈ A se a = 0 ;⋃
q∈Q+

(
{q < f < +∞} ∩

{
a
q
< g < +∞

})
∈ A se 0 < a < +∞ ;

({f = +∞} ∩ {g > 0}) ∪ ({f > 0} ∩ {g = +∞}) ∈ A se a = +∞ .

Nota 4.8. È facile vedere che le funzioni caratteristiche degli insiemi misurabili sono misurabili.

Dimostrazione. Basta osservare che se A ∈ A è misurabile, {χA > a} può essere solo ∅, A, X
(tutti e tre misurabili) a seconda che a ≥ 1, 0 ≤ a < 1 oppure a < 0 rispettivamente.

Nota 4.9. Sia X un insieme dotato sia di una topologia che di una misura su di esso, tali che in
particolare la σ-algebra dei misurabili contenga tutti gli aperti. Data una funzione f : X → R,
se f è continua è anche misurabile.

Dimostrazione. Basta notare che la controimmagine di un aperto è un aperto per continuità, ma
gli aperti sono misurabili per ipotesi e di conseguenza la funzione è misurabile.

Nota 4.10. Fissato A ⊆ R misurabile, ogni funzione f : A→ R monotona è misurabile, munendo
R della misura di Lebesgue definita nella precedente sezione.

Dimostrazione. È sufficiente notare che la controimmagine di un intervallo12 è a sua volta un
intervallo intersecato A poiché la funzione è monotona, perciò applicando la Proposizione 4.3
ricaviamo che la funzione è misurabile visto che gli intervalli sono misurabili secondo Lebesgue (e
lo è la loro interesezione con A, per la Nota 1.10).

Proposizione 4.11. I Boreliani di R non coincidono con l’insieme M1 dei misurabili.

12Definiamo, unicamente in questa dimostrazione, un intervallo come un generico sottoinsieme connesso di R.
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Dimostrazione. Definiamo la funzione f : [ 0, 1 ) → [ 0, 1 ) in modo che f(x) sia il numero che
corrisponde alla lettura in base 3 della scrittura in base 2 di x. Poiché alcuni numeri hanno due
scritture in base 2, sceglieremo sempre quella che non ha una coda infinita di 1. Quindi, ad
esempio, si ha f

(
1
2

)
= 1

3
e f(1

3
) = 1

8
.

Qui di seguito un diagramma che mostra la definizione di f :

x =
Scrittura in base 2 di x

0.x1x2x3 · · ·2 7−→
Lettura in base 3 di x in base 2

0.x1x2x3 · · ·3 = f(x)

La funzione f appena definita è strettamente crescente, poiché lo è la funzione che asso-
cia ad un numero x la sua lettura in qualche base (dove le sequenze di cifre sono ordinate
lessicograficamente). Allora per la Nota 4.10 f è misurabile.

Inoltre l’immagine di f è un insieme trascurabile, infatti questa coincide con l’insieme dei
numeri tra 0 e 1 che si scrivono unicamente usando cifre 0, 1 in base 3 ed è facile dimostrare che
questo è trascurabile (esercizio per il lettore molto simile all’Esercizio 3.36).

Per il Teorema 3.40 (Insieme di Vitali) esiste A ⊆ [ 0, 1 ) che non è misurabile. Sia B = f(A).
Poiché f è strettamente crescente è in particolare iniettiva e perciò A = f−1(B). Allora la

Proposizione 4.4 ci assicura che B non appartiene ai Boreliani, altrimenti la sua controimma-
gine sarebbe misurabile. Infine B è sottoinsieme di f ([ 0, 1 )), che è trascurabile, perciò per la
completezza della misura di Lebesgue B è misurabile.

Allora, unendo quanto detto, abbiamo che B è un misurabile non Boreliano come voluto.

Definizione 4.12. Una funzione ϕ : X → R con dominio lo spazio di misura (X,A , µ) si dice
semplice se è combinazione lineare di funzioni caratteristiche di insiemi misurabili.

Nota 4.13. È immediato che le funzioni semplici sono misurabili.

Dimostrazione. Discende dalla Nota 4.8 e dalla Proposizione 4.7.

Proposizione 4.14. Sia {fn}n∈N una famiglia di funzioni misurabili definite dallo spazio di
misura (X,A , µ) a R. Allora F : X → R definita da F (x) = sup{fn(x) : n ∈ N} è misurabile.

Dimostrazione. Consideriamo il sovralivello della funzione F : {F > a} =
⋃
n∈N{fn > a}, allora è

evidente che {F > a} ∈ A per le proprietà di chiusura della σ-algebra.

Nota 4.15. Quest’ultima proposizione ha alcune notevoli conseguenze immediate:

1. inf di una famiglia numerabile di misurabili è misurabile;

2. lim sup e lim inf di una famiglia numerabile di misurabili sono misurabili;

3. limite puntuale di funzioni misurabili è misurabile.

Dimostrazione. 1 Per l’inf basta notare che inf{fn} = − sup{−fn}, quindi è misurabile per la
Proposizione 4.14;

2 per definizione, lim sup{fn} e lim inf{fn} sono rispettivamente limn{sup{fn}} = inf{sup{fn}}
e limn{inf{fn}} = sup{inf{fn}}, quindi sono funzioni misurabili per il punto precedente;

3 infine se esiste il limite limn{fn} allora lim inf{fn} = lim sup{fn} = limn{fn}, pertanto è
misurabile per il punto precedente.
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Proposizione 4.16. Sia f : X → R una funzione con dominio lo spazio di misura (X,A , µ).
Allora f è misurabile se e solo se esiste una successione di funzioni semplici ϕn che converge
puntualmente a f .

Dimostrazione. Il se è mostrato nella Nota 4.15.
Per il solo se facciamo vedere che la seguente successione converge puntualmente a f :

ϕn(x) =


n se f(x) > n;
k

2n
se k

2n
< f(x) ≤ k+1

2n
k = −n2n,−n2n + 1, . . . , n2n;

−n se f(x) ≤ −n;
.

Prima di tutto abbiamo

ϕn = nχ{f>n} +
n2n∑

k=−n2n

k

2n
χ{ k

2n
<f≤ k+1

2n } − nχ{f<−n},

che mostra che le ϕn sono funzioni semplici.
Per mostrare la convergenza puntuale distinguiamo f(x) a seconda che sia un numero finito

o meno: nel primo caso abbiamo che |f(x) − ϕn(x)| ≤ 1
2n

definitivamente, cioè ∀n ≥ |f(x)|, nel
secondo caso ϕn(x) = ±n→ ±∞ = f(x); quindi ϕn(x)→ f(x), ∀x ∈ X.

Definizione 4.17. Una funzione f definita su (X,A , µ) e a valori in R si dice positiva se assume
solo valori maggiori o uguali a 0.

Corollario 4.18. Sia f : X → R misurabile e positiva su (X,A , µ) spazio di misura, allora esiste
una successione crescente di funzioni semplici e positive (ϕn) che converge puntualmente a f .

Dimostrazione. Costruendo le ϕn come nella Proposizione 4.16, se f è positiva otteniamo facil-
mente che le ϕn sono anche crescenti, da cui la tesi.

Teorema 4.19. Se F è una famiglia di funzioni da X a R, dove (X,A , µ) è uno spazio di misura,
tale che

• F è uno spazio vettoriale;

• F contiene le funzioni indicatrici di ogni insieme A ∈ A ;

• se (fn) ⊆ F è una successione di funzioni misurabili positive che converge crescentemente
a f , allora f ∈ F ;

allora F contiene tutte le funzioni misurabili.

Dimostrazione. Per prima cosa notiamo che F contiene le funzioni semplici: essendo F uno spazio
vettoriale, contiene le combinazioni lineari delle funzioni caratteristiche, cioè le funzioni semplici.

Notiamo allora che per il Corollario 4.18, F contiene le funzioni misurabili positive. Allora,
data f misurabile, f = f+−f− quindi è contenuta in F , ancora per le proprietà di spazio vettoriale,
poiché entrambe f+, f− sono positive e misurabili per la Nota 4.6.
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5 Integrazione secondo Lebesgue

In questa sezione definiremo la nozione di integrale secondo Lebesgue e dimostreremo alcuni
risultati introduttivi.

Definiremo innanzitutto l’integrale di funzioni caratteristiche e quindi di funzioni semplici,
imponendo che l’integrale sia un funzionale lineare. Daremo poi la definizione di integrale di
funzioni misurabili positive, per arrivare infine a definire il concetto di funzione integrabile e di
integrale di una tale funzione. Noteremo inoltre che lo spazio delle funzioni integrabili ha una
struttura di spazio vettoriale.

Conclusa la parte di lemmi necessari a formulare tutte le definizioni, dimostreremo alcuni
risultati di convergenza e commutazione che riguardano l’integrale di Lebesgue.

Nota 5.1. Indicheremo l’integrale di f su uno spazio di misura (X,A , µ) con

ˆ
X

f(x) dµ(x) =

ˆ
X

f dµ =

ˆ
f dµ =

ˆ
f

dove si applicheranno le varie omissioni quando saranno ovvi la variabile di integrazione x, lo
spazio di misura X o la misura µ.

Definizione 5.2. Sia ϕ : X → [0,+∞] una funzione misurabile, semplice e positiva, definita sullo
spazio di misura (X,A , µ). Definiamo l’integrale di Lebesgue della funzione il valore

ˆ
X

ϕdµ =
n∑
k=1

ckµ(Ek) ,

dove ck ∈ R e Ek ∈ A sono tali che ϕ =
∑n

k=1 ckχEk .

Nota 5.3. Quella appena enunciata è una buona definizione, cioè non dipende dalla scelta dei ck
e degli Ek.

Dimostrazione. Consideriamo innanzitutto dei ck ∈ R e degli Ek ∈ A tali che ϕ =
∑n

k=1 ckχEk e
definiamo per ogni α ⊆ {1, 2, . . . , n}:{

Eα =
⋂
k∈αEk \

⋃
k 6∈αEk

cα =
∑

k∈α ck

D’ora in poi nelle sommatorie sottointenderemo l’insieme su cui cicla α, cioè P({1, 2, . . . , n}).
Innanzitutto gli Eα sono ancora insiemi misurabili (in quanto A è una σ-algebra) e sono

insiemi disgiunti, inoltre vale facilmente che

ϕ =
n∑
k=1

ckχEk =
n∑
k=1

ck
∑
α3k

χEα =
∑
α

χEα
∑
k∈α

ck =
∑
α

cαχEα ,

dove abbiamo utilizzato che Ek = ∪α3kEα.
Vogliamo dimostrare che

∑n
k=1 ckµ(Ek) =

∑
α cαµ(Eα), ma per l’additività di µ su insiemi

disgiunti otteniamo

∑
α

cαµ(Eα) =
∑
α

∑
k∈α

ckµ(Eα) =
n∑
k=1

ck
∑
α3k

µ(Eα) =
n∑
k=1

ckµ(Ek) , (5.1)

36



Teoria della misura elementare 5 Integrazione secondo Lebesgue

che è proprio quello che volevamo.
Consideriamo ora ck, bk ∈ R ed Ek, Fk ∈ A tali che ϕ =

∑n
k=1 ckχEk =

∑m
k=1 bkχFk . A meno

di aggiungere dei termini ad entrambe le sommatorie possiamo supporre n = m e Ek = Fk per
ogni 1 ≤ k ≤ n, da cui ϕ =

∑n
k=1 ckχEk =

∑n
k=1 bkχEk . Applichiamo la costruzione di prima e

otteniamo: 
Eα =

⋂
k∈αEk \

⋃
k 6∈αEk

cα =
∑

k∈α ck

bα =
∑

k∈α bk

da cui ricaviamo per quanto detto precedentemente che∑
α

cαχEα =
n∑
k=1

ckχEk = ϕ =
n∑
k=1

bkχEk =
∑
α

bαχEα , (5.2)

che implica facilmente che cα = bα per ogni α, poiché gli Eα sono disgiunti.
Infine da quest’ultima uguaglianza e dall’Equazione (5.1) otteniamo proprio quello che vole-

vamo, in quanto

n∑
k=1

ckµ(Ek) =
∑
α

cαµ(Eα) =
∑
α

bαµ(Eα) =
n∑
k=1

bkµ(Ek) .

Proposizione 5.4. Date ϕ1, ϕ2 : X → [0,+∞] funzioni misurabili, semplici e positive con
(X,A , µ) spazio di misura e dati a, b reali non negativi, valgono:

1.
´

(aϕ1 + bϕ2) dµ = a
´
ϕ1 dµ+ b

´
ϕ2 dµ

2. ϕ1 ≤ ϕ2 =⇒
´
ϕ1 dµ ≤

´
ϕ2 dµ

Dimostrazione. Seguono entrambe facilmente dalla definizione di integrale di funzioni semplici e
dalla Nota 5.3.

Nota 5.5. Osserviamo che data una funzione misurabile, semplice e positiva ϕ : X → [0,+∞],
con (X,A , µ) spazio di misura, e dato E ∈ A misurabile, possiamo definire l’integrale di ϕ su
E. Infatti per la Nota 1.10 anche (E,AE, µ|AE) (come definito nella Nota 1.10) è uno spazio di
misura e vale facilmente che ϕ è misurabile, semplice e positiva anche ridotta su (E,AE, µ|AE).

Ora mostreremo perciò qual è la relazione che intercorre fra l’integrale su un sottoinsieme
misurabile e l’integrale su tutto il dominio, per poi notare che è possibile spezzare l’integrale su
uno spazio di misura nella somma degli integrali su una sua partizione.

Proposizione 5.6. Data una funzione ϕ : X → [0,+∞] misurabile, semplice e positiva, con
(X,A , µ) spazio di misura, e dato E ∈ A , vale cheˆ

E

ϕ dµ =

ˆ
X

ϕ · χE dµ .

Dimostrazione. Siano ck ∈ R e Ek ∈ A , per 1 ≤ k ≤ n, tali che ϕ =
∑n

i=1 ckχEk . Chiamiamo
E ′k = Ek ∩ E, che è ancora un insieme misurabile per ogni 1 ≤ k ≤ n. Allora vale che

ˆ
X

ϕ · χE dµ =

ˆ
X

n∑
i=1

ckχEk · χE dµ =

ˆ
X

n∑
i=1

ckχE′k dµ =
n∑
i=1

ckµ(E ′k) =

ˆ
E

ϕ dµ .
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Corollario 5.7. Siano X1, X2, . . . , Xk misurabili e disgiunti tali che X = tkm=1Xm e sia ϕ una
funzione semplice e positiva, allora

ˆ
X

ϕ dµ =
k∑

m=1

ˆ
Xm

ϕ dµ

Dimostrazione. Sfruttando le Proposizioni 5.4 e 5.6, otteniamo che

ˆ
X

ϕ dµ =

ˆ
X

k∑
m=1

ϕ · χXm dµ =
k∑

m=1

ˆ
X

ϕ · χXm dµ =
k∑

m=1

ˆ
Xm

ϕ dµ .

Diamo ora la definizione di integrale di una funzione misurabile positiva f come estremo
superiore degli integrali delle funzioni semplici e positive minori di f . Dimostriamo poi che
lo stesso risultato si ottiene facendo questo estremo superiore su una famiglia più piccola di
funzioni semplici, cioè in particolare su una successione crescente di funzioni semplici e positive
che convergono puntualmente ad f .

Definizione 5.8. Sia f : X → [0,+∞] una funzione misurabile e positiva, con (X,A , µ) spazio
di misura, allora definiamo l’integrale di f come

ˆ
X

f dµ = sup

{ˆ
X

ϕ dµ : 0 ≤ ϕ ≤ f ∧ ϕ semplice

}
.

Proposizione 5.9. Data una funzione f : X → [0,+∞] misurabile e positiva, con (X,A , µ)
spazio di misura, e data una successione crescente di funzioni semplici e positive (ϕn) convergenti
puntualmente a f , vale ˆ

X

f dµ = sup
n∈N

{ˆ
X

ϕn dµ

}
.

Dimostrazione. Dimostriamo innanzitutto che dato un insieme Y ∈ A misurabile tale che f ≥ a
in Y , allora vale supn∈N

{´
Y
ϕn dµ

}
≥ aµ(Y ).

Dato ε > 0 sia An = {ϕn ≥ a − ε} ∩ Y . Allora abbiamo che gli An sono misurabili, vale
An ⊆ An+1, perché le ϕn sono crescenti, e ∪nAn = Y . Inoltre ϕn ≥ (a − ε)χAn in Y per la
definizione stessa di An. Perciò per la Proposizione 5.4 abbiamo che

ˆ
Y

ϕn dµ ≥ (a− ε)µ(An) ,

da cui passando al limite su n ed utilizzando che limn→∞
´
Y
ϕn dµ = supn∈N

´
Y
ϕn dµ, otteniamo

sup
n∈N

{ˆ
Y

ϕn dµ

}
≥ (a− ε) lim

n→∞
µ(An) = (a− ε)µ(Y ) ,

dove in particolare nell’ultima uguaglianza abbiamo utilizzato la Proposizione 1.21. Poiché in
quest’ultima relazione ε è arbitrario otteniamo quindi

sup
n∈N

{ˆ
Y

ϕn dµ

}
≥ aµ(Y ) .
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Consideriamo ora una qualsiasi funzione semplice ϕ tale che 0 ≤ ϕ ≤ f . Per facile conseguen-
za della definizione di funzione semplice, esistono k sottoinsiemi misurabili disgiunti di X, che
chiamiamo X1, . . . , Xk, tali che ∪km=1Xm = X e ϕ|Xm è costante per ogni m = 1, . . . , k.

Per quanto dimostrato precedentemente abbiamo che supn∈N

{´
Xm

ϕn dµ
}
≥ amµ(Xm) per

ogni m = 1, . . . , k, dove am = ϕ|Xm . Unendo questo risultato al Corollario 5.7 e ricordando che i
sup sono in realtà dei limiti, otteniamo:

sup
n∈N

{ˆ
X

ϕn dµ

}
= sup

n∈N

{
k∑

m=1

ˆ
Xm

ϕn dµ

}
=

k∑
m=1

sup
n∈N

{ˆ
Xm

ϕn dµ

}
≥

k∑
m=1

amµ(Xm) =

ˆ
X

ϕ dµ .

Passando ora all’estremo superiore per 0 ≤ ϕ ≤ f otteniamo proprio:

sup
n∈N

{ˆ
X

ϕn dµ

}
≥
ˆ
X

f dµ =⇒ sup
n∈N

{ˆ
X

ϕn dµ

}
=

ˆ
X

f dµ ,

dove l’ultima implicazione è ovvia perché banalmente supn∈N
{´

X
ϕn dµ

}
≤
´
X
f dµ.

Nota 5.10. Sfruttando la Proposizione 5.9, notiamo che data una funzione f : X → [0,+∞]
misurabile e positiva, con (X,A , µ) spazio di misura, possiamo sempre scrivere l’integrale di f
come supn∈N

{´
X
ϕn dµ

}
, per qualche successione crescente (ϕn) di funzioni semplici e positive

che converge puntualmente ad f , che esiste per il Corollario 4.18.

Proposizione 5.11. Date f, g : X → [0,+∞] funzioni misurabili positive con (X,A , µ) spazio
di misura e dati a, b reali non negativi valgono:

1.
´

(af + bg) dµ = a
´
f dµ+ b

´
g dµ

2. f ≤ g =⇒
´
f dµ ≤

´
g dµ

Dimostrazione. 1 Siano (ϕfn)n∈N e (ϕgn)n∈N due successioni crescenti di funzioni semplici e positive
convergenti rispettivamente ad f e a g. Vale facilmente che la successione crescente di
funzioni semplici e positive (aϕfn+bϕgn)n∈N converge a af+bg. Allora per le Proposizioni 5.4
e 5.9 abbiamo che

a

ˆ
f dµ+ b

ˆ
g dµ = a sup

n∈N

ˆ
ϕfn dµ+ b sup

n∈N

ˆ
ϕgn dµ

= sup
n∈N

ˆ
(aϕfn + bϕgn) dµ =

ˆ
(af + bg) dµ .

2 Segue facilmente dalla Definizione 5.8, in quanto se ϕ è una funzione semplice e positiva minore
o uguale a f è anche minore o uguale a g, perciò

ˆ
f dµ = sup

n∈N

{ˆ
ϕ dµ : 0 ≤ ϕ ≤ f ≤ g ∧ ϕ semplice

}
≤
ˆ
g dµ .

Sfruttiamo ora la Nota 5.10 per dimostrare il teorema di commutazione fra limite e integrale
per funzioni misurabili positive, noto come teorema di Beppo Levi, e un suo corollario che ci dà
invece la possiblità di scambiare serie e integrale.
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Teorema 5.12 (Beppo Levi). Sia (fn) una successione crescente di funzioni misurabili positive,
definita su uno spazio di misura (X,A , µ) e a valori in [0,+∞], convergenti puntualmente ad una
funzione f . Allora ˆ

X

f dµ = lim
n→∞

ˆ
X

fn dµ .

Dimostrazione. Innanzitutto notiamo che ha senso parlare dell’integrale di f , perché essendo
f(x) = supn∈N fn(x) per ogni x ∈ X, per la Proposizione 4.14 f è una funzione misurabile e
positiva.

Come osservato nella Nota 5.10, per ogni n esiste una successione crescente di funzioni semplici
positive (ϕn,k)k∈N che converge puntualmente a fn. In particolare utilizzando la stessa costruzione
del Corollario 4.18 notiamo che è possibile scegliere le ϕn,k crescenti anche rispetto a n. Allora la
successione (ϕn,n) converge puntualmente a f . Di conseguenza otteniamo proprioˆ

X

f dµ = sup
n∈N

ˆ
X

ϕn,n dµ = sup
k,n∈N

ˆ
X

ϕn,k dµ = sup
n∈N

ˆ
X

fn dµ = lim
n→∞

ˆ
X

fn dµ .

Corollario 5.13. Sia (fn) una successione di funzioni misurabili e positive, definite su uno spazio
di misura (X,A , µ) e a valori in [0,+∞]. Allora esiste f : X → [0,+∞] misurabile e positiva
tale che f(x) =

∑∞
n=0 fn(x), per ogni x ∈ X, e

´
f dµ =

∑∞
n=0

´
fn dµ.

Dimostrazione. Per ogni x ∈ X, sia sn(x) =
∑n

k=0 fn(x). Innanzitutto (sn) è una successione
crescente di funzioni misurabili positive e f(x) =

∑∞
n=0 fn(x) = supn∈N sn(x), quindi f è una

funzione misurabile e positiva per la Proposizione 4.14. Dato che le sn convergono puntualmente
a f , sono rispettate tutte le ipotesi del Teorema 5.12 (Beppo Levi) e perciò vale

ˆ
f dµ = lim

n→∞

ˆ
sn dµ = lim

n→∞

ˆ n∑
k=0

fn dµ = lim
n→∞

n∑
k=0

ˆ
fn dµ =

∞∑
k=0

ˆ
fn dµ ,

che è proprio quello che volevamo dimostrare.

Il lemma che segue non è strettamente legato a questa sezione, ma è una conseguenza del
Corollario 5.13 che ci permette di costruire una misura su uno spazio misurabile (Y,B), a partire
da uno spazio di misura (X,A , µ) e da funzione che mette in relazione i due spazi.

Lemma 5.14. Sia f : X → [0,+∞] una funzione misurabile positiva, con (X,A , µ) spazio di
misura, e sia g : X → Y , con (Y,B) spazio misurabile, tale che g−1(B) ∈ A per ogni B ∈ B.
Definiamo la funzione ν : B → [0,+∞] ponendo, per ogni B ∈ B,

ν(B) =

ˆ
g−1(B)

f dµ .

Allora ν è una misura su B.

Dimostrazione. Per dimostrare che (Y,B, ν) è uno spazio di misura ci basta dimostrare che ν è
σ-additiva, in quanto sappiamo già che B è una σ-algebra e ν(∅) = 0.

Consideriamo quindi una sottofamiglia numerabile disgiunta (Bn)n∈N di B, allora utilizzando
il Corollario 5.13 otteniamo

ν

(⊔
n∈N

Bn

)
=

ˆ
g−1(tBn)

f dµ =

ˆ
tg−1(Bn)

∑
k∈N

χg−1(Bk) · f dµ

=
∑
k∈N

ˆ
tg−1(Bn)

χg−1(Bk) · f dµ =
∑
k∈N

ˆ
g−1(Bk)

f dµ =
∑
k∈N

ν(Bk) ,
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che dimostra proprio la σ-additività di ν.

Concludiamo la parte legata alle funzioni misurabili positive con il lemma di Fatou, facile
conseguenza del Teorema 5.12 (Beppo Levi), che ci permette ancora una volta di scambiare limite
(inferiore) e integrale.

Lemma 5.15 (Lemma di Fatou). Sia (fn) una successione di funzioni misurabili positive, allora

ˆ
X

(
lim inf
n→∞

fn(x)
)

dµ ≤ lim inf
n→∞

ˆ
X

fn dµ .

Dimostrazione. Applicando il Teorema 5.12 (Beppo Levi) alla successione (infk≥n fk(x))n∈N di
funzioni convergente puntualmente in modo crescente alla funzione lim infn→∞ fn(x), otteniamo

ˆ
X

(
lim inf
n→∞

fn

)
dµ =

ˆ
X

sup
n∈N

{
inf
k≥n

fk

}
dµ = sup

n∈N

ˆ
X

inf
k≥n

fk dµ ≤ lim inf
n→∞

ˆ
X

fn dµ ,

dove l’ultima disuguaglianza è vera per la monotonia dell’integrale. Infatti per la Proposizio-
ne 5.11, abbiamo che

ˆ
X

inf
k≥n

fk dµ ≤
ˆ
X

fk dµ ∀k ≥ n =⇒
ˆ
X

inf
k≥n

fk dµ ≤ inf
k≥n

ˆ
X

fk dµ .

Definiamo ora la nozione di funzione integrabile e di integrale di una tale funzione e dimo-
striamo qualche risultato preliminare.

Definizione 5.16. Una funzione misurabile f : X → R, con (X,A , µ) spazio di misura, si dice
integrabile se

‖f‖1 +
ˆ
X

|f | dµ

ha valore finito. In particolare chiamiamo ‖f‖1 norma integrale di f .

Definizione 5.17. Data una funzione integrabile f : X → R, con (X,A , µ) spazio di misura,
definiamo il suo integrale come

ˆ
X

f dµ =

ˆ
X

f+ dµ−
ˆ
X

f− dµ

dove f+ ed f− sono definite nella Definizione 4.5.

Nota 5.18. Notiamo in particolare che le funzioni f+ ed f−, oltre ad essere positive e misurabili
(per la Nota 4.6), sono anche integrabili.

Lemma 5.19. Data una funzione integrabile f : X → R, con (X,A , µ) spazio di misura, e date
due funzioni g, h : X → R integrabili e positive tali che f = g − h, vale che

ˆ
X

f dµ =

ˆ
X

g dµ−
ˆ
X

h dµ .
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Dimostrazione. Poiché f+ + h = f− + g, per la Proposizione 5.11 e ricordando che gli integrali di
f+, f−, g, h sono finiti, otteniamo

ˆ
f+ dµ+

ˆ
h dµ =

ˆ
f− dµ+

ˆ
g dµ

=⇒
ˆ
f dµ =

ˆ
f+ dµ−

ˆ
f− dµ =

ˆ
g dµ−

ˆ
h dµ .

Nota 5.20. Dalla definizione di funzioni integrabili e dalla Proposizione 5.11, segue facilmente che
date f, g : X → R funzioni integrabili, con (X,A , µ) spazio di misura, vale che se f ≤ g, allora´
f dµ ≤

´
g dµ.

Nota 5.21. Dalla Proposizione 5.6, dimostrandolo prima per le funzioni positive, si ricava che data
una funzione integrabile f : X → R, con (X,A , µ) spazio di misura, e dato E ∈ A , vale che

ˆ
E

f dµ =

ˆ
X

f · χE dµ .

Mostriamo ora alcuni fatti che riguardano la misura di alcuni sottoinsiemi particolari del
dominio di integrazione di una funzione integrabile. Nello specifico arriveremo a dimostrare che
l’integrale non cambia a meno di un trascurabile.

Teorema 5.22 (Disuguaglianza di Chebyshev). Data una funzione f : X → R integrabile, dove
(X,A , µ) è uno spazio di misura, e dato λ > 0 reale vale

µ ({x : |f(x)| > λ}) ≤ ‖f‖1

λ
.

Dimostrazione. Sia Aλ l’insieme degli x tali che |f(x)| > λ. Ovviamente Aλ è un insieme
misurabile per la definizione di funzione integrabile.

Grazie alla Nota 5.20 e per la definizione di integrale di una funzione semplice abbiamo

|f | ≥ λ · χAλ =⇒
ˆ
X

|f | dµ ≥
ˆ
X

λ · χAλ dµ = λµ(Aλ) =⇒ ‖f‖1 ≥ λµ(Aλ) ,

che è equivalente alla tesi.

Corollario 5.23. Sia f : X → R integrabile, dove (X,A , µ) è uno spazio di misura, allora il
supporto13 di f è σ-finito.

Dimostrazione. Sia An =
{
x : |f(x)| > 1

n

}
, allora applicando il Teorema 5.22 (Disuguaglianza

di Chebyshev) vale che µ(An) ≤ n‖f‖1, quindi An ha misura finita. Vale inoltre che A +
{x : f(x) 6= 0} =

⋃
n∈NAn, quindi A si scrive come unione numerabile di misurabili con misura

finita e perciò è σ-finito, che è quello che volevamo.

Lemma 5.24. Data f : X → R integrabile, dove (X,A , µ) è uno spazio di misura, risulta che
‖f‖1 = 0 se e solo se

µ ({x : f(x) 6= 0}) = 0 .

13In teoria della misura, con la parola supporto si indica l’insieme dei punti in cui una funzione non si annulla. In
ambito topologico invece, il supporto indica la chiusura dell’insieme dei punti in cui non si annulla. Nella sezione
conclusiva di queste note il supporto assumerà il significato topologico (sarà facile distinguere tra i due concetti in
base al contesto).
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Dimostrazione. Dimostriamo innanzitutto che se ‖f‖1 = 0 allora µ ({x : f(x) 6= 0}) = 0.
Per ogni n ∈ N, chiamiamo An l’insieme degli x ∈ X tali che |f(x)| > 1

n
.

Dal Teorema 5.22 (Disuguaglianza di Chebyshev), sfruttando ‖f‖1 = 0 è facile ottenere
µ(An) = 0. Sfruttando quanto appena ottenuto insieme alla σ-subadditività della misura ot-
teniamo facilmente la tesi:

µ ({x : f(x) 6= 0}) = µ

(⋃
n∈N

{
x : |f(x)| > 1

n

})
≤
∑
n∈N

µ(An) = 0 .

Dimostriamo ora invece l’implicazione opposta.
Per ogni 0 ≤ ϕ ≤ |f | con ϕ semplice, vale che {x : ϕ(x) 6= 0} ⊆ {x : f(x) 6= 0} e quindi

µ ({x : ϕ(x) 6= 0}) = 0.
Consideriamo ora la scrittura di ϕ come ϕ =

∑n
k=1 ckχEk , dove ck ∈ R e Ek ∈ A . Abbiamo

che, chiamati Fk = Ek ∩ {x : ϕ(x) 6= 0}, Fk ∈ A perché intersezione di misurabili e inoltre

ϕ =
n∑
k=1

ckχFk =⇒
ˆ
X

ϕ dµ =
n∑
k=1

ckµ(Fk) = 0 ,

dove l’ultima uguaglianza è vera perché Fk ⊆ {x : ϕ(x) 6= 0} e perciò µ(Fk) = 0.
Da questo discende facilmente, per la definizione stessa di ‖f‖1, che

‖f‖1 = sup

{ˆ
X

ϕ dµ : 0 ≤ ϕ ≤ |f | ∧ ϕ semplice

}
= 0 .

Corollario 5.25. Sia f : X → R una funzione misurabile, dove (X,A , µ) è uno spazio di misura,
e sia N ∈ A trascurabile. Allora f è integrabile su X se e solo se è integrabile su X \N e in tal
caso vale che ˆ

X

f dµ =

ˆ
X\N

f dµ .

Dimostrazione. Per l’additività dell’integrale e per la Nota 5.21 abbiamo che

ˆ
X

f dµ =

ˆ
X\N

f dµ+

ˆ
N

f dµ =

ˆ
X\N

f dµ ,

dove l’ultima disuguaglianza è vera per il Lemma 5.24, poiché infatti∣∣∣∣ˆ
N

f dµ

∣∣∣∣ ≤ ˆ
N

|f | dµ = 0 =⇒
ˆ
N

f dµ = 0 .

Il fatto che l’integrale di una funzione integrabile sia invariante a meno di insiemi trascurabili
sarà fondamentale e molto utilizzato nel resto della trattazione. Spesso parleremo infatti di
integrale di una funzione anche se questa non è definita su un sottoinsieme trascurabile del dominio
(infatti l’integrale sarebbe lo stesso per qualsiasi scelta di valori su quel trascurabile).

Di seguito mostreremo alcune proprietà basilari dell’integrale di funzioni integrabili e della
norma integrale. Definiremo poi lo spazio delle funzioni integrabili, che risulterà essere uno spazio
vettoriale dotato di una seminorma, grazie per l’appunto a queste proprietà.
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Proposizione 5.26. Date f, g : X → R funzioni integrabili con (X,A , µ) spazio di misura e dati
a, b, λ ∈ R valgono:

1. af + bg14 è integrabile e
´

(af + bg) dµ = a
´
f dµ+ b

´
g dµ

2. ‖λf‖1 = |λ|‖f‖1

3. |f | ≤ |g| =⇒ ‖f‖1 ≤ ‖g‖1

4. ‖f + g‖1 ≤ ‖f‖1 + ‖g‖1

Dimostrazione. La 1 è una facile conseguenza della definizione di integrale e dalla Proposizio-
ne 5.11. La 2 e la 3 seguono facilmente dalla 1 e dalla Nota 5.20, mentre la 4 si ottiene dalla 3 in
quanto |f + g| ≤ |f |+ |g|.

Definizione 5.27. Dato uno spazio di misura (X,A , µ) definiamo

L1(X,A , µ) = {f : X → R integrabili} .

A volte utilizzeremo la notazione più compatta L1, quando sarà ovvio lo spazio di misura su cui
stiamo lavorando.

Proposizione 5.28. Lo spazio di funzioni L1(X,A , µ) è uno spazio vettoriale e ‖ · ‖1 è una
seminorma su L1(X,A , µ).

Dimostrazione. Dalla Proposizione 5.26 segue facilmente che L1(X,A , µ) è uno spazio vettoriale.
Altrettanto facilmente abbiamo anche che ‖ · ‖1 è una seminorma su L1(X,A , µ), poiché la

Proposizione 5.26 dimostra che ‖ · ‖1 rispetta sia l’omogeneità che la disuguaglianza triangolare.
Dal Lemma 5.24 ricaviamo però che esistono funzioni f non identicamente nulle tali che

‖f‖1 = 0. Quindi ‖ · ‖1 non è una norma su L1(X,A , µ) ma solo una seminorma.

Nota 5.29. Dato che ‖ · ‖1 è una seminorma sullo spazio L1, possiamo parlare di convergenza in
tale spazio. In particolare diremo che una successione di funzioni integrabili (fn) ⊆ L1(X,A , µ)
converge ad f in L1 se limn→∞ ‖f − fn‖1 = 0.

Mostriamo ora il teorema della convergenza dominata di Lebesgue, che è lo strumento di
commutazione fra integrale e limite per le funzioni integrabili. A differenza del caso di funzioni
misurabili positive, servirà aggiungere l’ipotesi di dominatezza perché il teorema possa valere.

Teorema 5.30 (Convergenza dominata di Lebesgue). Sia (fn) una successione di funzioni in-
tegrabili su (X,A , µ) spazio di misura convergenti puntualmente a f e sia g integrabile tale che
|fn(x)| ≤ g(x) per ogni x ∈ X e per ogni n ∈ N. Allora

ˆ
f dµ = lim

n→∞

ˆ
fn dµ .

Dimostrazione. Consideriamo le due successioni di funzioni misurabili positive (g±fn) (rispettiva-
mente con il segno + e il segno−). Tali funzioni sono banalmente positive in quanto |fn(x)| ≤ g(x),

14La somma af + bg di due funzioni integrabili è definita a meno che af e −bg siano entrambe ±∞, ma ciò
accade al più in un insieme trascurabile del dominio (per il Teorema 5.22 (Disuguaglianza di Chebyshev)). Perciò
per il Corollario 5.25, come già detto, non ce ne dobbiamo preoccupare.
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inoltre convergono puntualmente alle funzioni g ± f . Per il Lemma 5.15 (Lemma di Fatou) vale
cheˆ

g dµ±
ˆ
f dµ =

ˆ
(g ± f) dµ ≤ lim inf

n→∞

ˆ
(g ± fn) dµ =

ˆ
g dµ+ lim inf

n→∞

(
±
ˆ
fn dµ

)
.

Perciò scegliendo rispettivamente il + e il − otteniamo{´
f dµ ≤ lim infn→∞

´
fn dµ´

f dµ ≥ lim supn→∞
´
fn dµ

=⇒
ˆ
f dµ = lim

n→∞

ˆ
fn dµ .

Nota 5.31. Nelle stesse ipotesi del teorema precedente (Teorema 5.30 (Convergenza dominata di
Lebesgue)), vale in particolare che fn → f in L1(X,A , µ). Infatti |f − fn| è dominata da 2g
e converge puntualmente alla funzione nulla e allora, applicando il Teorema 5.30 (Convergenza
dominata di Lebesgue), otteniamo proprio che ‖f − fn‖1 converge a 0.

Abbiamo già notato in precedenza che l’integrale di Lebesgue è invariante a meno di insiemi
trascurabili e che funzioni uguali quasi ovunque hanno la stessa norma integrale. Non sembrerà
quindi assurda l’idea di considerare “uguali” funzioni uguali quasi ovunque, poiché ai fini dell’in-
tegrazione sono effettivamente indistinguibili. A tal proposito formalizziamo quindi di seguito lo
spazio L1 delle funzioni integrabili “a meno di un trascurabile”.

Lemma 5.32. L’insieme definito da

N = {f ∈ L1(X,A , µ) : ‖f‖1 = 0}

è un sottospazio vettoriale di L1(X,A , µ).

Dimostrazione. Per la Proposizione 5.26 abbiamo che N è chiuso sia per moltiplicazione per
scalare che per somma, quindi è uno spazio vettoriale in quanto contiene facilmente la funzione
nulla.

Definizione 5.33. Definiamo lo spazio vettoriale

L1(X,A , µ) + L1(X,A , µ)/N

dove N è il sottospazio vettoriale di L1(X,A , µ) definito nel Lemma 5.32.
Definiamo inoltre su tale spazio L1(X,A , µ) la norma indotta dalla seminorma già definita su

L1(X,A , µ). Cioè in particolare dato f +N ∈ L1 abbiamo che ‖f +N‖1 = ‖f‖1.

Nota 5.34. L1(X,A , µ), con la norma appena definita, è uno spazio vettoriale normato, cioè ‖ · ‖1

è effettivamente una norma su di esso. Questo è ovvio per il Lemma 5.32 e per la definizione
stessa di L1.

Dimostriamo ora il teorema di commutazione fra serie e integrale per le funzioni integrabili.
Tale teorema, oltre ad essere importante di per sé, ci permetterà anche di concludere che lo spazio
L1 è completo.

Teorema 5.35 (Integrazione per serie). Sia (fn) una successione di funzioni integrabili definite
su uno spazio di misura (X,A , µ) e a valori in R, tale che

∑∞
n=0 ‖fn‖1 <∞. Allora vale che per

quasi ogni x ∈ X la serie
∑∞

n=0 fn(x) è assolutamente convergente.
Detta poi f : X → R tale che f(x) =

∑∞
n=0 fn(x) vale che f ∈ L1(X,A , µ) e

´
X
f dµ =∑∞

n=0

´
X
fn dµ.
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Dimostrazione. Dato n ∈ N, sia gn(x) =
∑n

k=0 |fn(x)| per ogni x ∈ X.
Le gn sono funzioni misurabili (perché somma di misurabili), positive e crescenti, quindi con-

vergono puntualmente ad una funzione g : X → R. In particolare per il Teorema 5.12 (Beppo
Levi) vale inoltre che

´
g dµ = limn→∞

´
gn dµ.

D’altro canto sappiamo che

ˆ
gn dµ =

n∑
k=0

‖fk‖1 =⇒ lim
n→∞

ˆ
gn dµ =

∞∑
k=0

‖fk‖1 <∞ ,

quindi g è integrabile.
Chiamiamo ora N = {x ∈ X : g(x) = ∞}, allora per il Teorema 5.22 (Disuguaglianza di

Chebyshev) abbiamo che µ(N) = 0, cioè g assume valori finiti quasi ovunque. Questo implica
quindi che

∑∞
n=0 fn(x) converge assolutamente quasi ovunque, cioè in X \N .

Sia ora sn =
∑n

k=0 fk, allora vale che

|sn(x)| =

∣∣∣∣∣
n∑
k=0

fk(x)

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
k=0

|fk(x)| = gn(x) ≤ g(x) ,

quindi la successione (sn) è dominata dalla funzione g.
Inoltre, poiché

∑∞
n=0 fn(x) converge assolutamente in X \N , sn =

∑n
k=0 fk converge puntual-

mente alla funzione f(x) =
∑∞

n=0 fn(x) nello stesso insieme.
Sono quindi rispettate tutte le ipotesi del Teorema 5.30 (Convergenza dominata di Lebesgue)

per la successione di funzioni (sn) con dominio X \N , perciò

ˆ
X\N

f dµ = lim
n→∞

ˆ
X\N

sn dµ = lim
n→∞

n∑
k=0

ˆ
X\N

fk dµ =
∞∑
k=0

ˆ
X\N

fk dµ .

Per quanto già osservato come conseguenza del Corollario 5.25, è indifferente fare l’integrale
su X e su X \N (su N possiamo definire f arbitrariamente); perciò otteniamo proprio quello che
volevamo ˆ

X

f dµ =

ˆ
X\N

f dµ =
∞∑
n=0

ˆ
X\N

fn dµ =
∞∑
n=0

ˆ
X

fn dµ .

Nota 5.36. Da notare che dalla dimostrazione, ricordando la Nota 5.31, segue anche che la
convergenza di sn ad f è in L1(X,A , µ) ed è dominata, infatti |sn| ≤ g.

Corollario 5.37. Dato uno spazio di misura (X,A , µ), lo spazio L1(X,A , µ) è completo.

Dimostrazione. Segue immediatamente dal Teorema 5.35 (Integrazione per serie), ricordando che
uno spazio normato è completo se e solo se ogni serie totalmente convergente è convergente nello
spazio.

Studiamo ora la relazione che c’è fra convergenza nello spazio L1 e convergenza puntuale,
notando in particolare che tali nozioni in generale non coincidono.

Proposizione 5.38. Sia (fn) una successione di funzioni integrabili convergenti ad f nello spazio
L1(X,A , µ). Allora esiste una sottosuccessione (fnk)k∈N che converge puntualmente quasi ovunque
ad f ed è dominata in L1(X,A , µ).
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Dimostrazione. Per la Nota 5.36 ‖f − fn‖1 → 0, quindi possiamo definire (fnk)k∈N tale che
‖f − fnk‖1 < 2−k e la successione (nk)k∈N sia crescente.

Sia ora hk = fnk+1
− fnk per ogni k ∈ N. Notiamo che, per la disuguaglianza triangolare, vale

‖hk‖1 ≤ 2−(k−1) e perciò la successione (hk) rispetta le ipotesi del Teorema 5.35 (Integrazione per
serie), in quanto

∑∞
k=0 2−(k−1) = 4, quindi la serie

∑∞
k=0 hk converge quasi ovunque ed è dominata

in L1(X,A , µ).
Abbiamo quindi ottenuto che fnk = fn0 +

∑k−1
i=0 (fni+1

− fni) = fn0 +
∑k−1

i=0 hi converge quasi
ovunque alla funzione f e la successione (fnk)k∈N è dominata.

Nota 5.39. Notiamo che la tesi della Proposizione 5.38 non può essere migliorata. Infatti in genere
non è vero che se una successione di funzioni integrabili (fn) converge ad f in L1(X,A , µ), allora
converge quasi ovunque ad f .

Dimostrazione. Sia (fn) la successione di funzioni integrabili definita da fn = χIn , dove In =[
n−2k

2k
, n−2k+1

2k

]
se 2k ≤ n < 2k+1. In particolare quindi i primi termini della successione (In) sono

I1 = [0, 1] , I2 =
[
0, 1

2

]
, I3 =

[
1
2
, 1
]
, I4 =

[
0, 1

4

]
, · · · .

È facile verificare che in L1(X,A , µ) le fn convergono a f = 0, ma è altrettanto facile vedere
che non convergono quasi ovunque.

Concludiamo la sezione con l’ultimo teorema di commutazione, quello fra derivata e integrale.

Teorema 5.40 (Derivata sotto il segno d’integrale). Fissato uno spazio di misura (X,A , µ) e
Ω ⊆ R un aperto, sia f : X × Ω→ R una funzione tale che:

1. Per ogni t ∈ Ω, la funzione f(·, t) : X → R è integrabile;

2. La funzione f è derivabile nella seconda variabile;

3. Esiste una funzione g : X → R integrabile tale che

g(x) ≥ sup
t∈Ω

∣∣∣∣∂f∂t (x, t)

∣∣∣∣ .

Allora gli operatori di derivata e integrale commutano, cioè, per ogni t ∈ Ω, tutte le espressioni
che compaiono nella formula esistono e vale

d

dt

ˆ
X

f(x, t) dµ(x) =

ˆ
X

∂f

∂t
(x, t) dµ(x) .

Dimostrazione. Fissiamo t ∈ Ω ed una successione (hn)n∈N ⊆ R che converge a 0 e tale che t+hn
sta nella stessa componente connessa di t in Ω15. Per ogni n ∈ N definiamo fn : X → R come il
rapporto incrementale relativo a hn:

fn(x) =
f(x, t+ hn)− f(x, t)

hn
.

Per l’assunzione 1, le funzioni fn sono integrabili, essendo combinazione lineare di funzioni inte-
grabili, e grazie all’ipotesi 2 deduciamo che le funzioni fn convergono puntualmente alla funzione
∂f
∂t

(·, t).
15Questa richiesta è sempre verificata a meno di escludere i primi termini della successione.
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Per il teorema di Lagrange, per ogni x ∈ X ed n ∈ N, esiste t′ ∈ Ω tale che valga

|fn(x)| =
∣∣∣∣∂f∂t (x, t′)

∣∣∣∣ ≤ sup
t∈Ω

∣∣∣∣∂f∂t (x, t)

∣∣∣∣
e perciò le funzioni fn sono dominate dalla funzione integrabile g grazie all’ipotesi 3.

Unendo le proprietà della successione (fn)n∈N si trovano le ipotesi necessarie per applicare il
Teorema 5.30 (Convergenza dominata di Lebesgue) ed ottenere perciò

lim
n→∞

´
X
f(x, t+ hn) dµ(x)−

´
X
f(x, t) dµ(x)

hn
= lim

n→∞

ˆ
X

fn(x) dµ(x) =

ˆ
X

∂f

∂t
(x, t) dµ(x) ,

che è equivalente alla tesi cercata.

48



Teoria della misura elementare 6 Misura prodotto

6 Misura prodotto

Trattiamo ora la possibilità di rendere il prodotto di due spazi di misura uno spazio di misura.
Questo risulterà facile sfruttando, come strumento principale, il teorema di estensione di Ca-
rathéodory. Si potrebbe decidere di esplicitare direttamente la misura prodotto, come integrale
della misura delle sezioni, piuttosto che sfruttare il teorema di Carathéodory per assicurarne l’e-
sistenza. Questa via, più diretta e meno tecnica, è effettivamente presa da vari libri di teoria
della misura. Qui si è deciso di procedere diversamente sia per ignoranza iniziale degli autori,
sia perché in effetti si dimostra, ed è a nostro parere molto istruttivo, che le due definizioni sono
equivalenti.

L’idea portante di tutta questa sezione è quella di mostrare che la misura più ovvia da porre
sullo spazio prodotto, cioè quella derivante dalla premisura sui rettangoli, è in effetti sufficiente-
mente ricca da assicurare molte proprietà allo spazio di misura a essa relativo ed in particolare
ha sufficienti proprietà per dimostrare i teoremi di Fubini e Tonelli, che assicurano, sotto ipotesi
relativamente lascive, la possibilità di scambiare tra loro gli operatori di integrazione.

È importante enfatizzare da subito come vi sia una certa arbitrarietà nel decidere quale sia la
σ-algebra dei misurabili sullo spazio prodotto. Si potrebbe decidere di lavorare sulla σ-algebra di
Carathéodory, ma questa risulterebbe troppo ampia, oppure lavorare sulla σ-algebra generata dai
rettangoli, che invece risulta spesso (in particolare nel caso fondamentale della misura di Lebesgue)
troppo ristretta. L’ambiente giusto in cui lavorare risulterà infatti essere la σ-algebra generata
dai rettangoli nel caso in cui le misure iniziali non siano complete, mentre sarà più adatto lavorare
nel completamento di questa σ-algebra nel caso in cui le misure siano complete.

Nella dimostrazione del primo teorema, che fondamentalmente verifica le ipotesi del teorema
di Carathéodory, proponiamo una via tecnica (che sfrutta la teoria degli integrali), che diverge da
quello che potrebbe essere un modo standard di procedere. Questo è più breve di una dimostra-
zione fatta con le mani e allo stesso tempo rende chiara da subito la possibilità di avere scambi
tra gli integrali in uno spazio prodotto.

Definizione 6.1. Dati due insiemi X, Y e x ∈ X fissato, indichiamo con la notazione JXx la
funzione JXx : P(X × Y )→ P(Y ) che restituisce le sezioni di un insieme:

∀E ⊆ X × Y : JXx (E) = {y ∈ Y : (x, y) ∈ E} .

Dove ovvio verrà omesso l’apice che indica l’insieme.

Definizione 6.2. Dati due spazi misurabili (X,A ), (Y,B) definiamo, con abuso di notazione,
A ×B come la famiglia degli insiemi A×B dove A ∈ A e B ∈ B, che chiameremo rettangoli.

Proposizione 6.3. Dati due spazi misurabili (X,A ), (Y,B), la famiglia A ×B ⊆ P(X × Y ) è
un semianello.

Dimostrazione. Ovviamente ∅ ∈ A ×B visto che ∅ ∈ A e ∅ ∈ B.
Per concludere, dati A × B,A′ × B′ ∈ A × B, mostriamo esplicitamente una scrittura

dell’intersezione e della differenza che rispetti le proprietà che deve avere un semianello:

(A×B) ∩ (A′ ×B′) = (A ∩ A′)× (B ∩B′) ,

(A×B) \ (A′ ×B′) = ((A \ A′)×B) t ((A ∩ A′)× (B \B′)) .
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Definizione 6.4. Dati (X,A , µ) e (Y,B, ν) spazi di misura, denotiamo con µν la funzione
µν : A ×B → [0,+∞] definita in modo che

∀A×B ∈ A ×B : µν(A×B) = µ(A)ν(B) .

Teorema 6.5. Dati (X,A , µ) e (Y,B, ν) spazi di misura, allora (X×Y,A ×B, µν) è uno spazio
di misura elementare, dove A ×B e µν sono definiti nelle Definizioni 6.2 e 6.4.

Dimostrazione. Avendo già verificato che A × B è un semianello nella Proposizione 6.3, è
sufficiente mostrare che µν è σ-additiva.

Sia (An ×Bn)n∈N ⊆ A ×B una partizione disgiunta di A×B.
Per ogni x ∈ X, essendo gli An ×Bn disgiunti, risulta⊔

n∈N

Jx(An ×Bn) = Jx(A×B) =⇒
∑
n∈N

ν (Jx(An ×Bn)) = ν (Jx(A×B)) , (6.1)

dove nell’implicazione abbiamo applicato la σ-additività di ν.
Applicando la sola definizione della misura prodotto e dell’integrale per funzioni semplici,

fissato C ×D ∈ A ×B, abbiamo

µν(C ×D) = µ(C)ν(D) =

ˆ
X

χC(x)ν(D) dµ(x) =

ˆ
X

ν (Jx(C ×D)) dµ(x) , (6.2)

dove l’ultima uguaglianza segue dalla facile identità ν (Jx(C ×D)) = χC(x)ν(D).
Ora unendo le Equazioni (6.1) e (6.2), sfruttando il Corollario 5.13, otteniamo

µν(A×B) =

ˆ
X

ν(Jx(A×B)) dµ(x) =

ˆ
X

∑
n∈N

ν (Jx(An ×Bn)) dµ(x)

=
∑
n∈N

ˆ
X

ν (Jx(An ×Bn)) dµ(x) =
∑
n∈N

µν(An ×Bn) ,

che è la tesi cercata.

La proposizione seguente è la prima che rende chiaro il fatto che l’ambiente di lavoro finale po-
trà essere vario. Infatti piuttosto che dimostrarla per soli insiemi misurabili (non ancora definiti) la
si deve dimostrare per insiemi trascurabili qualunque, per poi poterla sfruttare indipendentemente
da quale σ-algebra dei misurabili verrà scelta.

Proposizione 6.6. Dato lo spazio di premisura (X × Y,A ×B, µν), che si è mostrato essere di
premisura nel Teorema 6.5, sia µν∗ : P(X × Y )→ [0,+∞] la misura esterna associata a µν.

Se E ⊆ X × Y è trascurabile rispetto a µν∗, allora per µ-quasi ogni x ∈ X l’insieme JXx (E) è
trascurabile16 rispetto alla misura ν.

Dimostrazione. Chiamiamo µ∗, ν∗ le misure esterne, definite come nella Proposizione 2.2, associate
alle misure17 µ, ν.

Per δ > 0, sia Xδ l’insieme degli x ∈ X tali che ν∗(JXx (E)) ≥ δ e sia mδ = µ∗(Xδ).
Essendo E trascurabile, se per assurdo mδ > 0, esiste una famiglia di rettangoli (Ai×Bi)i∈N ⊆

A ×B la cui unione contiene E e tali che∑
i∈N

µ(Ai)ν(Bi) =
∑
i∈N

µν(Ai ×Bi) < δmδ .

16Il fatto che un insieme sia trascurabile non implica che sia misurabile come osservato nella Definizione 1.13.
17Uno spazio di misura è sempre ovviamente anche uno spazio di premisura.
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Chiamiamo f : X → [0,+∞] la funzione definita come

f(x) =
∑
i∈N

χAi(x)ν(Bi)

e notiamo subito che f è una funzione misurabile positiva, per la Proposizione 4.14, essendo una
serie numerabile di funzioni indicatrici di misurabili.

Per la sola definizione di misura esterna si ottiene che per ogni x ∈ X

f(x) =
∑
i∈N

χAi(x)ν(Bi) ≥ ν∗(JXx (E)) ,

poiché i Bi, tali che i rispettivi Ai contengano x, sono un ricoprimento numerabile di JXx (E).
Allora, applicando quest’ultima disuguaglianza aggiungendo l’ipotesi x ∈ Xδ, otteniamo il

contenimento Xδ ⊆ {x ∈ X : f(x) ≥ δ} e quindi ne ricaviamo che l’insieme {x ∈ X : f(x) ≥ δ}
ha misura18 maggiore o uguale a mδ. Quindi il Teorema 5.22 (Disuguaglianza di Chebyshev) ci
assicura che ‖f‖1 ≥ δmδ.

Però, applicando il Corollario 5.13, otteniamo

δmδ ≤ ‖f‖1 =

ˆ
X

∑
i∈N

χAi(x)ν(Bi) dµ(x) =
∑
i∈N

ˆ
X

χAi(x)ν(Bi) dµ(x) =
∑
i∈N

µ(Ai)ν(Bi) < δmδ ,

che mostra l’assurdo e dimostra mδ = 0.
Per concludere basta notare che l’insieme degli x ∈ X tali che ν∗(JXx (E)) > 0 si ottiene come

unione numerabile degli X 1
i
, che sono tutti trascurabili, ed è perciò trascurabile anch’esso per la

Nota 1.14 come voluto.

Definizione 6.7. Dati (X,A , µ) e (Y,B, ν) spazi di misura, chiamiamo A ⊗B ⊆ P(X × Y ) la
σ-algebra generata da A ×B.

Proposizione 6.8. Dati (X,A , µ) e (Y,B, ν) spazi di misura ed E ∈ A ⊗ B, le sue sezioni
trasversali sono misurabili, cioè

∀x ∈ X : JXx (E) ∈ B ,

∀y ∈ Y : JYy (E) ∈ A .

Dimostrazione. Sia C ⊂ P(X × Y ), l’insieme dei sottoinsiemi di X × Y tali che tutte le sezioni
trasversali (come definite implicitamente nell’enunciato) sono misurabili. Dimostriamo ora che
A ×B ⊆ C e che C è una σ-algebra.

Dato un rettangolo A × B ∈ A ×B, è chiaro che le sue sezioni trasversali o sono A o B o
vuote e in ogni caso risultano misurabili, perciò vale A× B ∈ C e visto che il rettangolo è stato
scelto arbitrariamente se ne ricava A ×B ⊆ C .

Dato E ∈ C , è chiaro che Ec ∈ C , visto che le sezioni del complementare sono il complementare
delle sezioni e perciò sono anch’esse misurabili.

Data una successione (Ei)i∈N, le sezioni dell’unione
⋃
i∈NEi sono facilmente l’unione delle

sezioni e quindi anch’esse misurabili. Perciò, per definizione di C , anche
⋃
i∈NEi ∈ C . Allora

unendo quanto detto si ricava come cercato che C è una σ-algebra.
Per concludere basta ricordare che A ⊗B è la più piccola σ-algebra che contiene A ×B e

visto che C è una σ-algebra che contiene A ×B, deve essere A ⊗B ⊆ C . Allora E ∈ A ⊗B
implica E ∈ C e per definizione di C questo comporta la tesi.

18Qui si può parlare di misura e non di misura esterna poiché f è una funzione misurabile.
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Definizione 6.9. Dati (X,A , µ) e (Y,B, ν) spazi di misura, chiamiamo (X × Y,A ⊗B, µν) lo
spazio di misura prodotto, dove µν è la riduzione alla sola σ-algebra generata da A ×B della
misura, associata alla premisura µν, assicurataci dal Teorema 2.4 (Estensione di Carathéodory).

Ora che abbiamo fissato la σ-algebra dei misurabili, fermiamoci un attimo a riflettere sulla
scelta. Perché piuttosto non abbiamo scelto il suo completamento? Oppure perché non abbiamo
scelto la σ-algebra degli insiemi che hanno ogni sezione misurabile? Il motivo è che nessuna di
queste ci avrebbe assicurato, nel caso generale, la veridicità della Proposizione 6.8 e dei teoremi
che seguiranno.

Ora andiamo a dimostrare i teoremi di Fubini e Tonelli, che permettono di scambiare integrali,
nel caso in cui i misurabili siano proprio A ⊗B. In seguito li ridimostreremo, in maniera più
concisa, nel caso in cui le misure di partenza siano complete e i misurabili piuttosto che essere
A ⊗B, sono il suo completamento.

Le dimostrazioni che seguono fondamentalmente vanno per passi e dimostrano la commu-
tazione tra integrali per funzioni gradualmente più complicate: indicatrici di insiemi, semplici,
misurabili positive ed infine integrabili.

D’ora in poi parleremo dello spazio di misura prodotto dando per scontato la notazione associa-
ta ai singoli spazi di misura, cioè se parliamo di (X×Y,A ⊗B, µν) è sottointeso che corrisponde
agli spazi di misura (X,A , µ) e (Y,B, ν).

Nota 6.10. Dato lo spazio di misura prodotto (X × Y,A ⊗B, µν) ed una funzione f : X → R
misurabile in (X,A , µ), la funzione associata f̂ : X × Y → R definita come f̂(x, y) = f(x) è
misurabile.

Dimostrazione. Sfruttando le proprietà basilari della controimmagine e la definizione di f̂ , per
ogni A aperto di R, otteniamo

f̂−1(A) = f−1(A)× Y .

Allora, essendo f−1(A) misurabile in (X,A , µ) per l’ipotesi di misurabilità di f ed Y ∈ B,
abbiamo l’appartenenza f̂−1(A) ∈ A × B e cioè f̂−1(A) misurabile nel prodotto. Ma poiché
questo è valido per ogni A aperto di R ne concludiamo che f̂ è misurabile nel prodotto.

Proposizione 6.11. Dato lo spazio di misura prodotto (X × Y,A ⊗ B, µν), per ogni insieme
misurabile E ∈ A ⊗B σ-finito vale la seguente espressione per la misura:

µν(E) =

ˆ
X

ν
(
JXx (E)

)
dµ(x) =

ˆ
Y

µ
(
JYy (E)

)
dν(y) .

Dimostrazione. Dimostriamo solo la prima uguaglianza della tesi, la seconda risulterà di conse-
guenza vera per simmetria.

Sia E ⊆ A ⊗B l’insieme degli insiemi misurabili sul prodotto con misura finita che rispettano
la tesi19 (solo la prima uguaglianza).

Dimostriamo che E contiene i rettangoli ed è chiuso per intersezione numerabile monotona e
unione numerabile disgiunta.

Sfruttando solo le definizioni degli operatori in gioco, si ha

∀A×B ∈ A ×B : µν(A×B) = µ(A)ν(B) =

ˆ
X

χA(x)ν(B) dµ(x) =

ˆ
X

ν
(
JXx (A×B)

)
dµ(x)

e questo dimostra che A ×B ⊆ E come voluto.

19Più correttamente E contiene gli insiemi tali che gli integrali dell’enunciato sono ben definiti e coincidono.
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Fissati (Ei)i∈N ⊆ E disgiunti, è banale verificare

⊔
i∈N

JXx (Ei) = JXx

(⊔
i∈N

Ei

)
,

da cui segue, ricordando che la tesi vale per gli Ei ed applicando la commutazione tra integrale e
serie mostrata nel Corollario 5.13, l’uguaglianza

µν

(⊔
i∈N

Ei

)
=
∑
i∈N

µν(Ei) =
∑
i∈N

ˆ
X

ν
(
JXx (Ei)

)
dµ(x)

=

ˆ
X

∑
i∈N

ν
(
JXx (Ei)

)
dµ(x) =

ˆ
X

ν

(
JXx

(⊔
i∈N

Ei

))
.

Quest’ultima uguaglianza dimostra, nel caso in cui l’unione degli Ei abbia misura finita, che⊔
i∈NEi ∈ E e perciò, vista la scelta arbitraria degli Ei, ne ricaviamo che E è chiuso per unione

disgiunta.
Infine siano (Ei)i∈N ⊆ E che si contengono decrescentemente Ei+1 ⊆ Ei.
Allora, ricordando il Corollario 1.22 e il Teorema 5.30 (Convergenza dominata di Lebesgue),

otteniamo

µν

(⋂
i∈N

Ei

)
= lim

i∈N
µν(Ei) = lim

i∈N

ˆ
X

ν
(
JXx (Ei)

)
dµ(x)

=

ˆ
X

lim
i∈N

ν
(
JXx (Ei)

)
dµ(x) =

ˆ
X

ν

(
JXx

(⋂
i∈N

Ei

))
dµ(x) ,

dove nei vari passaggi abbiamo usato implicitamente che gli Ei si contengono vicendevolmente. È
facile verificare che quanto scritto equivale a dire

⋂
i∈NEi ∈ E , perciò, sempre per l’arbitrarietà

della scelta degli Ei, ne segue che E è chiuso per intersezione monotona.

Per quanto detto, seguendo la notazione del Corollario 2.9, abbiamo dimostrato che
̂̂

A ×BF
F

è un sottoinsieme di E e perciò appunto per il Corollario 2.9 fissato F ∈ A ⊗B di misura finita,
visto che A ⊗B è un sottoinsieme dei misurabili secondo Carathéodory, esiste E ∈ E che contiene
F e tale che µν(E \ F ) = 0.

Però per la Proposizione 6.6 l’insieme trascurabile E\F ha quasi ogni sezione trascurabile a sua
volta. Allora applicando la Proposizione 6.8 e ricordando il Lemma 5.24 ne discende banalmente
che E \ F ∈ E . Perciò vale

µν(F ) = µν(E)− µν(E \ F ) =

ˆ
X

ν
(
JXx (E)

)
dµ(x)−

ˆ
X

ν
(
JXx (E \ F )

)
dµ(x)

=

ˆ
X

ν
(
JXx (E)

)
− ν

(
JXx (E \ F )

)
dµ(x) =

ˆ
X

ν
(
JXx (F )

)
dµ(x) ,

dove nei passaggi intermedi abbiamo ripetutamente usato che E contiene F . Ma l’identità equivale
a F ∈ E e perciò, poiché F è un qualsiasi insieme misurabile sul prodotto con misura finita, è
dimostrato che ogni insieme di misura finita appartiene a E .

Per concludere la dimostrazione sia G ∈ A ⊗B un insieme misurabile σ-finito. Per l’ipotesi
di σ-finitezza, esiste una famiglia (Fi)i∈N ⊆ A ⊗ B di insiemi disgiunti di misura finita la cui
unione coincide con G.
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Ricordando la dimostrazione del fatto che E è chiuso per unione disgiunta, notiamo che ab-
biamo già dimostrato che l’unione disgiunta di elementi di E rispetta anch’essa la tesi, indipen-
dentemente dal fatto che sia anch’essa di misura finita o meno. Questo però dimostra che la tesi
vale anche per G visto che Fi ∈ E , essendo misurabili di misura finita, e G si può scrivere come
unione numerabile disgiunta degli Fi.

Teorema 6.12 (Tonelli). Dato (X × Y,A ⊗B, µν) uno spazio prodotto, per ogni funzione f :
X × Y → R misurabile positiva a supporto σ-finito vale

ˆ
X×Y

f(u) dµν(u) =

ˆ
X

ˆ
Y

f(x, y) dν(y) dµ(x) =

ˆ
Y

ˆ
X

f(x, y) dµ(x) dν(y) .

Dimostrazione. Sia E l’insieme delle funzioni misurabili con supporto σ-finito che rispettano la
prima uguaglianza della tesi (è ovvio che se dimostriamo la prima uguaglianza, la seconda segue
per simmetria).

La Proposizione 6.11 implica che, per ogni E ∈ A ⊗B σ-finito, vale

ˆ
X×Y

χE(u) dµν(u) = µν(E) =

ˆ
X

ν
(
JXx (E)

)
dµ(x) =

ˆ
X

ˆ
Y

χE(x, y) dν(y) dµ(x) ,

che equivale a dire che le funzioni indicatrici dei misurabili σ-finiti appartengono a E .
Inoltre, per la linearità dell’operatore di integrale, è facile convincersi che E , visto che contiene

le indicatrici degli insiemi misurabili σ-finiti, contiene anche le funzioni semplici positive a supporto
σ-finito.

Per concludere sia f : X × Y → R una funzione misurabile a supporto σ-finito. Per il
Corollario 4.18 esiste una famiglia crescente (fi)i∈N di funzioni semplici positive che convergono
puntualmente ad f . Essendo f a supporto σ-finito ed essendo le fi sempre minori di f anche il
loro supporto è σ-finito e perciò fi ∈ E per ogni i ∈ N.

Infine, applicando ripetutamente il Teorema 5.12 (Beppo Levi) e ricordando la monotonia
dell’integrale, otteniamo

ˆ
X×Y

f(u) dµν(u) = lim
i∈N

ˆ
X×Y

fi(u) dµν(u) = lim
i∈N

ˆ
X

ˆ
Y

fi(x, y) dν(y) dµ(x)

=

ˆ
X

(
lim
i∈N

ˆ
Y

fi(x, y) dν(y)

)
dµ(x) =

ˆ
X

ˆ
Y

lim
i∈N

fi(x, y) dν(y) dµ(x)

=

ˆ
X

ˆ
Y

f(x, y) dν(y) dµ(x)

e questo dimostra f ∈ E concludendo la dimostrazione.

Teorema 6.13 (Fubini). Dato (X × Y,A ⊗B, µν) uno spazio prodotto, per ogni funzione f :
X × Y → R integrabile vale

ˆ
X×Y

f(u) dµν(u) =

ˆ
X

ˆ
Y

f(x, y) dν(y) dµ(x) =

ˆ
Y

ˆ
X

f(x, y) dµ(x) dν(y) ,

dove le funzioni f(x, ·) : Y → [0,+∞] e f(·, y) : X → [0,+∞] risultano integrabili solo quasi
ovunque e perciò anche gli integrali

´
Y
f(x, y) dν(y) e

´
X
f(x, y) dµ(x) risultano definiti solo quasi

ovunque, ma questo non cambia il valore dell’integrale esterno in virtù del Corollario 5.25.
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Dimostrazione. Ancora una volta dimostriamo solo la prima uguaglianza, visto che la seconda
segue poi per simmetria.

Decomponiamo, come nella Definizione 5.17, la funzione f nelle funzioni positive f+, f− :
X × Y → R. Le funzioni f+, f− sono integrabili a loro volta, come osservato nella Nota 5.18, e
perciò per il Corollario 5.23 hanno supporto σ-finito.

Allora da qui si conclude banalmente sfruttando la linearità dell’operatore di integrale e il
Teorema 6.12 (Tonelli):

ˆ
X×Y

f(u) dµν(u) =

ˆ
X×Y

f+(u) dµν(u)−
ˆ
X×Y

f−(u) dµν(u)

=

ˆ
X

ˆ
Y

f+(x, y) dν(y) dµ(x)−
ˆ
X

ˆ
Y

f−(x, y) dν(y) dµ(x)

=

ˆ
X

(ˆ
Y

f+(x, y) dν(y)−
ˆ
Y

f−(x, y) dν(y)

)
dµ(x)

=

ˆ
X

ˆ
Y

f+(x, y)− f−(x, y) dν(y) dµ(x) =

ˆ
X

ˆ
Y

f(x, y) dν(y) dµ(x) ,

dove abbiamo implicitamente sfruttato che, come osservato nella Proposizione 5.26, il fatto che la
somma di funzioni integrabili sia definita solo quasi ovunque non influisce sul valore dell’integrale
doppio.

Ora che abbiamo terminato la trattazione nel caso in cui i misurabili siano A ⊗B, tratteremo
il caso in cui entrambe le misure iniziali sono complete e A ⊗B piuttosto che essere la σ-algebra
generata dai rettangoli è il suo completamento rispetto alla misura prodotto. Ridimostreremo
perciò gli ultimi tre risultati soffermandoci unicamente sulle differenze negli enunciati e nelle
dimostrazioni nel caso di misure complete.

D’ora in poi assumiamo implicitamente che (X,A , µ) e (Y,B, ν) siano spazi di misura com-
pleti.

Definizione 6.14. Indichiamo con (X×Y,A ⊗B, µν)20 il completamento dello spazio di misura
(X × Y,A ⊗B, µν).

Proposizione 6.15. Dato lo spazio di misura prodotto (X × Y,A ⊗B, µν), per ogni insieme
misurabile E ∈ A ⊗B σ-finito vale la seguente espressione per la misura:

µν(E) =

ˆ
X

ν
(
JXx (E)

)
dµ(x) =

ˆ
Y

µ
(
JYy (E)

)
dν(y) ,

dove le funzioni integrande ν
(
JXx (E)

)
e µ

(
JYy (E)

)
sono definite solo quasi ovunque, ma questo

non cambia il valore dell’integrale in virtù del Corollario 5.25.

Dimostrazione. La dimostrazione procede pedissequamente a quella della Proposizione 6.11, tran-
ne che quando si afferma che grazie alla Proposizione 6.6 gli insiemi trascurabili risultano avere
quasi tutte le sezioni misurabili di misura nulla. Infatti nel dimostrarlo si sfruttava la Proposizio-
ne 6.8, che in questo caso non si può più applicare. Ridimostriamo perciò il fatto citato in questo
caso.

Sia N ∈ A ⊗B trascurabile. Allora per la Proposizione 6.6, per µ-quasi ogni x ∈ X l’insieme
JXx (N) risulta trascurabile. Ma allora per la completezza della misura µ, si ottiene anche che
quasi ovunque JXx (N) è misurabile di misura nulla e questo è proprio quanto serve.

20Compiamo ora un leggerissimo abuso di notazione, visto che µν è già la misura su A ⊗B piuttosto che sul
suo completamento.
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È importante notare che è proprio in questo passaggio che si sfrutta la completezza delle
misure ed è sempre qui che diventa necessaria la precisazione nell’enunciato dell’esistenza solo
quasi ovunque delle funzioni integrande.

Teorema 6.16 (Tonelli). Dato (X × Y,A ⊗B, µν) uno spazio prodotto, per ogni funzione f :
X × Y → R misurabile positiva a supporto σ-finito vale

ˆ
X×Y

f(u) dµν(u) =

ˆ
X

ˆ
Y

f(x, y) dν(y) dµ(x) =

ˆ
Y

ˆ
X

f(x, y) dµ(x) dν(y) ,

dove le funzioni f(x, ·) : Y → [0,+∞] e f(·, y) : X → [0,+∞] risultano misurabili solo quasi
ovunque e perciò anche gli integrali

´
Y
f(x, y) dν(y) e

´
X
f(x, y) dµ(x) risultano definiti solo quasi

ovunque, ma questo non cambia il valore dell’integrale esterno in virtù del Corollario 5.25.

Dimostrazione. Anche in questo caso la dimostrazione ricopia quella del Teorema 6.12 (Tonelli),
con la lieve differenza che, al posto di sfruttare la Proposizione 6.11, sfrutta la Proposizione 6.15
che ha ovviamente enunciato analogo solo che tratta il caso di misure complete. Proprio per il
fatto che sfrutta la Proposizione 6.15, che assicura la definizione delle funzioni solo quasi ovun-
que, nell’enunciato si deve specificare che le funzioni e i relativi integrali sono definiti solo quasi
ovunque.

Teorema 6.17 (Fubini). Dato (X × Y,A ⊗B, µν) uno spazio prodotto, per ogni funzione f :
X × Y → R integrabile vale

ˆ
X×Y

f(u) dµν(u) =

ˆ
X

ˆ
Y

f(x, y) dν(y) dµ(x) =

ˆ
Y

ˆ
X

f(x, y) dµ(x) dν(y) ,

dove le funzioni f(x, ·) : Y → [0,+∞] e f(·, y) : X → [0,+∞] risultano misurabili solo quasi
ovunque e perciò anche gli integrali

´
Y
f(x, y) dν(y) e

´
X
f(x, y) dµ(x) risultano definiti solo quasi

ovunque, ma questo non cambia il valore dell’integrale esterno in virtù del Corollario 5.25.

Dimostrazione. Si dimostra identicamente a come si è dimostrato il Teorema 6.13 (Fubini), solo
che, al posto di applicare il Teorema 6.12 (Tonelli), si applica il Teorema 6.16 (Tonelli).

Per concludere la sezione, lasciamo per esercizio al lettore di verificare che le seguenti situazioni,
ovviamente carenti delle ipotesi necessarie, falsificano le ipotesi dei teoremi di Fubini e Tonelli.

Esercizio 6.18. Chiamando (X,A , µ) e (Y,B, ν) due spazi di misura e f : X × Y → R una
funzione dal prodotto degli spazi, mostrare che nei seguenti casi non vale almeno una parte degli
enunciati di Fubini e Tonelli.

1. Se X = Y = R, A = B = P(R), µ è la misura contapunti (cioè la misura che restituisce
il numero di elementi se l’insieme è finito ed +∞ altrimenti), ν la misura che restituisce 0
se l’insieme è finito e +∞ se è infinito ed infine f è la funzione indicatrice della diagonale
{(x, y) ∈ X × Y : x = y}.

2. Se X = Y = R, A ,B coincidono con i Boreliani di R, µ = ν = m1 e la funzione f è la
funzione indicatrice dell’insieme [ 0, 1 ]×V dove V è un insieme trascurabile non misurabile
per Lebesgue.

3. Se X = Y = R, A = B = M1, µ = ν = m1 e la funzione f è definita come f(x, y) =
x2−y2

(x2+y2)2
· χ[ 0, 1 ]×[ 0, 1 ](x, y).
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7 L’integrazione negli spazi euclidei

Approfondiamo ora la teoria dell’integrazione nell’ambientazione più classica: lo spazio Rn munito
della misura di Lebesgue.

Mostreremo che l’integrale di Lebesgue non è che una generalizzazione dell’integrale di Rie-
mann e che la misura prodotto definibile su Rn a partire dalla misura sulla retta reale coincide
proprio con la misura mn. Questi due risultati forniranno, a meno di applicare i teoremi di Fubini
e Tonelli, i metodi primari per calcolare gli integrali in più dimensioni.

La seconda parte della sezione sarà completamente votata alla dimostrazione della formula
del cambio di variabile, che necessita di un gran numero di lemmi e di un teorema, il teorema di
Radon-Nikodym, che lasceremo indimostrato.

Proposizione 7.1. La σ-algebra prodotto completata Mn ⊗Mm dei misurabili di Rn e Rm

coincide con la σ-algebra dei misurabili di Rn+m.

Dimostrazione. Lavoriamo sulla σ-algebra prodotto non completata Mn ⊗Mm, per poi ottenere
l’enunciato ricordando che il completamento dei Boreliani sono i misurabili.

Ricordando la Definizione 3.1, poiché valgono ovviamente i contenimenti Sn ⊆ Mn e Sm ⊆
Mm, è facile ricavarne che Sn+m ⊆ Mn ⊗Mm. Ma allora, applicando la Proposizione 3.14 e
ricordando cheMn⊗Mm è una σ-algebra, otteniamo che i Boreliani sono contenuti inMn⊗Mm.

Sia E1×E2 ∈Mn×Mm. Per il Teorema 3.19, esistono A1, A2 Boreliani e N1, N2 trascurabili,
rispettivamente in Rn e Rm, tali che E1 = A1tN1 e E2 = A2tN2. Perciò, grazie alla distributività
del prodotto insiemistico rispetto all’unione disgiunta, otteniamo

E1 × E2 = (A1 tN1)× (A2 tN2) = (A1 × A2) t (A1 ×N2 t A2 ×N1 tN1 ×N2) .

Però l’insiemeA1×N2tA2×N1tN1×N2 è trascurabile per la Proposizione 3.34 e l’insiemeA1×A2 è
un Boreliano in quanto prodotto di Boreliani21, allora applicando ancora il Teorema 3.19 si ottiene
E1 × E2 ∈ Mn+m. Vista la generalità della scelta di E1 × E2, quanto appena mostrato implica
cheMn×Mm ⊆Mn+m e visto cheMn+m è una σ-algebra se ne ricava cheMn⊗Mm ⊆Mn+m.

Per quanto appena detto e poiché Mn ⊗Mm contiene i Boreliani, ricordando la Proposizio-
ne 3.18, è ovvio concluderne che il suo completamento22 Mn ⊗Mm coincide con l’insieme dei
misurabili.

Proposizione 7.2. Data una funzione f : [ a, b ]→ R, se essa è integrabile secondo Riemann ed
integrabile secondo Lebesgue allora i due integrali coincidono.

Dimostrazione. Nel caso in cui la funzione sia integrabile secondo Riemann (e quindi anche li-
mitata, dando senso agli inf, sup che compariranno nelle formule), il valore dell’integrale secondo
Riemann corrisponde all’estremo superiore delle somme inferiori alla Riemann23

ˆ b

a

f(x) dx = sup

{
k−1∑
i=0

(xi+1 − xi)
(

inf
t∈[xi, xi+1 )

f(t)

)
: a = x0 < x1 < · · · < xk−1 < xk = b

}
,

ed anche all’estremo inferiore delle somme superiori alla Riemann

ˆ b

a

f(x) dx = inf

{
k−1∑
i=0

(xi+1 − xi)

(
sup

t∈[xi, xi+1 )

f(t)

)
: a = x0 < x1 < · · · < xk−1 < xk = b

}
.

21Lasciamo al lettore la dimostrazione che il prodotto di Boreliani è un Boreliano.
22È fondamentale notare che la misura indotta dal prodotto e la misura di Lebesgue coincidono in virtù della

Proposizione 2.11 e di conseguenza anche l’operatore di completamento di una σ-algebra è coincidente.
23Indicheremo con

´ b

a
l’integrale di Riemann, e con

´
[ a, b ]

l’integrale di Lebesgue.
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Data una partizione a = x0 < x1 < · · · < xk−1 < xk = b dell’intervallo [ a, b ], definiamo le
funzioni

f−x0,x1,...,xk(x) =
k−1∑
i=0

χ[xi, xi+1 )(x) · inf
t∈[xi, xi+1 )

f(t) ,

f+
x0,x1,...,xk

(x) =
k−1∑
i=0

χ[xi, xi+1 )(x) · sup
t∈[xi, xi+1 )

f(t) .

Con le definizioni mostrate è facile accorgersi che l’integrale di Riemann allora è l’estremo
superiore dell’integrale di Lebesgue delle funzioni semplici f−x0,...,xk su tutte le partizioni e analoga-
mente l’estremo inferiore dell’integrale di Lebesgue delle funzioni semplici f+

x0,...,xk
ancora su tutte

le partizioni. Allora, per la monotonia dell’integrale di Lebesgue è facile accorgersi cheˆ
[ a, b ]

f(x) dx ≤

inf
a=x0<···<xk=b

{ˆ
[ a, b ]

f+
x0,...,xk

(x) dx

}
=

ˆ b

a

f(x) dx = sup
a=x0<···<xk=b

{ˆ
[ a, b ]

f−x0,...,xk(x) dx

}
≤
ˆ

[ a, b ]

f(x) dx

e ciò equivale ovviamente alla tesi.

Dimostriamo ora un caso particolare, ma molto significativo, della formula del cambio di
variabile. Proviamo la formula per il cambio di variabile lineare che verrà poi sfruttata, attraverso
una sorta di passaggio al limite, per dimostrare la formula più generale.

In particolare, e tale procedimento verrà ripetuto varie volte in questa sezione, prima otterremo
un risultato sulla misura di un insieme trasformato da un’applicazione lineare per poi ricavarne
facilmente la formula per il cambio di variabile attraverso l’applicazione della Proposizione 7.3.
L’idea che sta alla base di questo ragionamento è che l’identità riguardante le misure è in realtà
un cambio di variabile riguardante le funzioni indicatrici.

Proposizione 7.3. Fissato A ∈ Mn, siano ϕ : A → Rn una funzione che manda misurabili in
misurabili e ρ : A→ [0,+∞] una funzione misurabile positiva tali che per ogni E ⊆ A misurabile
valga

mn (ϕ(E)) =

ˆ
E

ρ(x) dx .

Allora per ogni funzione integrabile f : Rn → R ed E ⊆ A misurabile sono definiti i seguenti
integrali e vale l’identità ˆ

ϕ(E)

f(y) dmn(y) =

ˆ
E

f(ϕ(x))ρ(x) dmn(x) .

Dimostrazione. Fissato E ⊆ A misurabile, sia F ⊆ L1(Rn,Mn,mn) l’insieme delle funzioni che
rispettano l’enunciato con tale E.

Assumendo che f sia l’indicatrice di un insieme misurabile finito I ⊆ A, applicando l’ipotesi
sulla relazione tra ϕ e ρ, otteniamoˆ

ϕ(E)

f(y) dmn(y) =

ˆ
ϕ(E)

χI(y) dmn(y) = mn(ϕ(E) ∩ I) = mn

(
ϕ(E ∩ ϕ−1(I))

)
=

ˆ
ϕ−1(I)∩E

ρ(x) dmn(x) =

ˆ
E

χϕ−1(I)(x)ρ(x) dmn(x) =

ˆ
E

f(ϕ(x))ρ(x) dmn(x) ,
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cioè f appartiene a F e, vista la scelta arbitraria di f , tutte le funzioni indicatrici di insiemi finiti
appartengono a F .

Per la linearità dell’operatore integrale è chiaro che l’insieme delle funzioni che rispettano è
uno spazio vettoriale.

Sia ora (fn)n∈N ⊆ F una successione di funzioni integrabili positive che converge crescente-
mente alla funzione integrabile f .

Dall’ipotesi fn ∈ F abbiamo che
ˆ
ϕ(E)

fn(y) dy =

ˆ
E

fn(ϕ(x))ρ(x) dx . (7.1)

È evidente però che sia le funzioni fn che le funzioni fn ◦ ϕ · ρ sono funzioni misurabili positive
che convergono in modo crescente. Allora passando al limite l’Equazione (7.1), e applicando il
Teorema 5.12 (Beppo Levi), ricaviamo

ˆ
ϕ(E)

f(y) dy =

ˆ
E

f(ϕ(x))ρ(x) dx ,

cioè f ∈ F e quindi, per l’arbitrarietà della successione fn scelta, abbiamo dimostrato che F
è chiusa per convergenza crescente di funzioni integrabili positive (ammesso di rimanere nelle
integrabili).

Unendo quanto detto, abbiamo tutte le ipotesi per applicare il Teorema 4.1924 e ottenerne
quindi che F = L1(Rn,Mn,mn), cioè la tesi.

Proposizione 7.4. Fissata un’applicazione lineare L : Rn → Rn, per ogni E ∈ Mn misurabile
secondo Lebesgue risulta che L(E) è misurabile e rispetta

mn(L(E)) = |detL| ·mn(E) . (7.2)

Dimostrazione. La funzione L essendo lineare è in particolare lipschitziana (con costante la propria
norma) quindi, applicando la Proposizione 3.26, otteniamo che per ogni E misurabile, L(E) è
anch’esso misurabile.

Consideriamo ora la funzione µL : Mn → [0,+∞] definita come µL(E) = mn(L(E)). Per
quanto appena mostrato questa è una buona definizione. Per la Proposizione 1.23 la µL è una
misura. Inoltre, ricordando che la misura di Lebesgue è invariante per traslazione come mostrato
nella Nota 3.21, si ottiene

∀v ∈ Rn : µL(E + v) = mn(L(E + v)) = mn(L(E) + Lv) = mn(L(E)) = µL(E)

che equivale a dire che µL è invariante per traslazione. Allora possiamo applicare il Teorema 3.2225

ottenendo che esiste una funzione c : L(Rn,Rn) → [0,+∞] con dominio le applicazioni lineari,
tale che valga

∀L ∈ L(Rn,Rn), E ∈Mn : µL(E) = c(L)mn(E) . (7.3)

Mostriamo ora che c(·) è moltiplicativa e che coindice con il valore assoluto del determinante
sulle applicazioni diagonali e ortogonali. Da questo, sfruttando una decomposizione nota delle

24Bisogna notare che qui sfruttiamo una versione leggermente diversa dell’enunciato, la cui dimostrazione è
analoga. Infatti noi ci interessiamo ad ottenere che F coincida con le funzioni integrabili, non con tutte le misurabili.
Perciò l’enunciato del teorema utilizzato andrebbe modificato aggiungendo il fatto che la convergenza monotona
sia ristretta nelle integrabili.

25Il teorema ci assicura l’identità delle misure solo sui Boreliani, ma i misurabili sono il completamento dei
Boreliani e perciò le due misure coincidono anche sui misurabili.
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applicazioni lineari di Rn, seguirà che coincide con il valore assoluto del determinante su ogni
applicazione lineare e questo è proprio quanto richiesto dalla tesi.

Fissate A,B ∈ L(Rn,Rn) applicazioni lineari ed E ∈ Mn un misurabile non trascurabile,
applicando unicamente l’Equazione (7.3) risulta

c(AB)mn(E) = µAB(E) = mn(AB(E)) = mn(A(B(E))

= µA(B(E)) = c(A)mn(B(E)) = c(A)µB(E) = c(A)c(B)mn(E) ,

da cui si ricava c(AB) = c(A)c(B) dividendo per mn(E). Perciò c è moltiplicativa.
Sia D ∈ L(Rn,Rn) un’applicazione diagonale, in particolare siano (λi)1≤i≤n i valori sulla

diagonale. Allora è facile ricavare

D ([ 0, 1 )× [ 0, 1 )× · · · × [ 0, 1 )) = [ 0, λ1 )× [ 0, λ2 )× · · · × [ 0, λn ) ,

da cui, applicando ad entrambi i membri la misura di Lebesgue, si ottiene

c(D) = c(D)mn ([ 0, 1 )× · · · × [ 0, 1 )) = µD ([ 0, 1 )× · · · × [ 0, 1 ))

= mn ([ 0, λ1 )× · · · × [ 0, λn )) = |λ1| · |λ2| · · · |λn| = |det(D)|

che equivale a dire che c(·) e |det(·)| coincidono sulle matrici diagonali.
Fissata un’applicazione O ∈ L(Rn,Rn) ortogonale, chiamando P la palla unitaria di Rn è

ovvio che O(P ) = P . Da questo, applicando ad entrambi i membri la misura di Lebesgue, si
ricava µO(P ) = mn(P ) e, ricordando che P non è trascurabile, ne discende c(O) = 1. Ma O è
ortogonale, quindi detO = ±1 e allora è dimostrato anche in questo caso |detO| = c(O).

Infine, data un’applicazione lineare generica L ∈ L(Rn,Rn), sia L = OS la sua decompo-
sizione polare26 dove O è ortogonale e S è simmetrica. Per il teorema spettrale esistono P,D
rispettivamente invertibile e diagonale tali che S = PDP−1. Ricordando le proprietà che rispetta
la funzione c e la moltiplicatività del determinante, ricaviamo

c(L) = c(OPDP−1) = c(O)c(P )c(D)c(P−1) = c(O)c(D)c(P )c(P−1)

= c(O)c(D)c(PP−1) = |detO| · |detD| = |det(OPDP−1)| = |detL| ,

che è equivale a dire che c(·) e |det(·)| coincidono come si voleva.

Corollario 7.5. Fissata un’applicazione lineare L : Rn → Rn, per ogni E ∈ Mn misurabile ed
f : Rn → R integrabile vale la formula per il cambio di variabile lineareˆ

L(E)

f(y) dmn(y) =

ˆ
E

f(L(x)) |detL| dmn(x) .

Dimostrazione. È un’ovvia conseguenza della Proposizione 7.3, visto che le ipotesi di quest’ultima
sono verificate dalla Proposizione 7.4.

I fatti seguenti sono tutti mirati a fornire basi solide ai vari procedimenti di limite necessari
per ottenere la formula per il cambio di variabile. In particolare la continuità L1, cos̀ı è nota
in letteratura la Proposizione 7.7 (Continuità L1), oltre ad essere il fondamento di tutti gli altri
lemmi è importante anche al di là di questa dimostrazione. È infatti un fatto assolutamente non
ovvio che rende possibile ottenere tutti i risultati riguardo la convoluzione integrale.

Bisogna porre un accento sul fatto che la dimostrazione della continuità L1 ricalca quella che
vuole essere la struttura di tutte le dimostrazioni fondazionali della teoria della misura: si inizia
dimostrando l’enunciato per insiemi nel semianello per poi concludere che vale per ogni misurabile
attraverso l’applicazione di chiusure monotone.

26La si ottiene notando che LLt è una matrice simmetrica semidefinita positiva che perciò ammette una “radice
quadrata”.
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Lemma 7.6. Dato T = [ a1, b1 )× · · · × [ an, bn ) ∈ Sn e c = (c1, . . . , cn) ∈ Rn, vale la stima

‖χT ( · + c)− χT ( · )‖1 ≤ 2mn(T )
n∑
i=1

|ci|
bi − ai

.

Dimostrazione. Definiamo la funzione misurabile sc : Rn → R come sc(x) = |χT (x+ c)− χT (x)|.
Sfruttando delle identità insiemistiche e la definizione delle funzioni caratteristiche, è facile

verificare che
sc(x) = χT\(T−c)(x) + χ(T−c)\T (x) .

Inoltre i due insiemi T \ (T − c) e (T − c) \ T hanno la stessa misura in virtù della Proposizio-
ne 3.32, in quanto si può ottenere l’uno dall’altro, a meno del bordo che è però trascurabile, con
un’isometria. Unendo quanto detto e ricordando che l’integrale di una caratteristica è la misura
dell’insieme, è evidente la validità della formula

‖sc‖1 = 2mn (T \ (T − c)) . (7.4)

Vogliamo quindi stimare la misura di T \ (T − c). Se x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn appartiene a
T \ (T − c) allora x ∈ T e x 6∈ T − c. Ma tali appartenenze, passando in coordinate, divengono il
seguente sistema: {

∀i ∈ {1, . . . , n} : ai ≤ xi < bi ,

∃j ∈ {1, . . . , n} : xj < aj − cj ∨ bj − cj ≤ xj .
(7.5)

Definiamo quindi Tj, con j ∈ {1, . . . , n}, come l’insieme dei punti che rispettano il sistema dove
la proprietà nella seconda riga è rispettata da j. Allora, per la subadditività della misura di
Lebesgue, vale

T \ (T − c) ⊆
n⋃
j=1

Tj =⇒ mn (T \ (T − c)) ≤
n∑
j=1

mn(Tj) . (7.6)

Preso x ∈ Tj se cj ≥ 0, come conseguenza dell’Equazione (7.5), vale bj − cj ≤ xj < bj; mentre se
cj < 0 risulta aj ≤ xj < aj − cj. Sia allora I l’intervallo [ bj − cj, bj ), nel caso in cui cj ≥ 0, e
[ aj, aj − cj ) altrimenti. In entrambi i casi la lunghezza di I risulta essere |cj|. Per quanto detto,
ricordando ancora l’Equazione (7.5) è facile accorgersi che vale

Tj ⊆ [ a1, b1 )× · · · × [ aj−1, bj−1 )× I × [ aj+1, bj+1 )× · · · × [ an, bn )

e da questa, per la definizione della misura di Lebesgue su Sn è ovvio ricavarne

mn(Tj) ≤
|cj|

bj − aj

n∏
i=1

(bi − ai) =
|cj|

bj − aj
mn(T ) . (7.7)

Unendo le Equazioni (7.4), (7.6) e (7.7) arriviamo finalmente ad avere

‖sc‖1 ≤ 2mn(T )
n∑
i=1

|ci|
bi − ai

,

che implica che la tesi per definizione di sc.

Proposizione 7.7 (Continuità L1). Data una funzione f : Rn → R integrabile nella misura di
Lebesgue, le funzioni f( · + c) convergono, per c che tende a 0, in norma L1 ad f .
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Dimostrazione. Sia F ⊆ L1(Rn,Mn,mn) l’insieme delle funzioni integrabili per cui l’enunciato è
vero. Chiamiamo poi, per c ∈ Rn, τc : Rn → Rn la traslazione τc(x) = x+ c.

Dimostreremo che le funzioni indicatrici di Sn appartengono ad F , poi che F è uno spazio
vettoriale chiuso per convergenza puntuale monotona ed infine che se due funzioni coincidono
quasi ovunque ed una appartiene ad F allora anche l’altra vi appartiene. L’unione di questi fatti
sarà sufficiente a mostrare che F = L1(Rn,Mn,mn) dimostrando cos̀ı la tesi.

Il Lemma 7.6 dimostra banalmente, considerando il limite per c → 0, che le indicatrici degli
insiemi in Sn appartengono ad F .

Il fatto che F sia uno spazio vettoriale discende direttamente dalla linearità dell’integrale e
dal fatto che il limite di una somma è la somma dei limiti.

Sia (fn)n∈N una successione di funzioni integrabili che appartengono ad F convergenti mono-
tonamente alla funzione f , che assumiamo essere integrabile. Per il Teorema 5.30 (Convergenza
dominata di Lebesgue), le cui ipotesi sono facilmente verificate poiché le funzioni sono dominate
dalla funzione integrabile max(f, f1), le fn convergono ad f anche in norma L1 e perciò, per ogni
ε > 0, esiste m ∈ N tale che ‖fm − f‖1 < ε. Inoltre, una facile conseguenza dell’invarianza per
traslazione della misura di Lebesgue è

‖fm ◦ τc − f ◦ τc‖1 = ‖fm − f‖1 ,

da cui, poiché ‖ · ‖1 rispetta la disuguaglianza triangolare come mostrato nella Proposizione 5.28,
ne otteniamo

‖f ◦ τc − f‖1 ≤ ‖fm ◦ τc − f ◦ τc‖1 + ‖fm − f‖1 + ‖fm ◦ τc − fm‖1 ≤ 2ε+ ‖fm ◦ τc − fm‖1 ,

che passando al massimo limite entrambi i membri e ricordando che fm ∈ F , implica la disugua-
glianza

lim sup
c→0

‖f ◦ τc − f‖1 ≤ 2ε .

Ma quest’ultima disuguaglianza vale per ogni ε > 0 e ciò implica ovviamente che anche f ∈ F .
Date f, g : Rn → R funzioni integrabili equivalenti in L1, con f ∈ F , dimostriamo che g ∈ F .

Anche f ◦ τc e g ◦ τc sono equivalenti in L1 e perciò anche f ◦ τc − f coincide quasi ovunque con
g ◦ τc − g. Unendo quanto detto si ottiene

‖g ◦ τc − g‖1 = ‖f ◦ τc − f‖1 → 0 ,

che implica che anche g appartiene a F .
Sia E la famiglia degli insiemi tali che le loro indicatrici appartengono ad F .
Abbiamo mostrato che Sn ⊆ E . Inoltre il fatto che F sia uno spazio vettoriale implica che

E sia stabile per unione disgiunta e, essendo F chiuso per convergenza puntuale monotona nelle
funzioni integrabili, E risulta stabile per unione e intersezione monotona numerabile negli insiemi
finiti. Quindi risultano verificate le ipotesi del Corollario 2.9 e ne deduciamo che E contiene ogni
misurabile finito a meno di un trascurabile. Ma il fatto che se F contiene una funzione allora
contiene ogni funzione che coincide quasi ovunque con essa implica che E se contiene un insieme
allora contiene anche quelli che coincidono con lui a meno di un trascurabile. Quindi questo
implica E contiene tutti gli insiemi misurabili finiti e perciò F contiene le loro indicatrici.

Concludiamo quindi applicando il Teorema 4.1927, di cui abbiamo controllato essere verificate
tutte le ipotesi, e otteniamo che F contiene tutte le funzioni integrabili.

27Di nuovo sfruttiamo l’enunciato nella forma con insiemi finiti e funzioni integrabili.
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Definizione 7.8 (Media integrale). Definiamo l’operatore
ffl

, chiamato media integrale, come

 
E

f(x) dµ(x) =
1

µ(E)

ˆ
E

f(x) dµ(x) ,

dove E è un insieme misurabile nello spazio di misura (X,A , µ) e f : X → R è una funzione
integrabile nel medesimo spazio di misura.

Nota 7.9. Fissato uno spazio di misura (X,A , µ) e un insieme misurabile E ∈ A l’operatore di
media integrale rispetta le seguenti proprietà:

• Date f, g : X → R funzioni misurabili e a, b ∈ R vale

a

 
E

f(x) dµ(x) + b

 
E

g(x) dµ(x) =

 
E

af(x) + bg(x) dµ(x)

e se f ≤ g allora  
E

f(x) dµ(x) ≤
 
E

g(x) dµ(x) ,

cioè la media integrale è lineare e monotona.

• Fissato c ∈ R vale  
E

c dµ(x) = c .

• Per ogni f : X → R misurabile valgono le stime

inf
x∈E

f(x) ≤
 
E

f(x) dµ(x) ≤ sup
x∈E

f(x) .

Dimostrazione. La linearità, la monotonia e l’identità riguardante la media integrale delle costanti
discendono dalla Definizione 7.8 (Media integrale) applicando le prime proprietà dell’integrale di
Lebesgue.

Per quanto riguarda l’ultima stima, è sufficiente applicare le proprietà già dimostrate per
ottenere

inf
x∈E

f(x) =

 
E

inf
x∈E

f(x) dµ(x) ≤
 
E

f(x) dµ(x) ≤
 
E

sup
x∈E

f(x) dµ(x) = sup
x∈E

f(x) .

Lemma 7.10. Fissato E ∈ Mn un insieme misurabile e f : E → R una funzione integrabile,
definiamo, per ogni r > 0, la funzione fr : E → R come

∀x ∈ E : fr(x) =

´
Br(x)∩E f(t) dt

mn (Br(x))
,

dove Br(x) è la palla aperta di raggio r e centro x. Allora le funzioni fr, che risultano essere
continue, convergono, per r che tende a 0, in norma L1 alla funzione f .
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Dimostrazione. Innanzitutto, per comodità di notazione, allarghiamo il dominio della f ponendo
f(Ec) = {0}, cos̀ı facendo otteniamo

∀r > 0, x ∈ E : fr(x) =

´
Br(x)

f(t) dt

mn(Br(x))
=

 
Br(x)

f(t) dt .

Vale facilmente, per ogni x, y ∈ E, l’identità

|fr(x)− fr(y)| ≤
 
Br(x)

|f(t)− f(t+ (y − x))| dt ≤ ‖f( · )− f( · + (y − x))‖1

mn(Br(0))
,

che grazie alla Proposizione 7.7 (Continuità L1) implica la continuità delle funzioni fr.
Ora verifichiamo, per poi poter applicare il teorema di Tonelli, che la funzione g : Rn×Rn → R

definita come g(x, t) = f(x + t) − f(x) è misurabile nello spazio prodotto Rn × Rn. La funzione
u(x, t) = f(x) è misurabile nel prodotto grazie alla Nota 6.10 e allora anche u(x + t, t) lo è in
quanto composizione di una misurabile con una lineare invertibile. Unendo quanto detto si ha,
come cercato, che g(x, t) = u(x+ t, t)− u(x, t) è misurabile in quanto differenza di misurabili.

Calcoliamo ora la norma L1 della differenza tra f e fr:

‖f − fr‖1 =

ˆ
E

∣∣∣∣f(x)−
 
Br(x)

f(t) dt

∣∣∣∣ dx

=

ˆ
E

∣∣∣∣ 
Br(x)

f(x)− f(t) dt

∣∣∣∣ dx ≤
ˆ
E

 
Br(x)

|f(x)− f(t)| dt dx

=

ˆ
E

 
Br(0)

|f(x)− f(x+ h)| dh dx =

 
Br(0)

ˆ
E

|f(x)− f(x+ h)| dx dh

=

 
Br(0)

‖f(·)− f(·+ h)‖1 dh ≤ sup
h∈Br(0)

‖f(·)− f(·+ h)‖1 , (7.8)

dove nei vari passaggi abbiamo sfruttato il Teorema 6.16 (Tonelli), che si può applicare ricordando
la Proposizione 7.1, e la Nota 7.9.

Per la Proposizione 7.7 (Continuità L1), il valore suph∈Br(0) ‖f(·) − f(· + h)‖1 tende a 0 per
r → 0 e applicando ciò nell’Equazione (7.8) si ricava facilmente la tesi.

Terminati i lemmi preliminari, mostriamo ora la formula per il cambio di variabile. La di-
mostrazione procede in tre passi. In un primo passo, cioè nel Lemma 7.11, proviamo solo una
disuguaglianza, che poi mostreremo essere un’uguaglianza nel Lemma 7.14 e che sarà l’equivalente
della Proposizione 7.4 ma nel caso generale e non in quello lineare. Infine il terzo passo semplicente
trasforma l’enunciato sulla misura di un insieme nella formula per il cambio di variabile.

Per passare da disuguaglianza a uguaglianza sfrutteremo come strumento fondamentale il
teorema di Radon-Nikodym, che asserisce che ogni misura ammette una “densità”, cioè una
funzione tale che il suo integrale su un insieme, rispetto ad un’altra misura, coincide con la
misura dell’insieme. Tale teorema lo lasciamo indimostrato fondamentalmente per la non banalità
della dimostrazione e poiché in queste dispense lo useremo solo come strumento tecnico, senza
approfondire l’argomento.

Lemma 7.11. Fissato Ω ⊆ Rn un aperto, sia ϕ : Ω → Rn una funzione differenziabile con
continuità. Allora vale la seguente disuguaglianza:

∀x ∈ Ω : lim sup
r→0

mn (ϕ (Br(x)))

mn (Br(x))
≤ |det Dϕ(x)| ,

dove Br(x) è la palla aperta di raggio r e centro x e Dϕ è la matrice jacobiana della funzione ϕ.
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Dimostrazione. Fissiamo x̄ ∈ Ω e chiamiamo A = Dϕ(x̄). Allora, per definizione di differenziale,
risulta vero che

ϕ(x̄+ h) = ϕ(x̄) + Ah+ o(h) = ϕ(x̄) + A(h+ o(h)) ∈ ϕ(x̄) + A
(
B|h|+o(h)(0)

)
,

dove abbiamo implicitamente sfruttato che moltiplicare per la norma degli operatori di A non
cambia il fatto che una funzione sia o-piccolo di un’altra.

Da quanto appena detto discende facilmente che, per ogni r > 0, vale

ϕ(Br(x̄)) ⊆ ϕ(x̄) + A
(
Br+o(r)(0)

)
. (7.9)

Essendo però ϕ differenziabile con continuità, è anche localmente lipschitziana e perciò, per il
Corollario 3.31, l’insieme ϕ(Br(x̄)) è misurabile. Allora possiamo applicare la misura di Lebesgue
ad entrambi i membri del contenimento mostrato nell’Equazione (7.9) ottenendo

mn (ϕ(Br(x̄))) ≤ mn

(
ϕ(x̄) + A

(
Br+o(r)(0)

))
= |detA|mn

(
Br+o(r)(x̄)

)
, (7.10)

dove i passaggi sono giustificati dall’invarianza per traslazione della misura di Lebesgue e dalla
Proposizione 7.4. Ma ora, grazie alla n-omogeneità della misura mn, ricaviamo

mn

(
Br+o(r)(x̄)

)
= (1 + o(1))nmn (Br(x̄))

e perciò sostituendo questa nell’Equazione (7.10) arriviamo a

mn (ϕ(Br(x̄))) ≤ (1 + o(1))nmn (Br(x̄)) |detA| ,

che implica banalmente la tesi.

Definizione 7.12. Date due misure µ : A → [0,+∞], ν : A → [0,+∞] sullo stesso spazio
misurabile (X,A ), diciamo che ν è assolutamente continua rispetto a µ, indicandolo con ν � µ,
se per ogni E ∈ A tale che µ(E) = 0 vale ν(E) = 0, cioè se tutti gli insiemi trascurabili per µ
sono trascurabili anche per ν.

Teorema 7.13 (Radon-Nikodym). Dato uno spazio di misura (X,A , µ) σ-finito, se la misura ν :
A → [0,+∞] è assolutamente continua rispetto a µ, allora esiste una funzione ρ : X → [0,+∞]
misurabile rispetto a µ, tale che

∀A ∈ A : ν(A) =

ˆ
A

ρ(x) dµ(x) .

Lemma 7.14. Fissati Ω,Ω′ ⊆ Rn due aperti, sia ϕ : Ω → Ω′ un diffeomorfismo C1. Allora, per
ogni E ⊆ Ω misurabile vale

mn(ϕ(E)) =

ˆ
E

|det Dϕ(x)| dmn(x) ,

dove Dϕ è la matrice jacobiana del diffeomorfismo ϕ.

Dimostrazione. La funzione ϕ, essendo C1, è localmente lipschitziana e di conseguenza, applicando
il Corollario 3.31, manda misurabili in misurabili e trascurabili in trascurabili.

Allora per la Proposizione 1.23 la funzione di insiemi ν = mn ◦ ϕ è una misura, che risulta
essere assolutamente continua rispetto alla misura di Lebesgue poiché ϕ manda trascurabili in

65



7 L’integrazione negli spazi euclidei Teoria della misura elementare

trascurabili. Perciò, per il Teorema 7.13 (Radon-Nikodym), esiste una funzione ρ : Ω → [0,+∞]
misurabile positiva tale che

∀E ∈Mn , E ⊆ Ω : mn(ϕ(E)) =

ˆ
E

ρ dx .

Per la Proposizione 7.3 questo implica che vale anche la formula

∀E ∈Mn , E ⊆ Ω :

ˆ
ϕ(E)

f(y) dy =

ˆ
E

f(ϕ(x))ρ(x) dx (7.11)

per ogni f : Ω′ → R integrabile.
Fissato K ⊆ Ω compatto, poiché ϕ è continua, anche ϕ(K) è compatto e perciò in particolare

ha misura finita. Allora, per la definizione stessa di ρ, la funzione ρ̄ = χK · ρ è integrabile.
A questo punto, usando la medesima notazione dell’enunciato del Lemma 7.10, definiamo le

funzioni ρr, ρ̄r e notiamo che

ρr(x) =

 
Br(x)

ρ(t) dt =

´
Br(x)

ρ(t) dt

mn(Br(0))
=
mn(ϕ(Br(x)))

mn(Br(0))
.

Applichiamo allora il Lemma 7.10 alla funzione ρ̄, ottenendo che ρ̄r converge a ρ̄ in norma L1.
E di conseguenza, per la Proposizione 5.38, questo implica che, a meno di estrarre sottosuccessioni,
ρ̄r converge puntualmente quasi ovunque a ρ̄. Allora, visto che il limite superiore è maggiore del
limite di ogni sottosuccessione, abbiamo ottenuto che per quasi ogni x ∈ K vale

ρ̄(x) ≤ lim sup
r→0

ρ̄r(x) ,

ma per x nella parte interna di K i valori ρ̄r(x) e ρr(x) coincidono per r sufficientemente piccolo,
quindi per quasi ogni x nella parte interna di K abbiamo la disuguaglianza

ρ(x) ≤ lim sup
r→0

ρr(x) = lim sup
r→0

mn(ϕ(Br(x)))

mn(Br(0))
,

da cui, applicando il Lemma 7.11, otteniamo che per quasi ogni x nella parte interna di K

ρ(x) ≤ |det Dϕ(x)| . (7.12)

Vista l’arbitrarietà della scelta di K abbiamo dimostrato che fissato un qualunque compatto, per
quasi ogni valore x nella sua parte interna, vale l’Equazione (7.12).

Chiamiamo N ⊆ Ω l’insieme degli x per cui non è valida l’Equazione (7.12) e sia (Kn)n∈N una
successione di compatti, tali che Kn ⊆ K̊n+1, la cui unione crescente è Ω28. Ogni elemento x ∈ Ω
è definitivamente contenuto nella parte interna di Kn, quindi risulta

N = N ∩ Ω = N ∩
⋃
n∈N

K̊n =
⋃
n∈N

N ∩ K̊n ,

che, poiché N ∩ K̊n è trascurabile per quanto affermato sopra, dimostra che N è trascurabile.

28È un risultato elementare di topologia reale, noto come esaustione tramite compatti, l’esistenza di una tale
successione di compatti per ogni aperto.
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Ma il fatto che N sia trascurabile implica che l’Equazione (7.12) vale per quasi ogni x ∈ Ω e
ciò, unito all’Equazione (7.11), implica che per ogni f : Ω→ R misurabile positiva vale

∀E ∈Mn , E ⊆ Ω :

ˆ
ϕ(E)

f(y) dy ≤
ˆ
E

f(ϕ(x)) |det Dϕ(x)| dx .

Ora giungiamo alla disuguaglianza conclusiva applicando quest’ultima stima sia alla funzione
ϕ sia alla funzione ϕ−1 che, essendo per ipotesi anch’esso un diffeomorfismo C1, rispetterà un
analogo enunciato. Seguendo lo schema annunciato otteniamo che per ogni E ⊆ Ω misurabile
vale

mn(E) =

ˆ
ϕ(ϕ−1(E))

1 dx ≤
ˆ
ϕ−1(E)

|det Dϕ(x)| dx

≤
ˆ
E

∣∣det Dϕ(ϕ−1(x))
∣∣ · ∣∣det Dϕ−1(x)

∣∣ dx =

ˆ
E

1 dx = mn(E) ,

dove abbiamo applicato implicitamente la formula del differenziale dell’inversa e la moltiplicatività
del determinante. Però, poiché primo e ultimo membro coincidono, tutte le disuguaglianze della
catena devono essere uguaglianze e da questo ricaviamo

mn(E) =

ˆ
ϕ−1(E)

|det Dϕ(x)| dx ,

che implica banalmente la tesi.

Teorema 7.15. Fissati Ω,Ω′ ⊆ Rn due aperti, sia ϕ : Ω→ Ω′ un diffeomorfismo C1. Allora, per
ogni E ⊆ Ω misurabile e f : Ω′ → R integrabile, vale

ˆ
ϕ(E)

f(y) dmn(y) =

ˆ
E

f(ϕ(x))|det Dϕ(x)| dmn(x) ,

dove Dϕ è la matrice jacobiana del diffeomorfismo ϕ.

Dimostrazione. È un’ovvia conseguenza della Proposizione 7.3, visto che le ipotesi di questa sono
verificate dal Lemma 7.14.

Ci si accorge subito, svolgendo qualche esercizio in cui è richiesto di applicare il cambio di
variabile, che è spesso ostico applicare il Teorema 7.15 in quanto richiede ipotesi molto stringenti
(in particolare il fatto che ϕ sia un diffeomorfismo tra aperti). Diamo quindi ora una versione più
sporca, ma più utile nella pratica, del medesimo teorema mettendo in luce una delle idee chiave
della teoria della misura: gli insiemi trascurabili sono davvero trascurabili.

Corollario 7.16. Sia ϕ : A → Rn una funzione localmente lipschitziana con A sottoinsieme di
Rn. Assumiamo che esista un aperto Ω ⊆ A tale che valgano le seguenti proprietà:

1. L’insieme A \ Ω è trascurabile;

2. La funzione ϕ ridotta su Ω ha regolarità C1;

3. Chiamando C l’insieme dei punti in Ω tali che il differenziale di ϕ non sia iniettivo, risulta
che C è un insieme trascurabile e ϕ ridotta su Ω \ C è un omeomorfismo con l’immagine.
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Allora, per ogni insieme misurabile E ⊆ ϕ(A) e per ogni f : E → R integrabile, vale la formula
per il cambio di variabile

ˆ
ϕ(E)

f(y) dmn(y) =

ˆ
E

f(ϕ(x))|det Dϕ(x)| dmn(x) ,

dove Dϕ è la matrice jacobiana di ϕ.

Dimostrazione. Per le proprietà del determinante, vale l’identità insiemistica

C = {x ∈ Ω : det Dϕ(x) = 0}

e perciò l’insieme C risulta essere chiuso in quanto coincide con l’insieme degli zeri di una funzione
continua (il determinante è continuo, ed anche Dϕ lo è per ipotesi). Allora abbiamo dimostrato
che C è un chiuso trascurabile.

Definiamo ora Ω = Ω \ C. Per quanto detto su C l’insieme Ω è un aperto e l’insieme A \ Ω è
trascurabile, in quanto è un sottoinsieme di (A \ Ω) ∪ C che è per ipotesi trascurabile.

Definiamo inoltre E = E ∩ Ω. Vale, grazie alle proprietà di Ω evidenziate, la catena di
contenimenti insiemistici

E \ E = E \ Ω ⊆ A \ Ω

e questa dimostra che E \ E è trascurabile in quanto sottoinsieme di un trascurabile.
Inoltre, essendo ϕ localmente lipschitziana per ipotesi, in virtù del Corollario 3.31, anche

l’immagine di E \E tramite ϕ risulta essere trascurabile. Di conseguenza anche l’insieme ϕ(E) \
ϕ(E) è trascurabile in quanto è un sottoinsieme di ϕ(E \ E).

Per concludere le definizioni, chiamiamo ϕ : Ω → Ω
′

= ϕ(Ω) la restrizione di ϕ all’aperto
Ω. La funzione ϕ è C1 in quanto restrizione ad un aperto di una C1 e, per la definizione di
Ω, ha differenziale iniettivo in ogni punto ed è un omeomorfismo con l’immagine. Ma allora,
per un corollario del teorema di inversione locale29, ne deduciamo che Ω

′
è un aperto e ϕ è un

diffeomorfismo C1.
Ricordando le proprietà di ϕ, Ω e E evidenziate, il Corollario 5.25 e, nell’identità centrale, il

Teorema 7.15 (di cui abbiamo verificato tutte le ipotesi), otteniamo la tesi attraverso la catena
d’uguaglianze

ˆ
ϕ(E)

f(y) dy =

ˆ
ϕ(E)

f(y) dy +

ˆ
ϕ(E)\ϕ(E)

f(y) dy

=

ˆ
ϕ(E)

f(y) dy =

ˆ
E

f(ϕ(x))|det Dϕ(x)| dx

=

ˆ
E

f(ϕ(x))|det Dϕ(x)| dx+

ˆ
E\E

f(ϕ(x))|det Dϕ(x)| dx =

ˆ
E

f(ϕ(x))|det Dϕ(x)| dx .

Esercizio 7.17. Calcolare il volume della palla unitaria di R3.

Dimostrazione. Chiamiamo B la palla chiusa di raggio 1 centrata nell’origine di R3. Chiamiamo
ϕ : [ 0, 1 ]× [ 0, π ]× [ 0, 2π ]→ B la funzione definita come

ϕ(r, θ, φ) = (r cos θ, r sin θ cosφ, r sin θ sinφ) .

29Tale teorema, vero in una forma più generale di quella qui usata, afferma che una funzione C1 con differenziale
bigettivo in un punto ammette un’inversa locale in quel punto anch’essa C1.
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La funzione ϕ è suriettiva, ed è anche iniettiva a meno di non considerare i punti (r, θ, φ) in cui
una delle variabili assume uno dei suoi due valori estremali.

Facendo qualche derivata parziale, calcoliamo che lo Jacobiano vale

Dϕ =

 cos θ −r sin θ 0
sin θ cosφ r cos θ cosφ −r sin θ sinφ
sin θ sinφ r cos θ sinφ r sin θ cosφ


e di conseguenza otteniamo

det Dϕ(r, θ, φ) = r2 sin θ .

Ora è facile verificare che la funzione ϕ rispetta tutte le richieste del Corollario 7.16 e di
conseguenza, applicando la formula per il cambio di variabile ed il Teorema 6.16 (Tonelli),
otteniamo

m3(B) =

ˆ
B

d(x, y, z) =

ˆ
ϕ([ 0, 1 ]×[ 0, π ]×[ 0, 2π ])

d(x, y, z)

=

ˆ
[ 0, 1 ]×[ 0, π ]×[ 0, 2π ]

|r2 sin θ| d(r, θ, φ) =

ˆ 1

0

ˆ π

0

ˆ 2π

0

|r2 sin θ| dr dθ dφ

= 2π

(ˆ 1

0

r2 dr

)(ˆ π

0

sin θ dθ

)
= 2π · 1

3
· 2 =

4

3
π

che è proprio il volume richiesto dall’esercizio.

Nota 7.18. Il cambio di variabile che associa alla tripla (r, θ, φ) il punto di R3 con coordinate
(r cos θ, r sin θ cosφ, r sin θ sinφ) è noto con il nome di coordinate sferiche.

Questo cambio di variabile è spesso utile nel calcolo di integrali in R3 poiché il determinante
dello Jacobiano è straordinariamente semplice e permette quindi di sfruttare, evitando lunghi
conti, le eventuali simmetrie che un problema può presentare.
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8 Misura su varietà differenziabili di Rn

Obiettivo di questa sezione è formalizzare i concetti di “lunghezza”, “superficie”, “volume”
utilizzando gli strumenti di teoria della misura affrontati finora.

Vogliamo introdurre innanzitutto il concetto di varietà differenziabile k-dimensionale di Rn,
che sarà la struttura che generalizza la nostra idea di “superficie” e su cui definiremo una misura.
In particolare una varietà differenziabile sarà parametrizzata da funzioni, chiamate immersioni
iniettive, che gli conferiscono le proprietà di regolarità necessarie a definire la misura. Per fare
tutto ciò sfrutteremo la topologia naturalmente indotta da Rn sui suoi sottoinsiemi.

Definizione 8.1. Una funzione f : Ω ⊆ Rk → Rn, con Ω aperto, si dice immersione iniettiva se
è differenziabile con continuità ed è iniettiva con differenziale iniettivo in ogni punto. In tal caso
si dice che f è una parametrizzazione C1 della superficie k-dimensionale f(Ω).

D’ora in poi, quando lavoreremo su un sottoinsieme di Rn, sottoinderemo di star considerando
la topologia di sottospazio indotta su quel sottoinsieme.

Definizione 8.2. Ricalcando la Definizione 3.13, definiamo Boreliani di un sottoinsieme X di Rn

come la σ-algebra generata dagli aperti di X nella topologia indotta e li indichiamo con B(X).

Definizione 8.3. Un sottoinsieme Σ di Rn è una varietà differenziabile k-dimensionale di Rn se
per ogni x ∈ Σ esiste un intorno aperto di x (nella topologia indotta) in Σ che ammette una
parametrizzazione C1 definita su un aperto di Rk.

Lemma 8.4. Data Σ varietà differenziabile k-dimensionale di Rn, esiste un ricoprimento nu-
merabile {Σi}i∈N di Σ tale che, per ogni i ∈ N, Σi è aperto nella topologia di Σ e ammette una
parametrizzazione C1 definita su un aperto Ωi di Rk.

Dimostrazione. Per il Corollario 3.30 la varietà Σ è uno spazio di Lindelöf con la sua topologia di
sottospazio.

Per la definizione stessa di varietà differenziabile k-dimensionale, per ogni punto P ∈ Σ esiste
un suo intorno aperto ΣP (nella topologia di Σ) che ammette parametrizzazione C1. Abbiamo
quindi che {ΣP}P∈Σ è un ricoprimento aperto di Σ e perciò, poiché Σ è uno spazio di Lindelöf,
possiamo estrarne un ricoprimento numerabile, da cui la tesi.

Proposizione 8.5. Ogni aperto A di Rn si può scrivere come unione numerabile crescente di
compatti.

Lemma 8.6. Sia f : Rk → Rn una funzione continua, allora f manda aperti di Rk in Boreliani
di Rn.

Dimostrazione. Dato A aperto di Rk, per la Proposizione 8.5 esiste una successione numerabile
crescente di compatti {Kn}n∈N tale che A =

⋃
n∈NKn. Perciò abbiamo che

f(A) = f

(⋃
n∈N

Kn

)
=
⋃
n∈N

f(Kn) .

L’immagine tramite una funzione continua di un compatto è compatta, quindi f(Kn) è compatto
per ogni n ∈ N e di conseguenza è anche un Boreliano di Rn.

Abbiamo ottenuto perciò che f(A) si può scrivere come unione numerabile di Boreliani, quindi
è anch’esso un Boreliano, come volevamo dimostrare.
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Lemma 8.7. Sia f : X ⊆ Rk → Y ⊆ Rn una funzione continua, allora f è Boreliana, cioè
controimmagine di Boreliani è Boreliana, dove si intendono come Boreliani quelli ottenuti dalla
topologia indotta, come nella Definizione 8.2.

Dimostrazione. La dimostrazione ricalca fondamentalmente quella della Proposizione 4.4, sfrut-
tando che controimmagine di aperti tramite funzioni continue è aperta.

Nota 8.8. Utilizzando la stessa notazione del Lemma 8.4, notiamo che per il Lemma 8.6 l’insieme
Σi è un Boreliano di Rn, per ogni i ∈ N, in quanto immagine di un aperto tramite la funzione
continua fi. Di conseguenza abbiamo anche che Σ = ∪i∈NΣi è un Boreliano, poiché unione
numerabile di Boreliani.

Nota 8.9. Per la Nota 8.8, abbiamo che gli aperti di Σ sono anche Boreliani di Rn, poiché sono
intersezione fra aperti di Rn e Σ, che è un Boreliano di Rn. Perciò in particolare otteniamo che i
Boreliani di Σ sono un sottoinsieme dei Boreliani di Rn.

Abbiamo finalmente tutti gli strumenti per definire la misura di Lebesgue k-dimensionale su
una varietà differenziabile k-dimensionale di Rn. Prima di dare la definizione vera e propria
cerchiamo però di capire quale è la forma che ci aspettiamo da questa misura su delle strut-
ture più semplici di una varietà differenziabile. A prima vista infatti la definizione di misura
k-dimensionale su una varietà differenziabile può sembrare del tutto controintuitiva, senza aver
studiato precedentemente dei casi più semplici.

Consideriamo quindi il caso di un sottospazio vettoriale k-dimensionale V di Rn. Questo è
un esempio speciale di varietà differenziabile k-dimensionale di Rn, in quanto esiste una funzione
lineare L : Rk → Rn, tale che L(Rk) = V , L è bigettiva con la sua immagine e ha facilmente
differenziale iniettivo, in quanto il differenziale di una funzione lineare è la funzione stessa, quindi
L è una parametrizzazione C1 di V .

Data L : Rk → Rn applicazione lineare, esiste sempre la decomposizione polare della matrice
L che è della forma L = U · S, con S = (LT · L)

1
2 : Rk → Rk matrice simmetrica invertibile 30 e

U = L · (LT · L)−
1
2 : Rk → Rn ortogonale, cioè tale che UT · U = I.

Quello che vogliamo da una misura su V è che coincida con quella che potremmo costruire
imitando quello che abbiamo fatto su Rk. Infatti data una base ortonormale di V nessuno ci
vieta di definire l’insieme dei parallelepipedi k-dimensionali di V , come nella Definizione 3.1, e
i loro volumi, come nella Definizione 3.4, e procedere quindi alla costruzione della misura su V
esattamente come abbiamo fatto nella Sezione 3 (Misura di Lebesgue). Questo equivale a dire
che data U : Rk → V isometria lineare (come quella che abbiamo ottenuto dalla decomposizione
polare di L), vorremo che valga σ(E) = mk(U

−1(E)) per ogni E ∈ B(V ), dove abbiamo chiamato
σ la misura su V . Infatti scegliere U : Rk → V isometria lineare equivale a prendere una base
ortonormale di V , mentre imporre σ(E) = mk(U

−1(E)) vuol dire “copiare” la misura di Rk su V .
Calcoliamo quindi a quanto equivale mk(U

−1(E)), dato E ∈ B(V ), in funzione della no-
stra “immersione iniettiva” L. Sfruttando la Proposizione 7.4 e le proprietà del determinante,
otteniamo

mk(U
−1(E)) = mk(S · L−1(E)) = |detS| ·mk(L

−1(E)) =
√

det(LT · L) ·mk(L
−1(E)) ,

in particolare vorremmo quindi che la misura k-dimensionale di E sia uguale a

σ(E) = mk(U
−1(E)) =

ˆ
L−1(E)

√
det(LT · L) dx .

Dopo questa breve digressione, la definizione che stiamo per dare sembrerà meno arbitraria.

30Data A matrice simmetrica definita positiva (che nel nostro caso è LT ·L), esiste sempre una matrice denotata

con A
1
2 che elevata al quadrato dà A.
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Definizione 8.10. Sia E ∈ B(Σ), dove Σ è una varietà differenziabile k-dimensionale di Rn, e
siano {Σi}i∈N e {Ωi}i∈N come nel Lemma 8.4. Chiamiamo inoltre, per ogni i ∈ N, fi : Ωi → Σi

l’immersione iniettiva che parametrizza Σi.
Definiamo la misura di Lebesgue k-dimensionale di E come

σ(E) =
∑
i∈N

σi(E ∩ Fi) ,

dove Fi = Σi \ (∪j<iΣj) e σi è una funzione definita sui Boreliani di Σ a valori in [0,+∞] tale che,
dato B ∈ B(Σ), vale

σi(B) =

ˆ
f−1
i (B)

√
det(Dfi(x)TDfi(x)) dx .

Vogliamo ora dimostrare che quella appena data è una buona definizione, cioè non dipende
dalla scelta di {Σi}i∈N e dalle parametrizzazioni, tutte le quantità sono ben definite e σ è veramente
una misura.

Lemma 8.11. Date f : Ω ⊆ Rk → M e g : Ω′ ⊆ Rk → M parametrizzazioni C1 della superficie
k-dimensionale M , per ogni E ∈ B(M) sono definiti i seguenti integrali e vale che

ˆ
g−1(E)

√
det(Dg(x)TDg(x)) dx =

ˆ
f−1(E)

√
det(Df(x)TDf(x)) dx .

Dimostrazione. Innanzitutto notiamo che, dato E ∈ B(M), i due integrali sono definiti, in quanto
Df(x) e Dg(x) sono continue e f−1(E) e g−1(E) sono Boreliani di Rk. Infatti per la Nota 8.9
E è un Boreliano di Rn, quindi f−1(E) e g−1(E) sono controimmagini di un Boreliano tramite
funzioni continue e di conseguenza sono Boreliani di Rk per il Lemma 8.7.

Sia ϕ = f−1 ◦ g, allora è ovvio che ϕ è una funzione bigettiva tra Ω′ e Ω. Inoltre, se dimo-
strassimo che ϕ è differenziabile con continuità, ne seguirebbe, per assoluta simmetria tra f e g,
che anche ϕ−1 = g−1 ◦ f è differenziabile con continuità e perciò avremmo ottenuto che ϕ è un
diffeomorfismo C1 fra gli aperti Ω′ e Ω. Il fatto che ϕ sia differenziabile con continuità lo lasciamo
da dimostrare al lettore poiché è non banale con strumenti elementari31 e c’entra ben poco con la
teoria che stiamo costruendo.

Quindi, se è vero come è vero che ϕ è un diffeomorfismo C1, per il Teorema 7.15 otteniamo

ˆ
f−1(E)

√
det(Df(x)TDf(x)) dx =

ˆ
ϕ◦g−1(E)

√
det(Df(x)TDf(x)) dx =

=

ˆ
g−1(E)

√
det(Df(ϕ(x))TDf(ϕ(x))) |det Dϕ(x)| dx =

ˆ
g−1(E)

√
det(Dg(x)TDg(x)) dx ,

dove abbiamo usato che se g = f ◦ ϕ, allora Dg(x) = Df(ϕ(x)) ·Dϕ(x).

Nota 8.12. La funzione σi : B(Σ) → [0,+∞], introdotta nella Definizione 8.10, è una misura sui
Boreliani di Σ.

Dimostrazione. Sia fi : Ωi → Σi ⊆ Σ l’immersione iniettiva con cui definisco σi. La funzione f−1
i

manda Boreliani di Σ in Boreliani di Rk, quindi per il Lemma 5.14 (Σ,B(Σ), σi) è uno spazio di
misura.

31Un modo per dimostrarlo può essere mostrare che la mappa f−1 si estende in ogni punto ad una funzione
da un intorno del punto in Ω′ che sia differenziabile con continuità. Avendo dimostrato questo, ϕ sarebbe C1 in
quanto composizione di funzioni C1.
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Proposizione 8.13. La Definizione 8.10 è una buona definizione e non dipende dalla scelta del
ricoprimento {Σi}i∈N e delle immersioni iniettive {fi}i∈N.

Dimostrazione. Innanzitutto notiamo che la definizione è ben posta, in quanto tutti gli integrali
sono ben definiti. Infatti Dfi(x) è continua per ogni i ∈ N e inoltre è facile verificare che E∩Fi è un
Boreliano di Rn, utilizzando la Nota 8.9, in quanto intersezione di Boreliani. Quindi f−1

i (E ∩ Fi)
è un Boreliano di Rk per il Lemma 8.7 (analogamente a quanto detto nel Lemma 8.11).

Consideriamo ora due diversi ricoprimenti {Σi}i∈N e {Σ′i}i∈N di Σ, tali che per ogni i ∈ N
Σi e Σ′i sono aperti nella topologia di Σ e ammettono rispettivamente parametrizzazioni fi e gi.
Vogliamo dimostrare che le misure σ e σ′ indotte dai due ricoprimenti coincidono.

Chiamiamo Fi = Σi \ (∪j<iΣj) ed F ′i = Σ′i \ (∪j<iΣ′j), come nella Definizione 8.10. Sia poi
Bij = Fi ∩F ′j , allora {Bij}i,j∈N è una partizione di Σ con elementi disgiunti (è facile verificare che
Bij ∩Bi′j′ = ∅ per ogni scelta degli indici in N). In particolare, poiché

E ∩ Fi = E ∩ (tj∈NBij) = tj∈N(E ∩Bij) ,

abbiamo che
σi(E ∩ Fi) = σi(tj∈N(E ∩Bij)) =

∑
j∈N

σi(E ∩Bij) ,

in quanto σi è una misura per la Nota 8.12.
Otteniamo quindi che

σ(E) =
∑
i∈N

σi(E ∩ Fi) =
∑
i,j∈N

σi(E ∩Bij)

e analogamente σ′(E) =
∑

i,j∈N σ
′
i(E ∩ Bij). Da notare che in queste sommatorie a due indici

non ci dobbiamo preoccupare dell’ordine in cui si fanno le somme, perché tutti i termini della
sommatoria sono positivi (poiché integrali di funzioni positive).

Per il Lemma 8.11 applicato alle parametrizzazioni fi e gj e al Boreliano E ∩ Bij, abbiamo
però che σi(E ∩Bij) = σ′j(E ∩Bij), da cui otteniamo proprio che

σ(E) =
∑
i,j∈N

σi(E ∩Bij) =
∑
i,j∈N

σ′i(E ∩Bij) = σ′(E) .

Teorema 8.14. La misura di Lebesgue k-dimensionale definita sui Boreliani di una varietà
differenziabile k-dimensionale di Rn è effettivamente una misura; cioè, chiamata Σ la varietà
differenziabile, (Σ,B(Σ), σ) è uno spazio di misura.

Dimostrazione. Per la Nota 8.12, (Σ,B(Σ), σi) è uno spazio di misura, per ogni i ∈ N. Inoltre
σ =

∑
i∈N σi, quindi è facile verificare che σ è a sua volta una misura essendo somma di misure.

Mostriamo ora, tramite lemmi ed esercizi, degli esempi e delle formule utili per il calcolo della
misura k-dimensionale nella pratica. In particolare trattiamo dei casi particolari del calcolo di
det(LTL) per una data funzione lineare L : Rk → Rn, in quanto ciò risulta spesso utile (come
vedremo poi nell’Esercizio 8.18) per il calcolo della misura k-dimensionale su una varietà.

Esercizio 8.15. Sia L : Rk → Rn lineare con k ≤ n, allora det(LTL) equivale alla somma dei
quadrati dei determinanti dei minori massimali di L.
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Lemma 8.16. Sia L : Rn → Rn+1 lineare tale che L =

(
vT

In

)
, dove v è un vettore colonna e In

è la matrice identità n× n. Allora det(LTL) = 1 + |v|2.

Dimostrazione. Per v = 0 la tesi è ovvia, perciò assumiamo da subito v diverso da 0.

Poiché LTL =
(
v In

)(vT
In

)
= In + vvT , un autovettore x di LTL relativo all’autovalore λ

deve rispettare di (In + vvT )x = λx, cioè (λ − 1)x = (vTx)v. Da questo otteniamo facilmente
che tutti i vettori ortogonali a v sono autovettori per LTL relativi all’autovalore 1, che quindi ha
molteplicità n− 1, e v è un autovettore di LTL relativo all’autovalore 1 + vTv.

Abbiamo perciò trovato tutti gli autovalori della matrice LTL e quindi det(LTL) = 1 + vTv =
1 + |v|2, poiché il determinante di una matrice è il prodotto dei suoi autovalori.

Lemma 8.17. Sia L : R2 → R3 lineare e siano u ed v le colonne di L, vista come matrice. Allora
det(LTL) = |u|2 · |v|2 − (u · v)2.

Dimostrazione. Sfruttando che L =
(
u v

)
, otteniamo

LTL =

(
uT

vT

)(
u v

)
=

(
uTu uTv
vTu vTv

)
,

da cui ricaviamo che

det(LTL) = det

(
uTu uTv
vTu vTv

)
= |u|2 · |v|2 − (u · v)2 .

Concludiamo questa sezione con un esercizio, per chiarire i concetti appena trattati.

Esercizio 8.18. Calcolare la misura di un tetraedro n-dimensionale di lato 132.

Dimostrazione. Innanzitutto notiamo che un tetraedro n-dimensionale è misurabile in Rn in quan-
to è chiuso. Inoltre dati due tetraedri n-dimensionali T e T ′ di lato rispettivamente d e d′, poiché
possiamo ottenere l’uno dall’altro con un’isometria composta un’omotetia di fattore d′

d
, grazie alla

Proposizione 3.32 e alla n-omogeneità della misura di Lebesgue, vale che

mn(T ′) =

(
d′

d

)n
mn(T ) .

Definiamo l’iperpiano affine A = {(x1, x2, . . . , xn+1) | x1 + x2 + . . .+ xn+1 = 1} in Rn+1, consi-
deriamo su di esso i punti e1, e2, . . . , en+1 della base canonica di Rn+1 e chiamiamo T l’inviluppo
convesso di questi n+ 1 punti. L’insieme T si trova sull’iperpiano A ed è l’inviluppo convesso di
n+ 1 punti a distanza

√
2 uno dall’altro, quindi, per quanto detto sulla misura superficiale, σ(T )

equivale alla misura di un tetraedro n-dimensionale di lato
√

2.
Perciò ci siamo ricondotti a calcolare σ(T ), poiché il volume di un tetraedro n-dimensionale

di lato 1 sarà poi dato da 2−
n
2 σ(T ).

32Il tetraedro n-dimensionale di lato d è l’inviluppo convesso di n+ 1 punti in Rn a distanza d uno dall’altro.
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Sia L : Rn → Rn+1 la funzione tale che L(x1, x2, . . . , xn) = (1 −
∑

i xi, x1, x2, . . . , xn), allora
banalmente L è un’immersione iniettiva che parametrizza A. Inoltre vale facilmente che

DL =


−1 −1 · · · −1
1

1
. . .

1

 =

(
vT

In

)
,

dove In è la matrice identità n× n e v è il vettore in cui tutte le n entrate sono uguali a -1.
Quindi per la definizione di misura n-dimensionale e per il Lemma 8.16, che ci dice che

det(DLTDL) = det

((
v In

)(vT
In

))
= 1 + |v|2 = 1 + n, abbiamo che

σ(T ) =

ˆ
L−1(T )

√
det(DLTDL) dx =

ˆ
L−1(T )

√
1 + n dx = mn(L−1(T ))

√
1 + n .

È molto facile verificare che L−1(T ) è il poliedro che ha come vertici la base canonica e lo
zero di Rn. Perciò per trovare mn(L−1(T )), calcoliamo la misura del poliedro in Rm che ha come
vertici la base canonica e lo zero. Chiamiamo tale misura Am e dimostriamo per induzione su m
che Am = 1/m!.

Per m = 1 il poliedro è semplicemente il segmento di lato 1 in R, quindi è verificato che A1 = 1.
Dimostriamo ora che se la tesi vale per m = k, allora vale per m = k + 1. Se consideriamo il
poliedro in Rk+1 formato dallo zero e da tutti i vertici della base canonica tranne ek+1, otteniamo
un poliedro che sta sull’iperpiano {xk+1 = 0} ⊆ Rk+1 e che equivale al poliedro nella dimensione
precedente a meno dell’identificazione fra l’iperpiano e Rk. Integrando sulla componente xk+1,
ricordando il teorema di Tonelli, otteniamo quindi

Ak+1 =

ˆ 1

0

tkAk dx =

ˆ 1

0

tk
1

k!
dx =

1

(k + 1)!
,

poiché ad altezza t la misura della sezione del poliedro è tkAk, in quanto tale sezione è un polie-
dro nella dimensione minore di lato t (per definizione di inviluppo convesso la fetta deve essere
un’omotetia di fattore t della base).

Riunendo quanto detto, abbiamo che il volume di un tetraedro n-dimensionale di lato 1 è

2−
n
2 σ(T ) = 2−

n
2mn(L−1(T ))

√
1 + n =

√
1 + n

2
n
2 n!

.
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9 Formule di Stokes

In questa sezione vogliamo dimostrare il teorema di Stokes ed alcune delle sue molteplici conse-
guenze. Questo teorema può essere visto come la generalizzazione del teorema fondamentale del
calcolo integrale, dato che mette in relazione l’integrale su di un insieme con l’integrale sul bordo
di tale insieme.

Iniziamo, quindi, con lo studio degli aperti regolari, gli spazi di interesse per il teorema di
Stokes, ossia gli insiemi per cui è sensato definire un integrale sia su di essi che sul loro bordo
topologico. A questo proposito, durante tutta la sezione assumeremo sempre che Ω ⊆ Rn sia un
aperto limitato.

Per quanto riguarda la notazione, data una funzione f : Rn → R, indicheremo con ∂if = ∂f
∂xi

la derivata parziale di f rispetto all’i-esima componente e similmente indicheremo ∂ijf = ∂2f
∂xj∂xi

.

Teorema 9.1. Per un punto x̄ ∈ ∂Ω le seguenti tre condizioni sono equivalenti:

1. esistono U intorno di x̄ e f ∈ C1(U,R) tale che si abbia

• U ∩ ∂Ω = f−1(0),

• U ∩ Ω = f−1((−∞, 0 )),

e tale che ∇f(x) 6= 0 se f(x) = 0;

2. esistono U intorno di x̄ e g diffeomorfismo C1 da Rn in U tale che

• U ∩ ∂Ω = g(Rn−1 × {0}),

• U ∩ Ω = g(Rn−1 × (−∞, 0 ));

3. esistono, a meno di riordinare le coordinate, un intorno U = V × I di x̄ = (v̄, t̄) tale che
V ⊆ Rn−1 è intorno di v̄ e I ⊆ R è intorno di t̄ e una funzione ψ ∈ C1(V, I) tale che

• U ∩ ∂Ω = {(v, t) ∈ V × I : t = ψ(v)},
• U ∩ Ω = {(v, t) ∈ V × I : t < ψ(v)}.

Dimostrazione. Dimostriamo la catena in ordine inverso:

1 =⇒ 3 Dato che∇f(x̄) 6= 0, esiste una derivata parziale non nulla, supponiamo senza perdita di
generalità che sia l’ultima e che sia positiva (se negativa il ragionamento è lo stesso). Allora
le ipotesi del teorema della funzione implicita del Dini sono verificate, otteniamo quindi che
esiste un intorno V × I ⊆ U di x̄, con V ∈ Rn−1 e I ∈ R, per cui esiste ψ ∈ C1(V, I) tale
che, per ogni v ∈ V , f(v, ψ(v)) = 0 e ψ(v) è l’unico punto t′ ∈ I tale che f(v, t′) = 0.
Inoltre, per la continuità di ∇f(x), esiste un intorno V ′ ⊆ V di v̄, con x̄ = (v̄, ψ(v̄)), tale
che ∂nf(v′, ψ(v′)) > 1

2
∂nf(x̄) per tutti i v′ ∈ V ′.

Ora, per la differenziabilità di f in (v′, ψ(v′)) si ha, per δ ∈ R,

f(v′, ψ(v′) + δ) = f(v′, ψ(v′)) + ∂nf(v′, ψ(v′))δ + o(δ) = ∂nf(v′, ψ(v′))δ + o(δ) ,

che, per δ > 0 e abbastanza piccolo, dà

f(v′, ψ(v′) + δ) ≥ 1

2
∂nf(v′, ψ(v′))δ ≥ 1

4
∂nf(x̄)δ > 0 .
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Infine, non può esistere un δ > 0 tale che ψ(v′) + δ ∈ I e f(v′, ψ(v′) + δ) < 0, altrimenti
per la continuità di f si avrebbe che esiste un punto ψ(v′) + δ′ 6= ψ(v′) che sia zero per la
funzione f(v′, ·), contraddicendo il teorema della funzione implicita del Dini. Per δ < 0 si
ha lo stesso risultato. Questo ci dice che

f−1(0) ∩ (V ′ × I) = {(v′, t) ∈ V ′ × I : t = ψ(v′)} ,

f−1((−∞, 0 )) ∩ (V ′ × I) = {(v′, t) ∈ V ′ × I : t < ψ(v′)} ,

che conclude per le ipotesi sulle controimmagini di f .

3 =⇒ 2 Se abbiamo V × I intorno di x̄ e ψ ∈ C1(V, I) come nelle ipotesi, detto J = (−ε, ε )
possiamo ottenere un diffeomorfismo g : V × I → V × J ponendo g(v, t) = (v, ψ(v) + t). Di
conseguenza otteniamo

g(V × {0}) = graf(ψ) = U ∩ ∂Ω ,

g(V × (−ε, 0 )) = {(v, ψ(v) + t) ∈ V × I : t < 0} =

= {(v, s) ∈ V × I : s < ψ(v)} = U ∩ Ω .

Per ottenere un diffeomorfismo di tutto Rn basta comporre g con opportuni diffeomorfismi
tra un intorno rettangolare di x̄ e Rn.

2 =⇒ 1 È sufficiente scegliere f = (g−1)n; infatti, g−1 va da U in Rn e, essendo un diffeo-
morfismo, ha differenziale invertibile in ogni punto. In particolare, ogni riga della matri-
ce del differenziale non è nulla (quindi neanche ∇f) e le condizioni sulla g si traducono
immediatamente in quelle chieste alla f :

U ∩ ∂Ω = g(Rn−1 × {0})⇒ g−1(U ∩ ∂Ω) = Rn−1 × {0} ,

cioè (g−1)n(Rn−1 × {0}) = {0}. E lo stesso per U ∩ Ω.

Lemma 9.2. Fissato x̄ ∈ ∂Ω, se (U1, f1) e (U2, f2) sono due coppie di aperto e funzione che
rispettano le richieste enunciate in 1 allora i vettori ∇f1(x̄) e ∇f2(x̄) sono paralleli ed hanno lo
stesso verso.

Dimostrazione. Possiamo assumere U1 = U2 = U visto che se cos̀ı non fosse basterebbe sostituirli
con la loro intersezione. Fissiamo un generico vettore v ∈ Rn.

Per ogni reale positivo λ > 0 sufficientemente piccolo risulta x+ λv ∈ U e perciò f1(x+ λv) e
f2(x+λv) hanno lo stesso segno, poiché tale segno dipende unicamente dall’appartenenza o meno
di x+ λv ad Ω.

Sempre scegliendo λ tale che x+ λv ∈ U , per definizione di gradiente abbiamo

f1(x̄+ λv) = f1(x̄) +∇f1(x̄) · λv + o(λ) = λ∇f1(x̄) · v + o(λ)

e allora, supponendo λ sufficientemente piccolo e ∇f1(x̄) · v 6= 0, il segno di f1(x̄+ λv) è lo stesso
di ∇f1(x̄) · v. Ovviamente un risultato analogo vale anche per f2.

Unendo quanto detto, si ha che ∇f1(x̄) ·v ha lo stesso segno di ∇f2(x̄) ·v, se sono entrambi non
nulli, per ogni v ∈ Rn. Se per assurdo i gradienti non fossero paralleli, ponendo v = ∇f1(x̄) + λh,
con h ortogonale a ∇f1(x̄) ma non a ∇f2(x̄), la condizione sui prodotti scalari non può essere
verificata per ogni λ ∈ R; quindi i gradienti sono paralleli. Per quanto riguardo il verso, basta
scegliere v = ∇f1(x̄) per ottenere che hanno lo stesso verso.
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Definizione 9.3 (Punto regolare). Diremo che un punto x ∈ ∂Ω è un punto regolare del bordo
se verifica una delle tre condizioni di cui al Teorema 9.1.

Abbiamo quindi definito il tipo di regolarità che serve ai nostri scopi. Ma questa, ancora, è
una nozione locale. Diamo allora la definizione globale.

Definizione 9.4 (Aperto regolare). Diremo che Ω è un aperto regolare se tutti i punti del suo
bordo sono regolari.

Questi insiemi saranno di cruciale importanza perché i principali risultati di questa sezione
riguardano tutti insiemi di questo tipo.

Facciamo ora una piccola parentesi per introdurre uno strumento molto utile per estendere
funzioni definite solo localmente a funzioni in tutto lo spazio. Tale teorema sarà utilizzato in più
punti della sezione.

Teorema 9.5 (Partizione dell’unità). Dato un ricoprimento di Rn con aperti (Ωi)i∈I , esiste una
famiglia di funzioni fi : Rn → [0,+∞] infinitamente derivabili e non negative tali che:

• La chiusura dell’insieme in cui fi non si annulla è contenuta in Ωi per ogni i ∈ I;

• Per ogni x ∈ Rn, solo per un numero finito di i ∈ I la quantità fi(x) non si annulla;

• Per ogni x ∈ Rn, vale
∑

i∈I fi(x) = 1.

Dimostrazione. Non proponiamo una dimostrazione completa di questo teorema poiché risulte-
rebbe eccessivamente lunga rispetto all’inerenza che ha con la teoria della misura. Il teorema qui
enunciato è infatti dal carattere fortemente topologico ed è la sua applicazione ad avere grande
valore in teoria della misura, piuttosto che la sua dimostrazione.

In ogni caso, per completezza, proponiamo al lettore interessato una via dimostrativa gui-
data, da considerare come un esercizio. Ci saranno utili i seguenti due lemmi, topologicamente
interessanti anche di per sé.

1. Dati due aperti A,B ⊆ Rn tali che A ∪ B = Rn, esiste un aperto C tale che C ⊆ A e
C ∪B = Rn.

2. Dato un chiuso C ⊆ Rn, esiste una funzione f : Rn → R derivabile infinite volte che ha
come supporto esattamente C.

Il primo passo della dimostrazione della partizione dell’unità è notare che se si dimostra la tesi
per un sottoricoprimento, anche ammettendo di poter “rimpicciolire gli aperti”, la tesi generale
segue facilmente. Allora, ricordando la Proposizione 3.28, si può assumere che I sia numerabile e,
a meno di rimpicciolire adeguatamente gli aperti Ωi, si può assumere che ogni compatto intersechi
solo un numero finito di aperti del ricoprimento.

A questo punto applicando i due lemmi enunciati, è facile trovare delle funzioni (fi)i∈I che
rispettano tutte le richieste tranne che, al posto di valere

∑
i∈I fi(x) = 1, abbiamo soltanto che

vale
∑

i∈I fi(x) > 0. Per concludere basta dimostrare che
∑

i∈I fi è infinitamente derivabile e
dividere ogni fi per tale funzione.

Mostriamo ora, facendo uso di questo teorema, che è possibile dare una definizione di aperto
regolare che coinvolga una sola funzione definita globalmente.

Lemma 9.6. Abbiamo che Ω è un aperto regolare se e solo se esiste una funzione φ ∈ C1(Rn,R)
tale che ∇φ(x) 6= 0 se φ(x) = 0 e tale che
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• Ω = φ−1((−∞, 0 )),

• ∂Ω = φ−1(0).

Dimostrazione. L’implicazione del “se” è banale per la caratterizzazione del punto 1, dimostriamo
quindi l’altra implicazione.

Per la regolarità dei punti del bordo di Ω, consideriamo per ogni x ∈ ∂Ω un intorno Ux
tale che esista una funzione ψx : Ux → R come nel punto 3 del Teorema 9.1. Dato che Ω è
limitato, ∂Ω è compatto e gli Ux sono un ricoprimento aperto di ∂Ω; possiamo quindi estrarre un
sottoricoprimento finito U1, . . . , Un di ∂Ω, dove per comodità di notazione abbiamo sostituito Uxi
con Ui ed analogamente fxi con fi.

Chiamando U0 = Rn \ ∂Ω, abbiamo perciò che gli aperti U0, . . . , Un sono un ricoprimento di
Rn e di conseguenza il Teorema 9.5 (Partizione dell’unità) ci fornisce delle funzioni fi per ogni
i ∈ {0, . . . , n} con tutte le proprietà descritte. Infine, definiamo ψ0 : U0 → R tale che ψ0(x) = 1
se x /∈ Ω, ψ0(x) = −1 altrimenti (per ognuno degli altri Ui abbiamo già delle funzioni ψi). Sia ora

φ(x) =
n∑
i=0

fi(x)ψi(x) ,

dove, con una leggera imprecisione formale, poniamo fi(x)ψi(x) = 0 se x /∈ Ui, in modo che
fi(x)ψi(x) sia una funzione C1 in tutto Rn. Infatti, dove sono definite entrambe (cioè in Ui),
fi(x)ψi(x) è C1, perché ψi è C1 e fi è addirittura C∞; inoltre la chiusura dell’insieme in cui fi
non si annulla è contenuta in Ui e perciò non ci sono problemi nel passaggio all’esterno di Ui, dove
abbiamo posto il prodotto uguale a 0.

Ora abbiamo che φ ∈ C1 perché somma di funzioni C1; φ(x) = 0 per ogni x ∈ ∂Ω, dato che
ognuna delle ψi aveva questa proprietà se era definita in x; φ(x) < 0 per ogni x ∈ Ω, perché φ è
combinazione convessa di funzioni che, per ciascun x ∈ Ω, sono non positive e delle quali almeno
una strettamente negativa; similmente, φ(x) > 0 per ogni x /∈ Ω.

Rimane da mostrare che ∇φ(x) 6= 0 per ogni x tale che φ(x) = 0. Per quanto già detto, se
φ(x) = 0 allora x ∈ ∂Ω e perciò, scelto un tale x, in un suo intorno f0 = 0. Quindi, ricordando la
definizione di φ, è facile ottenere (ancora abusando lievemente di notazione)

∇φ(x) =
n∑
i=1

∇fi(x)ψi(x) +
n∑
i=1

fi(x)∇ψi(x) =
n∑
i=1

fi(x)∇ψi(x) ,

cioè ∇φ(x) è una combinazione convessa dei ∇ψi(x) (se definiti), che sono paralleli e concordi per
il Lemma 9.2. Perciò ∇φ(x) non si annulla poiché è una combinazione convessa di vettori paralleli
e concordi, di cui almeno uno non nullo.

La conseguenza più importante dell’esistenza di un’unica funzione φ che discrimina punti
interni ed esterni ad Ω è certamente la seguente.

Definizione 9.7 (Campo normale esterno). Fissato Ω ⊆ Rn aperto regolare, sia φ come nel
Lemma 9.6. Chiamiamo campo normale esterno la funzione ν : ∂Ω→ Rn tale che

ν(x) =
∇φ(x)

‖∇φ(x)‖
.

Nota 9.8. Il Lemma 9.2, assicura che ν(x) è ben definita.

Nota 9.9. Si ha che per t > 0 e x ∈ ∂Ω, x + tν(x) /∈ Ω per t abbastanza piccoli e per t < 0,
x+ tν(x) ∈ Ω per t abbastanza piccoli.
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Dimostrazione. È lo stesso ragionamento fatto nella dimostrazione del Lemma 9.2.

Forti di una solida definizione di campo normale uscente possiamo procedere con il formalizzare
la definizione di integrale sulla superficie ∂Ω sfruttando anche i risultati della sezione precedente.

Lemma 9.10. Sia V ∈ Rn−1 aperto e f ∈ C1(V,R), allora il grafico di f è una varietà
differenziabile di dimensione n− 1 immersa in Rn.

Dimostrazione. Sia g : V → Rn data da g(x) = (x, f(x)). Ora è chiaro che graf(f) è l’immagine
di g; inoltre g è banalmente di classe C1 e, se vista come funzione da V in graf(f), è anche
un omeomorfismo. Infine Dg(x)[h] = (h,Df(x)[h]), perciò in particolare il differenziale di g è
iniettivo in ogni punto. Quindi g è una immersione iniettiva, cioè è una parametrizzazione C1 di
graf(f).

Nota 9.11. Dalla dimostrazione di questo lemma, dato che∇f(x) = Df(x), segue immediatamente
che Dg(x)TDg(x) = (I ∇f(x)T )

(
I

∇f(x)

)
, quindi per il Lemma 8.16 vale che det(Dg(x)TDg(x)) =

1 + ‖∇f(x)‖2.

Il Lemma 9.10 ci permette quindi di costruire un misura superficiale su graf(f) in accordo con
la Definizione 8.10:

σ(E) =

ˆ
g−1(E)

√
1 + ‖∇f(x)‖2 dx . (9.1)

Ora che sappiamo cos’è la normale uscente ad un aperto regolare e sappiamo come intendere
l’integrale sulla sua superficie, abbiamo ottenuto tutti gli strumenti che ci servono per formalizzare
il principale risultato della sezione. Possiamo quindi enunciare il teorema di Stokes.

Teorema 9.12 (Formula di Stokes). Sia Ω un aperto regolare e siano u ∈ C1(Ω,R) (ossia u è
la restrizione a Ω di una funzione C1 definita su un aperto Ω′ ⊇ Ω) e ν : ∂Ω → Rn la normale
uscente da Ω, allora vale che ˆ

Ω

∂ju(x) dx =

ˆ
∂Ω

u(y)ν(y)j dσ(y) . (9.2)

Dimostrazione. La dimostrazione procederà in due passi:

1. per ogni p ∈ Ω esiste un intorno aperto rettangolare Up =
∏n

i=1 ( pi − εi, pi + εi ) tale che
l’Equazione (9.2) vale per ogni funzione u tale che supp(u) ⊆ Up;

2. il compatto Ω si può ricoprire con un numero finito di intorni come sopra, quindi si applica
il Teorema 9.5 (Partizione dell’unità) per ottenere la tesi per ogni u.

Dimostriamo quindi il primo punto, distinguendo i casi in cui p ∈ Ω e p ∈ ∂Ω. Se p ∈ Ω esiste
un intorno rettangolare Up = V × ( a, b ) di p (con V ⊆ Rn−1) contenuto in Ω, poiché quest’ultimo
è un aperto. Se ora supp(u) ⊆ Up, allora u(∂Ω) = 0; quindi abbiamo che l’integrale a destra è 0.
Per l’integrale a sinistra, invece, abbiamo che una funzione u con supporto contenuto in V ×( a, b )
è tale che u(x) = 0 per ogni x ∈ ∂(V × ( a, b )). Allora, per il Teorema 6.13 (Fubini) e il teorema
fondamentale del calcolo integrale, vale cheˆ

Ω

∂nu(x) dx =

ˆ
V×( a, b )

∂nu(v, t) d(v, t) =

=

ˆ
V

ˆ b

a

∂

∂t
u(v, t) dt dv =

ˆ
V

(u(v, b)− u(v, a)) dv = 0 .

Quindi abbiamo la tesi del primo punto quando p ∈ Ω. Se invece p ∈ ∂Ω, allora p è un punto
regolare, cioè esiste un intorno Up = V × I di p e una ψ ∈ C1(V, I) tale che
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• Up ∩ ∂Ω = {(v, t) ∈ V × I : t = ψ(v)},

• Up ∩ Ω = {(v, t) ∈ V × I : t < ψ(v)}.

Distinguiamo ora i casi j = n e j 6= n.

j = n: Dato che stiamo supponendo che supp(u) ⊆ Up, per il Teorema 6.13 (Fubini) abbiamo che

ˆ
Ω

∂nu(x) dx =

ˆ
Ω∩Up

∂nu(v, t) d(v, t) =

ˆ
Up

∂nu(v, t)χ{t<ψ(v)} d(v, t) =

=

ˆ
V

ˆ
I

∂nu(v, t)χ{t<ψ(v)} dt dv =

ˆ
V

ˆ ψ(v)

−∞

∂

∂t
u(v, t) dt dv =

=

ˆ
V

(u(v, ψ(v))− 0) dv =

ˆ
V

u(v, ψ(v)) dv .

Ora abbiamo che la funzione g : V → Rn data da g(v) = (v, ψ(v)) parametrizza l’ipersuper-
fice data dal grafico di ψ, quindi la misura superficiale è data dall’ Equazione (9.1). Inoltre,
detta ν : ∂Ω ∩ Up → Rn la normale uscente da Ω, sappiamo che

ν(y) =
∇f(y)

‖∇f(y)‖
,

dove f : V × I → R è tale che f(v, t) = t − ψ(v). Perciò utilizzando che ∇f = (∇ψ, 1),

otteniamo facilmente che ν(v, ψ(v))n = (1 + ‖∇ψ(v)‖2)−
1
2 .

Quindi per definizione di integrale superficiale abbiamo che

ˆ
V

u(v, ψ(v)) dv =

ˆ
V

u(v, ψ(v))(1 + ‖∇ψ(v)‖2)−
1
2 (1 + ‖∇ψ(v)‖2)

1
2 dv =

=

ˆ
V

u(v, ψ(v))ν(v, ψ(v))n(1 + ‖∇ψ(v)‖2)
1
2 dv =

=

ˆ
∂Ω∩Up

u(x)ν(x)n dσ(x) =

=

ˆ
∂Ω

u(x)ν(x)n dσ(x) ,

dove nell’ultimo passaggio si è usato che supp(u) ⊆ Up.

j 6= n: Possiamo assumere (a meno di riordinare le coordinate) che j = n − 1 e, a meno di
considerare un intorno più piccolo, che V = W×J , conW ⊆ Rn−1 limitato e J = ( a, b ) ⊆ R.
Ora, per il Teorema 6.13 (Fubini), abbiamo che

ˆ
Ω

∂n−1u(x) dx =

ˆ
W

ˆ
J

ˆ
I

∂

∂s
u(w, s, t) dt ds dw =

ˆ
W

ˆ
J

ˆ ψ(w,s)

−∞

∂

∂s
u(w, s, t) dt ds dw .

Dato che u è una funzione C1 definita su un compatto che contiene W ×J×I, rispetta facil-
mente le ipotesi33 del Teorema 5.40 (Derivata sotto il segno d’integrale), quindi sfruttando

33L’unica ipotesi non ovvia è che la derivata parziale sia maggiorata da una funzione integrabile. Ma ciò è vero
poiché la derivata parziale, essendo continua su un compatto, è maggiorata da una costante.
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che

ˆ ψ(w,s+ ds)

−∞
u(w, s+ ds, t) dt−

ˆ ψ(w,s)

−∞
u(w, s, t) dt

=

ˆ ψ(w,s)

−∞
u(w, s+ ds, t)− u(w, s, t) dt+

ˆ ψ(w,s+ ds)

ψ(w,s)

u(w, s+ ds, t) dt ,

dividendo per ds e mandando al limite ds → 0, otteniamo che, per quanto detto sulla
possibilità di commutare derivata e integrale, vale

∂

∂s

ˆ ψ(w,s)

−∞
u(w, s, t) dt =

ˆ ψ(w,s)

−∞

∂

∂s
u(w, s, t) dt+ u(w, s, ψ(w, s))

∂

∂s
ψ(w, s) .

Per cui, integrando il termine a sinistra su V = W × J = W × ( a, b ), per il teorema
fondamentale del calcolo integrale, abbiamo

ˆ
W

ˆ b

a

∂

∂s

ˆ ψ(w,s)

−∞
u(w, s, t) dt ds dw =

ˆ
W

(ˆ ψ(w,b)

−∞
u(w, b, t) dt−

ˆ ψ(w,a)

−∞
u(w, a, t) dt

)
dw = 0 ,

poiché i punti (w, b, t) e (w, a, t) sono sul bordo di Up, dove la funzione u è nulla per ipotesi.

Usando quindi le due relazioni appena trovate otteniamo che
ˆ
W

ˆ
J

ˆ
I

∂

∂s
u(w, s, t) dt ds dw = −

ˆ
W

ˆ
J

u(w, s, ψ(w, s))
∂

∂s
ψ(w, s) ds dw .

Ora, dato che ν(x)n−1 = ν(v, ψ(v))n−1 = −∂n−1ψ(v)(1 + ‖∇ψ(v)‖2)−
1
2 , otteniamo

ˆ
Ω

∂n−1u(x) dx = −
ˆ
W

ˆ
J

u(w, s, ψ(w, s))
∂

∂s
ψ(w, s) ds dw

= −
ˆ
V

u(v, ψ(v))∂n−1ψ(v) dv

= −
ˆ
V

u(v, ψ(v))(−ν(v, ψ(v))n−1)(1 + ‖∇ψ(v)‖2)
1
2 dv

=

ˆ
∂Ω∩U

u(x)ν(x)n−1 dσ(x) .

Questo conclude il primo punto.
Per la seconda parte procediamo in questo modo. Consideriamo, per ogni punto p ∈ Ω, un

intorno Up della forma richiesta al punto precedente. È chiaro che {Up}p∈Ω è un ricoprimento

aperto del compatto Ω, quindi possiamo estrarne un sottoricoprimento finito U1, . . . , Un, a cui
aggiungiamo anche U0 = Rn \ Ω. Il Teorema 9.5 (Partizione dell’unità) ci fornisce delle funzioni
fi ∈ C∞, per 0 ≤ i ≤ n, tali che la loro somma è la funzione costante 1. Sia ora u ∈ C1(Rn,R)
una qualsiasi funzione. Otteniamo che

u =
n∑
i=0

fi · u .
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Ma quindi ora abbiamo che fi · u (che è una funzione C1) soddisfa l’Equazione (9.2) per ogni i.
Infatti, per i = 0, la funzione f0 · u è nulla all’interno di Ω, quindi l’Equazione (9.2) è banalmente
soddisfatta; per i > 0, la funzione fi · u ha supporto contenuto in Up per qualche p ∈ Ω e, per
quanto dimostrato nel punto precedente, abbiamo che per questo intorno Up ogni funzione C1 con
supporto al suo interno soddisfa l’Equazione (9.2).

Per linearità di tutte le espressioni in gioco è chiaro che le funzioni che soddisfano la tesi
formano un sottospazio vettoriale di C1. Quindi in particolare u, essendo combinazione lineare di
funzioni appartenenti a questo spazio, soddisfa la formula di Stokes.

Questo teorema generalizza molti risultati di calcolo vettoriale. Vediamone alcuni.
Un’immediata conseguenza del teorema appena dimostrato è la seguente:

Corollario 9.13. (Teorema della divergenza) Siano Ω un aperto regolare e u : Ω → Rn una
funzione C1 (nello stesso senso di prima), allora si ha che

ˆ
Ω

div u(x) dx =

ˆ
∂Ω

u(y) · ν(y) dσ(y) , (9.3)

dove l’operatore di divergenza è definito da div u(x) = tr Du(x).

Dimostrazione. Utilizzando il Teorema 9.12 (Formula di Stokes) sulla componente j-esima di u
che indichiamo con uj si ha che, per ogni 1 ≤ j ≤ n,

ˆ
Ω

∂ju
j(x) dx =

ˆ
∂Ω

uj(y)ν(y)j dσ(y) ,

da cui sommando otteniamo, per linearità degli integrali:

ˆ
Ω

n∑
j=1

∂ju
j(x) dx =

ˆ
∂Ω

n∑
j=1

uj(y)ν(y)j dσ(y) .

Ma ora, div u(x) = tr Du(x) =
∑n

j=1 ∂ju
j(x) e u(x) · ν(x) =

∑n
j=1 u

j(y)ν(y)j, quindi si ha la
tesi.

Giocherellando ancora con queste equazioni si ottengono anche le seguenti formule dette di
Green:

Corollario 9.14. (Prima formula di Green) Sia Ω un aperto regolare e siano u ∈ C1(Ω,R) e
v ∈ C2(Ω,R), allora si ha

ˆ
Ω

(u∆v +∇u · ∇v) dx =

ˆ
∂Ω

u
∂v

∂ν
dσ(y) ,

dove l’operatore ∆v = div∇v è il laplaciano e ∂v
∂ν

(x) = ∇v(x)[ν].

Dimostrazione. Dato che

∂j(u(x) · ∂jv(x)) = ∂ju(x) · ∂jv(x) + u(x) · ∂jjv(x) ,

applicando il Teorema 9.12 (Formula di Stokes) sulle funzioni u(x) · ∂jv(x) otteniamo

ˆ
Ω

(∂ju(x) · ∂jv(x) + u(x) · ∂jjv(x)) dx =

ˆ
Ω

∂j(u(x) ·∂jv(x)) dx =

ˆ
∂Ω

u(y) ·∂jv(y) ·ν(y)j dσ(y) .
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Quindi sommando su j otteniamo la tesi, visto che

n∑
j=1

∂ju(x) · ∂jv(x) =
n∑
j=1

∂ju(x) · ∂jv(x) = ∇u · ∇v ,

n∑
j=1

u(x) · ∂jjv(x) = u ·∆v ,

n∑
j=1

u(y) · ∂jv(y) · ν(y)j = u · (∇v · ν) = u · ∂v
∂ν

.

Corollario 9.15. (Seconda formula di Green) Sia Ω un aperto regolare e siano u, v ∈ C2(Ω,R),
allora si ha che ˆ

Ω

(u∆v − v∆u) dx =

ˆ
∂Ω

(
u
∂v

∂ν
− v∂u

∂ν

)
dσ(y) .

Dimostrazione. Immediata conseguenza della prima formula applicata a u, v e a v, u; poi basta
sottrarre membro a membro.
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