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Introduzione

Le seguenti note sono basate sulle lezioni del corso “ Gruppi e rappresentazioni”, tenuto nell’anno
accademico 2015-2016 dal professor Giovanni Gaiffi nel corso di studi in Matematica all’universita
di Pisa.

Nello scrivere queste note ’autore ha cercato di tenere uno stile molto colloquiale e un’atten-
zione per i dettagli (tanto da temere di poter esser considerato troppo pedante da alcuni lettori).
Seppur basato sul anzidetto corso il testo qui riportato e il frutto di una rielaborazione da parte
dell’autore, il quale quindi si prende quindi ogni responsabilita per eventuali errori o parti oscure
nelle dimostrazioni e nei teoremi.

Escluse critiche per I’eccesso di zelo (a.k.a. pedanteria), ogni segnalazione di errori e/o sviste,
parti poco chiare o di suggerimenti per migliorare le note sono ben accetti e possono essere inviati
all’indirizzo di posta elettronica mossa@poisson.phc.dm.unipi.it.

A questo punto non resta che augurarvi una buona lettura.

Giorgio Mossa
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Capitolo 1

Prime definizioni e risultati
(Lezione 1: 25/02/2016)

1.1 Prime definizioni

La teoria delle rappresentazioni dei gruppi ha come oggetto di studio azioni di gruppi su spazi
vettoriali.

Definizione 1.1 (Rappresentazione). Dato un gruppo G e fissato un campo K una rappresenta-
zione del gruppo G non ¢ altro che il dato di:

e un K-spazio vettoriale V;

o un omomorfismo di gruppi p: G — Autg (V).

Definizione 1.2 (Rappresentazione finita). Una rappresentazione p: G — Aut(V) si dira rappre-
sentazione finita se lo spazio vettoriale V' ¢ finito dimensionale.

Notazione. In seguito spesso faremo uso della seguente notazione: ogni volta che avremo una
rappresentazione p: G — Aut(V'), per ogni g € G e v € V indicheremo con gv I’elemento p(g)(v),
inoltre spesso identificheremo una rappresentazione (V, p) con lo spazio vettoriale di supporto V,
laddove non ci siano problemi di ambiguita su quale sia la rappresentazione considerata, infine
useremo il termine G-modulo come sinonimo di G-rappresentazione.

Osservazione 1.3. Per ogni gruppo G, ed ogni campo K, esiste una K-algebra denotata con K[G]
che come spazio vettoriale & formato dalle combinazioni lineari (formali) di vettori della forma vy,
al variare di g in G. Il prodotto ¢ dato dall’unica applicazione bilineare definita come segue

- K[G] x K[G] — K[G]
Vg - U, = Vgp per ogni g, h € G.

Osserviamo che il prodotto ¢ ben definito poiché per definizione i vettori v, sono una base dello
spazio K[G]. E possibile verificare che tale prodotto ha un unita, data dal vettore vy, e che soddisfa
la proprieta associativa.! Osserviamo che I'anello K[G] & non commutativo a meno che G stesso
non sia un gruppo abeliano.

Vale la seguente proprieta universale: per ogni omomorfismo di gruppi ¢: G — A*, dove A*
¢ il gruppo delle unita di una K-algebra (non necessariamente commutativa), esiste ed & unico un
omomorfismo di K-algebre ¢: K[G] — A tale che per ogni g € G si abbia ¢(vy) = ¢(g). In sostanza
@ ¢ I'unico morfismo di K-spazi vettoriali che manda ogni elemento della base v, in ©(g).? Tl fatto

IPer provare queste proprieta basta vedere che le equazioni che esprimono 'associativita e essere unitd per vy
valgono per i vettori vy della base canonica e poi usare la bilinearita per far vedere che valgono per tutti i vettori.
2L’esistenza, e Punicita, di tale applicazione lineare & un banale fatto di algebra lineare.



che questa applicazione lineare sia anche un omomorfismo di anelli, e quindi un omomorfismo di
K-algebre, segue dal fatto che ¢ ¢ un omomorfismo di gruppi e quindi vale ’equazione

@(vg - vn) = @(gh) = (g)p(h) = ¢(vg)P(vp)

per ogni coppia di elementi g,h € G, da questo, usando il fatto che i vy sono una base di K[G] e
che ¢ ¢ lineare, segue che

per ogni v,w € K[G].
Indicando con v: G — K[G] la funzione che ad ogni g € G associa il vettore v(g) = vq, abbiamo
che per ogni K-algebra A esiste una biezione

v*: homK-Alg [K[G], A] = hOIIlGI-p [G, A*]
@Y= pouv.

Tale biiezione & un isomorfismo di spazi vettoriali® che, per gli amanti del linguaggio categoriale,
& naturale in A. Questo ci dice che gli omomorfismi di gruppi da G in A* e gli omomorfismi di
K-algebre da K[G] in A sono la stessa cosa.

Osservazione 1.4 (Rappresentazioni come K[G]-moduli). Applicando 'osservazione precedente alle
K-algebre della forma Endg (V'), per un K-spazio vettoriale V', otteniamo che esiste un isomorfismo
di K-spazi vettoriali

homg,p[G, Aut(V)] = homg-a1g[K[G], End(V)] .

In particolare ogni ¢ € homg-a1g[K[G], End(V')] &€ un omomorfismo di anelli e quindi per la teoria
dei moduli esso da a V una struttura di K[G]-modulo in cui l'azione di K[G], ovvero la mappa
K[G] x V — V, sia K-bilineare.

Vale il viceversa: ad ogni K[G]-modulo V' & possibile associare uno (ed uno solo) omomorfismo
di K-algebre ¢: K[G] — End(V) e quindi un unico omomorfismo p: G — Aut(V).

In sintesi quanto detto fin qui ci dice che le G-rappresentazioni e i K[G]-moduli sono essenzial-
mente la stessa cosa.

Definizione 1.5 ((Omo)morfismi di rappresentazione). Date due rappresentazioni di un gruppo
G, diciamo (V, p¥) e (W, p"), dove

pV: G — Aut(V)
oV G — Aut(W)

un omomorfismo dalla rappresentazione V alla rappresentazione W non e altro che un’applicazione
K-lineare ¢: V' — W tale che per ogni g € G e v € V si abbia

p(gv) = gp(v) ,

0 piu esattamente

3La verifica & un facile conto



Osservazione 1.6. In pratica un’applicazione lineare ¢: V' — W tra (i supporti del)le rappresen-
tazioni V e W & un omomorfismo di rappresentazioni se e solo se per ogni g € G vale

pop’(g)=p"(g)op

ovvero se e solo se il seguente diagramma commuta, per ogni g € G.

V 2w

pY (g)l lpw (9)

VTH/V

Osservazione 1.7. E un facile esercizio vedere che un applicazione lineare p: V — W & un morfismo
di G-rappresentazioni se e solo ¢ un morfismo di K[G]-moduli, dove le strutture di K[G]-modulo
su V e W sono quelle indotte dalle rappresentazioni come descritto nelle osservazioni precedenti.

Puntualizziamo sul fatto che I’azione di K[G] su V' & data dall’unica mappa bilineare che soddisfi
I’equazione

gUp = Vgh -

Proposizione 1.8. Date tre G-rappresentazioni V., W e L e due omomorfismi di rappresentazions
p: VoW ep: W — L, allora Uapplicazione lineare iy o p: V — L é anch’essa un omomorfismo
di rappresentazions.

Dimostrazione. La dimostrazione & una rapido conto: per ipotesi sappiamo che per ogni g € G
valgono ¢ o p¥(g) = p"(g) 0w e o p" (g) = p%(g) 0 ¢ e quindi
bopop (g)=vop” (g oy
=pHg)ovop

che appunto prova che ¥ o ¢ & un morfismo di G-moduli. 0

Proposizione 1.9. Per ogni G-rappresentazione V il morfismo identita 1y : V. — V & un omo-
morfismo di rappresentazioni.

Dimostrazione. E banale osservare che per ogni g € G vale in effetti 1y 0 p¥ (g) = p"(g) o 1y e che
quindi 1y & un omomorfismo di rappresentazioni. O

Osservazione 1.10. Le proposizioni precedenti ci assicurano che, per ogni gruppo G, le rappresen-
tazioni e i relativi omomorfismi formano una categoria.

Un fatto che ci servira in seguito (per esempio per provare il lemma di Schur) ¢ il seguente.
Proposizione 1.11. 1. Date due G-rappresentazioni V. e W e due omomorfismi tra esse,

p:V—=>We: V= W, Uapplicazione lineare ¢ +1: V. — W é ancora un omomorfismo
di rappresentazioni.

2. Date due G-rappresentazioni Ve W e un omomorfismo di rappresentazionip: V. — W, allora
per ogni A € K Uapplicazione lineare Ap: V. — W é un omomorfismo di rappresentazions.



Dimostrazione. 1. Siano ¢, : V — W omomorfismi di rappresentazioni. Vogliamo provare che
@ + 1) & anche esso un omomorfismo di rappresentazioni, ovvero che per ogni g € G e per
ogni z € V si abbia

(o +¥)(gz) = g((¢ + ) (2)) -
Usando le definizioni delle mappe si ottiene il seguente conto
(o + ) (gz) = (g9) + ¥ (g2)
= go(x) + gi(x) (poiché ¢ e 1) sono morfismi)
= g(¢(x) + ¥ (x)) (per le proprieta delle rappresentazioni)

=g(p+¥)(x)

che prova quello che volevamo dimostrare.

2. Sia ¢: V — W il morfismo di rappresentazione. Anche in questo caso per provare che Ap &
una G-rappresentazione dobbiamo provare che

(Ap)(gz) = grp(7)

per ogni g € G e x € V. E anche in questo caso usando le definizioni otteniamo che

(Ap)(gz) = Ap(g)
= Mgp(z)) (poiché ¢ & morfismo)
= g(Ap(x)) (per le proprieta delle rappresentazioni)

= g(xp)(x)

che di nuovo prova il nostro claim.

O]

Osservazione 1.12. La proposizione precedente prova che per ogni coppia di G-rappresentazioni V'
e W linsieme homg[V, W] degli omomorfismi di G-rappresentazioni ¢ un K-spazio vettoriale.

Per chi conosce la nozione di categoria additiva e categoria lineare puo divertirsi a provare che
la categoria delle G-rappresentazioni & una categoria additiva/lineare.

Esempio 1.13. Consideriamo il gruppo S3, il gruppo delle permutazioni di un insieme di 3 elementi,
e il C-spazio vettoriale C3. Su tali dati possiamo definire la rappresentazione

p: S3 — Aut(C?)

I Lo(1)
p(o) | z2 | = | T4
T3 Lo (3)

Definizione 1.14 (Sotto-rappresentazione). Data una rappresentazione (V,p") di un gruppo G,
una sua sotto-rappresentazione, anche detto sotto-spazio G-invariante, ¢ un sotto-spazio W C V
tale che per ogni g € G si abbia p¥ (¢)(W) C W (o in forma pitt contratta giW C W).

Osservazione 1.15. Se (V, pv) e una G-rappresentazione e W C V & una sotto-rappresentazione
allora segue che ogni p" (g) si puo restringere a un

P(g)=p " (Qw: W W

e non ¢ difficile vedere che in questo modo p"¥ & un omomorfismo dal gruppo G al gruppo Aut(W),
ovvero la coppia (W, p"") & una G-rappresentazione.



Dimostrazione (dell’osservazione). Dobbiamo far vedere che p" & una mappa da G in Aut(WW)
e che ¢ un omomorfismo. Sappiamo gia che p"V(g): W — W & un endomorfismo lineare di W,
bisogna far vedere che esso & anche biettivo e quindi che & un automorfismo. Ricordiamo che per
definizione p" (9) = p(g)w € quindi

dove la seconda equazione segue dal fatto che p € un omomorfismo mentre la terza da considerazioni
set-teoretiche. Da questa osservazione seguono due cose:

1. le equazioni
PP () o (gh) = 0" (ggh) = p"" (1) = idw
che ci garantiscono che p"V(g) & invertibile per ogni g € G, e quindi che effettivamente p"V &
una mappa da G in Aut(W);

2. che per ogni coppia g, h € G valga
p" (gh) = p" (g) 0 0" (h)
ovvero che p"V' & un omomorfismo di gruppi e quindi una rappresentazione di G su W.
Questo prova la tesi. 0

Proposizione 1.16 (che funge anche da esempio, e non sorprendera molti). Dato un omomorfismo
p: V. — W tra due G-rappresentazioni allora ker v & una sotto-rappresentazione di V e Imyp €
una sotto-rappresentazione di W.

Dimostrazione. Sappiamo gia che ker ¢ & un sotto-spazio vettoriale di V', per far vedere che sia
anche una sotto-rappresentazione dobbiamo far vedere che per ogni g € G si ha gker ¢ C ker p,
ovvero che per ogni x € ker ¢ valga anche gz € ker ¢.

Sia dunque x € kerp e g € G allora

o(gx) = gp(z) (per la proprieta di omomorfismo di ¢)
= g 0 (perché z € ker @)
=0.

Dunque ¢(gz) = 0 e quindi anche gz € ker . Questo prova che gker ¢ C ker ¢ e che quindi ker ¢
€ una sotto-rappresentazione.

In modo del tutto analogo per provare che Im ¢ sia una sotto-rappresentazione di W ci basta
provare che g Im ¢ C Im ¢, ovvero che per ogni y € Im ¢ e ogni g € G si ha che gy € Im ¢.

Se y € Im ¢ allora sappiamo che esiste un z € V tale che ¢(z) = y. Abbiamo che

9y = ge(x)
= ¢(gz) (per la proprieta di omomorfismo di ¢)

e dato che p(gx) € Imp ne segue che gy € Imp, per ogni y € Imp e g € G. Questo prova che
gIm ¢ C Imp e che quindi anche Im ¢ € una sotto-rappresentazione. O



Esempio 1.17. Soffermiamoci per un attimo ancora sulla rappresentazione dell’esempio 1.13.
Consideriamo i sotto-spazi

cCreC

ceC:z4+y+2=0

e 8 8 8 8

tali sotto-spazi sono Ss-invarianti, infatti:

e per ogni o € S3 e un vettore v € U, di componenti v; = vy = v3 = z, si ha che il vettore ov
ha componenti

quindi ov = v, e pertanto cU C U (che appunto prova che U & una sotto-rappresentazione);
e per ogni o € S3 e un vettore v € T, quindi tale che v; + vy + v3 = 0, si ha che
(ov)1 + (0v)2 + (00)3 = Vo(1) + Vo(2) T Vo(3)
=v1+v2+v3=0

quindi cv € T, dato che questo vale per ogni v € T ne segue che ¢7" C T, quindi T" ¢ una
sotto-rappresentazione.

Concludiamo questa sezione con un teorema che sara utile nel seguito per provare che alcuni
spazi vettoriali hanno una struttura di G-rappresentazione.

Teorema 1.18 (Quozienti). Data V' una G-rappresentazione e W C V una sua sotto-rappresentazione,
allora V/W ha una naturale struttura di G-rappresentazione, in particolare se w: V.— V/W é
lomomorfismo di proiezione al quoziente allora tale rappresentazione é definita da

P (g)(m(v)) = (p" (9)(v)) per ogniv eV eg e G
o equivalentemente
P (g)om =mopY(g)
per ogni g € G.

Dimostrazione. La dimostrazione € una semplice applicazione dei teoremi di omomorfismo.
Cominciamo con 'osservare che per ogni g € G abbiamo che p" (g)(W) = W. Infatti dato che
W & una sotto-rappresentazione abbiamo che

PV (g)(W) S W

P (gHw)cw

10



da cui

PV (g) W) CW = p"(9)(p" (g7 )(W)) C p" (9)(W)

e quindi pV (g)(W) = W per ogni g € G.
A questo punto consideriamo il diagramma,

In particolare abbiamo che

ker7 o p¥(g) = p" () (kerm) = p" (g7 )(W) = W = ker

quindi per il primo teorema di omomorfismo sappiamo che esiste ed ¢ unico il morfismo pV/ W(g)
tale che il diagramma

\%
v p’(9) v

ﬂ lﬂ
V/W *>) V/wW

V'V (g

commuti. Inoltre lo stesso teorema di omomorfismo ci dice che ker p"/W (g) = (0) e per proprieta
generali sappiamo inoltre che, dato che p¥/W (g) om = 70 p¥(g) & suriettiva (perché composizione
di 7 e p¥(g) che sono suriettive), p¥/W (g) & pure suriettiva. Dunque p"/" (g) ¢ un automorfismo
di V/W. Questo ci da la funzione

PV G — Aut(V/W)

V/W(

g p g) .

Resta da vedere che questo sia effettivamente un omomorfismo.
Presi g, h € G dalla commutativita del diagramma

pY (hg)

L,
| [
VIW o VIW e V/W

PV (g pV/W (h

e dalla definizione di p¥/" (hg) ne segue che
p"W (hg) = p""" (h) 0 p"TW (g) .

Questo prova che pV/W ¢ effettivamente un omomorfismo di gruppi e p"/ Wig)om =mop¥(g),

per ogni g € G, per definizione dei p"/W (g) stessi. O

11



1.2 Decomposizione di rappresentazioni

Le due sotto-rappresentazioni dell’esempio 1.17 hanno una particolare proprieta: esse ci danno
una decomposizione dello spazio C3 come

CC=UT,

¢ sivede subito che se v € UNT allora posto x = v1 = vy = vg si deve avere 3x = vi+wvs+vs = 0,
ovvero x = 0, e quindi v = 0;

e per provare che C3 = U 4 T basta osservare che U ha dimensione 1, in quanto generato dal

vettore
1

1
1

mentre 7" ha codimensione 1 in un C-spazio di dimensione 3, questo perché T ¢ definito da
un’equazione lineare, e quindi 7" ha dimensione 2, da qui si puo concludere usando la formula
di Grassmann.

Questo esempio mostra gia uno dei problemi principali della teoria delle rappresentazioni di
gruppi: trovare decomposizioni di rappresentazioni in sotto-rappresentazioni piu semplici. Questo
perché una volta trovata una decomposizione & possibile studiare proprieta della rappresentazione
attraverso le proprieta delle sotto-rappresentazioni.

In particolare spesso si cerca di decomporre una rappresentazione come somma diretta di
sotto-rappresentazioni irriducibili.

Definizione 1.19 (Rappresentazioni irriducibili). Sia G' un gruppo e (V,p") una sua rappre-
sentazione. Diremo che la rappresentazione V ¢ irriducibile se V' # (0) e le sue uniche sotto-
rappresentazioni sono V' stesso e (0).

Notazione. Se W C V ¢ una sotto-rappresentazione, dove V potrebbe anche non essere irriducibile,
diremo che W & una sotto-rappresentazione irriducibile se la rappresentazione indotta (W, p"V' =
p“{,v) ¢ una sotto-rappresentazione irriducibile.

Osservazione 1.20. Le sotto-rappresentazioni dell’esempio 1.17 sono delle (sotto)rappresentazioni
irriducibili.

Dimostrazione. Lo spazio

x
U= z|:xzeC
T

ha dimensione 1 e quindi gli unici sotto-spazi vettoriali possono essere U stesso e (0), quindi sono
anche le uniche possibili sotto-rappresentazioni (una sotto-rappresentazione ¢ un sotto-spazio).
Lo spazio

x
T= yleCaz+y+2=0
z

ha dimensione 2, pertanto, se avesse dei sotto-spazi Ss-invarianti non banali, essi dovrebbero
avere dimensione 1. Il problema & che 1'unico sotto-spazio Ss-invariante di C3, di dimensione 1, &
esattamente U, che chiaramente non ¢ contenuto in 7. Per far vedere questo fissiamo una sotto-
rappresentazione S di dimensione 1 e facciamo vedere che S = U. Per fare questo si puo procedere
in due modi:
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1. supposto che v € S sia un generatore di S, per ipotesi sappiamo che esistono A, u € C tali
che (1,2)v = Av e (1,3)v = pv, da queste equazioni vettoriali possiamo estrarre 6 equazioni
lineari che risolte ci provano che vy = vy = v3 # 0;

2. dato che S ¢ una sotto-rappresentazione abbiamo che ’'omomorfismo p induce un omomor-
fismo
p¥: S5 — Aut(S) = G, (C) = C*

tale omomorfismo non puo essere iniettivo, poiché S3 non ¢ abeliano e quindi non si puo
immergere in un gruppo commutativo come C*, pertanto ker p° = As; questo ci garantisce
che

ps((la 2, 3)) = p((l, 273))\5 =idg

ma da questo allora segue che se v € S & un generatore di S allora si deve avere che

(1,2,3)v=vw
e in particolare
) ’3)2})1 =V
( ) 73)U)2 = V2

((1, 2, 3)1})2 = U3

e quindi v; = v9 = v3, che prova che v € U.

Dal fatto che U sia 'unico sotto-spazio Ss-invariante di dimensione 1 segue che T non puo avere
sotto-rappresentazioni proprie non banali e che quindi e irriducibile. ]

Teorema 1.21. Per ogni gruppo G finito, una G-rappresentazione finita su un C-spazio vettoriale
V' ammette una decomposizione come somma di sotto-rappresentazioni irriducibili.

Prima di dimostrare il teorema proviamo il seguente lemma.

Lemma 1.22. Dato un gruppo G finito e una sua C-rappresentazione V', anche essa finita, allora
¢ possibile mettere su V' un prodotto hermitiano H che sia definito positivo e G-invariante: per
cui H(gu, gv) = H(u,v) per ogni u,v € V e g € G.

Dimostrazione del lemma. Per ipotesi V' & un C-spazio finito dimensionale, pertanto & equippag-
giabile con un prodotto hermitiano definito positivo

Hy: VxV—=C.
A partire da tale prodotto hermitiano possiamo definire la mappa

H:VxV—C

H(u,v) = Z Ho(gu, gv)
geG
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che e ben definita poiché G &, per ipotesi, finito.
Non ¢ difficile vedere tramite conto esplicito che H & un prodotto hermitiano definito positivo®.
Resta da provare che H € anche G-invariante, ovvero per ogni g € G e per ogni coppia u,v € V
si ha che H(gu, gv) = H(u,v). Per fare questo consideriamo degli u,v € V eun h € G e osserviamo
che

H(hu, hv) = Z Hy(ghu, ghv)
geG

= ) Ho(gu, gv)

geGh

= Ho(gu, gv)
geG

= H(u,v)

dove la seconda uguaglianza segue dal fatto che gli insiemi Gh = { gh: g € G } e G sono uguali.
Questo prova la tesi. O

Dimostrazione del teorema 1.21. Come spesso si fa quando si ha a che fare con spazi vettoriali di
dimensione finita si procede per induzione su n = dim¢ V.

(Passo base). Non consideriamo il caso 0-dimensionale perché & abbastanza “ovvio/inutile”. Se
n = 1, ovvero abbiamo a che fare con una rappresentazione 1-dimensionale, allora, come
abbiamo gia visto, tale rappresentazione ¢ irriducibile: perché non ha sotto-spazi non banali
e quindi non puod avere sotto-rappresentazioni non banali. Quindi se V' ha dimensione 1 essa
¢ una rappresentazione irriducibile.

(Passo induttivo). Supponiamo che l'ipotesi sia vera per G-rappresentazioni di dimensione mi-
nore (strettamente) a n e che V sia una G-rappresentazione di dimensione 7.

Abbiamo due possibilita: o V' ¢ una rappresentazione irriducibile, e allora non c’¢ altro da
dimostrare, oppure non lo ¢, e quindi esiste un sotto-spazio W C V che sia G-invariante.
Concentriamoci su questo secondo caso.

Per il lemma 1.22 V & equipaggiato con un prodotto hermitiano H: V x V — C definito
positivo che sia G-invariante, ovvero tale che per ogni g € G e per ogni u,v € V si abbia

H(gu, gv) = H(u,v) .
Allora sappiamo che vale la decomposizione
VeWwewt

dove W & l'ortogonale di W rispetto al prodotto H.

Se anche W+ fosse G-invariante allora 'ipotesi induttiva implicherebbe che sia W che W+
sono decomponibili come somma diretta di sotto-rappresentazioni irriducibili, quindi anche
V sarebbe decomponibile come somma delle sotto-(sotto)rappresentazioni irriducibili. Per

4 Oppure uno pud semplicemente osservare che

H = Hoo(p(g) x p(g))

geG

ovvero che H ¢ la somma (finita) delle forme hermitiane definite positive Ho o (p(g) X p(g)).
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vedere che effettivamente W & G-invariante ci basta provare che per ogni z € W+ e per
ogni g € G vale che gz € W, ovvero che H(gz,w) = 0 per ogni w € W. Abbiamo che

H(gz,w) = H(g gz, g 'w) (per G-invarianza di H)
= H(z,9 'w)
=0

dove I'ultima uguaglianza segue dal fatto che g~ 'w € W, in quando W & G-invariante, e che

z € W', Quindi effettivamente W+ ¢ G-invariante e per le osservazioni precedenti anche V'
ammette una decomposizione come somma diretta di sotto-rappresentazioni irriducibili.

Per induzione segue la tesi. O

Osservazione 1.23. B facile osservare che la precedente dimostrazione non si pud estendere al caso
di rappresentazioni su campi di cardinalita positiva. Anzitutto non avremmo i prodotti hermitiani,
ma questo sarebbe un problema facilmente aggirabile usando dei prodotti scalari, il problema piu
grosso sta nel lemma 1.22: preso un prodotto scalare Hg, definito su una rappresentazione di
campo finito K, il prodotto H definito dall’equazione

H(u, U) = Z H(gu7 gv)

geCG

potrebbe avere dei comportamenti strani nel caso in cui charK | |G]|.

D’altra parte invece un risultato analogo a quello qui presentato vale per gruppi di Lie, una
classe particolare di gruppi infiniti muniti di una topologia che renda continue e differenziabili le
operazioni di gruppo. Nella dimostrazione di tale risultato si lavora sempre con rappresentazioni
su campo complesso e a partire da un prodotto hermitiano Hy si definisce un prodotto G-invariante

H(u,v) = Ho(gu, gv)du
geG

dove p € la misura di Haar.
In seguito vedremo un risultato analogo al teorema appena dimostrato per campi a caratteri-

stica positiva:

Teorema (Maschke). Sia dato un gruppo finito G, con |G| = n, e un campo K, con charK { n.
Allora per ogni G-rappresentazione V, su campo K, e per ogni sua sotto-rappresentazione W esiste
una G-sotto-rappresentazione U di V' tale che V=W @ U.

Prima di continuare vediamo alcuni contro-esempi cattivi che ci facciano capire perché nel
teorema di Maschke ¢ fondamentale l'ipotesi che il gruppo G sia finito.

Esempio 1.24. Consideriamo la seguente rappresentazione del gruppo infinito (R, +).

p: R — G1(C?)

p(t) = <é i)

Tale rappresentazione ammette la sotto-rappresentazione

() -{Q)2ec).

1
Che questa sia una sotto-rappresentazione segue dal fatto che (

0) € un autovettore per ogni p(t).
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Tuttavia U non ammette un supplementare T' che sia anche esso R-invariante. Infatti se cosi
non fosse, e quindi se esistesse una sotto-rappresentazione 7" tale che C? = U ®T allora T dovrebbe
essere una sotto-rappresentazione di dimensione 1, e quindi dovrebbe esistere un vettore w € T
tale che T' = (w). Tale w dovrebbe essere un autovettore per tutti i p(¢) e in particolare dovrebbe

1
esserlo per p(1). Posto v = ( ), allora si avrebbe che {v, w} sia una base di autovettori per p(1)

0
che quindi dovrebbe essere diagonalizzabile, ma questo ¢ assurdo per i teoremi di algebra lineare.

Ci apprestiamo ora a definire uno dei teoremi pit importanti della teoria delle rappresentazioni.

Teorema 1.25 (Lemma di Schur). Dato ¢: V. — W omomorfismo di G-rappresentazioni irridu-
cibili allora

1. 0 9o =0 0 ¢ é un isomorfismo,

2. se V.=W & una C-rappresentazione irriducibile finita allora ¢ = Xidy per qualche scalare
AreC.

Dimostrazione. 1. Sia ¢ come nelle ipotesi allora ker ¢ e Im ¢ sono sotto-rappresentazioni, di
V e W rispettivamente. Per l'irriducibilita abbiamo due casi

ker = V: in tal caso ¢ = 0;

ker ¢ = (0): in questo caso ¢ ¢ iniettiva e quindi, dato che V' ¢ non nullo per ipotesi, ¢ #
0, questo automaticamente esclude che Im ¢ possa essere uguale a (0) e quindi, per
lirriducibilita di W, segue che Im ¢ = W, ovvero che ¢ sia anche suriettiva e quindi un
isomorfismo.

2. Nel caso V = W sia una C-rappresentazione finita allora abbiamo che ¢ ¢ un endomorfismo
lineare su un C-spazio di dimensione finita, pertanto ha un autovalore A, ovvero ¢ — Aidy
ha ker non banale.

Ora, visto che V' & per ipotesi irriducibile, per il punto precedente o ¢ — Aid & 'omomorfismo
nullo, 0 ¢ — A id & un isomorfismo. Questa seconda possibilita ¢ esclusa poiché ker(¢ — \id) #
(0) e quindi deve valere ¢ — Aid = 0 ovvero ¢ = Aid.

O

Esempio 1.26 (Rappresentazioni irriducibili per gruppi abeliani finiti.). Sia G un gruppo abeliano
finito e sia V' una sua rappresentazione irriducibile. Vogliamo far vedere che dim¢ V' = 1.

Sia L: G — GI(V) la mappa strutturale della rappresentazione. Per ogni h € G abbiamo che
Ly, & un’applicazione lineare di V' in se stesso. Inoltre abbiamo che per ogni g € G vale che

LyhoLy=Lyg=Lgy=LyoLy

o equivalentemente’
Lyop(g) = p(g) o L

che ci dice che L, & un (auto)morfismo® della rappresentazione (V, L) in se stessa.

Allora per il lemma di Schur abbiamo che L; = Aid per qualche A € C*, in particolare ogni
vettore di V' sarebbe un autovettore.

Se per assurdo dimc V' > 1 allora presi due vettori linearmente indipendenti v e w in V, per
ogni h € G lapplicazione Lj; dovrebbe avere v e w come autovettori e quindi si avrebbe che
Ly (v) € (v) e Lp(w) € (w). Da questo seguirebbe che i due spazi (v) e (w) dovrebbero essere due
sotto-spazi G-invarianti non banali, assurdo perché per ipotesi V era irriducibile. Quindi dobbiamo
concludere che dim¢ V' = 1.

®Dato che p(g) = L.
511 fatto che sia un endomorfismo & ovvio, in pitt & biettivo.
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Esempio 1.27. Proviamo a trovare le rappresentazioni irriducibili (su campo C) del gruppo Cy (il
gruppo ciclico di ordine 4).

Dall’esempio precedente sappiamo che una tale rappresentazione ha dimensione 1, quindi deve
essere della forma

p: Cy — GI(C) =C* .

Una rappresentazione p di questo tipo, in quanto omomorfismo di gruppi, deve mappare il
generatore di x € Cy in un elemento di p(z) € C* tale che p(z)* = 1: quindi p(x) deve essere una
radice del polinomio X% — 1.

Dai risultati di teoria dei gruppi sappiamo che per ogni tale elemento (ogni radice di X4 — 1)
esiste uno ed un solo omomorfismo p come sopra. Quindi le rappresentazioni irriducibili di Cy4 sono
tutti e soli gli omomorfismi che mappano il generatore x rispettivamente in 1, —1, 7 e —1.

Osservazione 1.28. Osserviamo che se iniziamo a studiare le rappresentazioni su campi diversi da
C i risultati precedenti non valgono, poiché non vale la seconda parte di Schur.
Come mostra il seguente esempio.

Esempio 1.29. Consideriamo la seguente rappresentazione di Cy.
p: Cy — GI(R?)
k
0o (0 —1
La rappresentazione p ¢ irriducibile. Infatti se avesse una sotto-rappresentazione non banale

essa dovrebbe avere dimensione 1 e dovrebbe essere un autospazio ogni p(x*). Tuttavia sappiamo
che p(x) non ha autovalori reali e quindi non puo avere autospazi di dimensione 1.
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Capitolo 2

Costruzioni con rappresentazioni e
caratteri

Lezione 2 (29/02/2016)

In questo capitolo inizieremo a vedere i modi di comporre rappresentazioni per costruire rappre-
sentazioni pitt complesse a partire da “mattoncini semplici” e inizieremo a vedere la teoria dei
caratteri che, come vedremo piu avanti, diventera lo strumento essenziale per studiare modi di
decomporre rappresentazioni su C tramite rappresentazioni irriducibili.

2.1 Operazioni tra rappresentazioni

Definizione 2.1 (Somma diretta). Date due G-rappresentazioni V' e W lo spazio V & W ha una
naturale G-rappresentazione associata ad essa data da

PV G — Aut(V @ W)

p W (g) = p¥(9) ® " (9) ,

ovvero

PV (g)(v,w) = (" (9)(v), p" (9)(w))

che nella notazione contratta si puo anche scrivere

g(v,w) = (gv, gw) .

W

Proposizione. La pV‘B € una rappresentazione.

Dimostrazione. Ricordiamo che per le proprieta (la funtorialita) della somma diretta, dato che per
ogni g € G abbiamo che p" (g) e p"V(g) sono due automorfismi su V e W rispettivamente, abbiamo
che p"®W(g) & un isomorfismo da V @ W in se stesso e quindi appartiene a Aut(V @ W). Questo
ci dice che la mappa p"®W': G — Aut(V @ W) & ben definita.

Non ci resta che provare che pV®"W & anche un omomorfismo di gruppi. Consideriamo quindi

due elementi g,h € G allora sempre per le proprieta della somma diretta valgono le seguenti
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equazioni

p W (gh) = p" (gh) & p" (gh)
= (p"(g) 0 p" (h)) @ (0" (g) 0 p" (h))
= (0" (9) @ p" (9)) o (0" (h) & p" (h))
=p" " (g) 0 PV ()

O]

Definizione 2.2 (Prodotto tensore). Date due G-rappresentazioni V' e W lo spazio V ® W ha
una naturale G-rappresentazione associata ad essa data da

PV G — Aut(V @ W)

P (g) = p¥(9) ® p" (9) ,

ovvero

P W (g) (v @w) = (" (9) () @ (p" (9)(w))

o in notazione contratta

gv@w) = (gv) ® (gw) .

QW

Proposizione. La p¥ € una rappresentazione.

Dimostrazione. Analogamente al caso della somma diretta anche per il prodotto tensore sfruttando
le funtorialita e il fatto che per ogni g € G sia p" (g) che p"'(g) sono isomorfismi ne segue che
anche p¥®W(g) definito come sopra ¢ un isomorfismo. Quindi anche in questo caso la mappa p"®"
prende valori in Aut(V ® W) e quindi & ben definita'.

Proviamo che pV®"W & un omomorfismo di gruppi. Prendiamo g, h € G, allora abbiamo

p W (gh) = p" (gh) @ p" (gh)
=(p"(9) 0 p" (h)) ® (0" (g) 0 p' (h))

= (0" (9) © p" (9)) © (0" (h) @ p" (n))
:pV®W( ) V®W(h)

V®W & un omomorfismo di gruppi, ovvero una rappresentazione.

O

e questo prova che effettivamente p

Definizione 2.3 (Duale). Sia V una G-rappresentazione allora V* ha una naturale struttura di
G-rappresentazione data da

PV G — Aut(V¥)
p""(g) = homg[p" (¢71), K]

I codominio & davvero il gruppo di automorfismi giusto.
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o piu esplicitamente

Per scrivere la definizione in notazione contratta dobbiamo ricordare che per ogni g € G e ogni
@ € V* abbiamo che l'elemento gy & una funzione e quindi & completamente descritta da co-
me si comporta sugli elementi v € V: da questa osservazione segue possiamo anche descrivere
I’azione/rappresentazione p¥ nel seguente modo

(g99)(v) = (g~ "v) .

. . * \ .
Proposizione 2.4. La p¥" ¢ una rappresentazione.

Posticipiamo per un attimo la dimostrazione, su cui ritorneremo quando vedremo la rappre-
sentazione sullo spazio delle applicazioni lineari.
Prima di continuare facciamo la seguente osservazione.

Osservazione 2.5. Se V' ¢ una G-rappresentazione e con (—,—) : V* x V' — K indichiamo il ben
noto pairing di V' definito dall’equazione

(p,v) = p(v)

che ¢ un applicazione bilineare, allora abbiamo

(g, gv) = (9¢)(gv)

che ci dice che il pairing (—, —) ¢ G-invariante nello stesso senso del prodotto hermitiano descritto
nel teorema 1.21.

In pratica I’aver definito I’azione come la pre-composizione con p¥ ci garantisce che il pairing
sia preservato dall’azione di G.

Definizione 2.6 (Algebra alternante). Data una G-rappresentazione V' anche il k-esimo prodotto
alternante A*V ha una naturale G-rappresentazione associata:

pAkV: G — Aut(A*V)
k
P V(g) = A" (g)

e quindi

0 in notazione contratta
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Proposizione 2.7. La p»V ¢ una rappresentazione.

Dimostrazione. Ricordiamo che AFV & il quoziente di V®F per il sotto-spazio generato dal sotto-
insieme

S={11® QUOU Q-+ QVUk_1:V1,...,0_1 EV } .

Un facile conto mostra che per ogni v € S si ha che pv®lc (g)v € S e da questo segue che il
sotto-spazio W = (S) & una G-rappresentazione.

Ma allora per il teorema 1.18 segue che A*V = V®* /IV/ ha una struttura di G-rappresentazione
data dall’omomorfismo pAkV: G — Aut(A*V), definito dall’equazione pAkV(g) om=mo pV®’c (9),
dove 7: V&% — ARV ¢ la proiezione al quoziente. Da questa equazione segue che

k
glor A Ao = p* V()i A Aog)

="V (g)(r(n @ @)

(0" (9) (01 ® - @ vy))
= (v ® - ® gug)

= gui A~ A gu

e quindi la rappresentazione ¢ proprio quella dell’enunciato.
O

Definizione 2.8 (Algebra simmetrica). Data una G-rappresentazione V' anche lo spazio Symy (V)
ha una naturale struttura di G-modulo data da:

P V) G — Aut(Symy (V)

Symy, (V) V)@k

p =(p

quindi

Symy, (V')

Proposizione 2.9. La p € una rappresentazione.

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ pressoché identica a quella per il prodotto alternante. Ricor-
diamo che Sym,, (V) = V¥ /W dove W ¢& il sotto-spazio generato da

S:{(Ul®"‘®Ui®"'®’0j®"'®vk)—(Ul®"‘®Uj®"'®’0i®"'®vk)i7)17"‘;7%EV} .

Un conto mostra che per ogni v € S si ha che pV*" (9)(v) € S e che quindi S ¢ G-invariante, da
questo segue che anche W e G-invariante e quindi e una sotto-rappresentazione. Il teorema 1.18 ci
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dice che Symy (V) ha una struttura di G-rappresentazione data dall’omomorfismo p»™(V): G —
Aut(Symy (V) definito dall’equazione

PV (g)om =m0 " (g)

dove 7: V®¥ — Sym, (V) ¢ la proiezione al quoziente.
Dall’equazione segue che

g(v1...v) = p™™V) (g) (v, >
P (g) (m < @ o))
= Wv@ (@1 @ ®vp))
= 1(gv1 ® - - @ guy)
= (9111) e (QUk:)
Symy (V)

che ci garantisce che p ¢ proprio la rappresentazione dell’enunciato.

O]

Definizione 2.10 (Applicazioni lineari tra rappresentazioni). Se V' e W sono G-rappresentazioni
allora & possibile munire lo spazio homg[V, W] della struttura di G-modulo tramite la seguente

phom=lVIWE G s Aut(hompg [V, W)

phomK (VW] (g) V(

= homg[p" (9)~", 0" (9)]

quindi

phomK[V,W} (g)(@) — pw(g) oo Pv(g_l) .

Anche in questo caso ricordandoci che p(g)(p)?

possiamo scrivere

& un’applicazione lineare, e quindi una funzione,

g)opop’(g M)
Y(9) (e (g7 ()

che in notazione contratta possiamo scrivere

(99)(v) = gle(g~v))

Proposizione 2.11. La phomK[V’W] € una rappresentazione.

Dimostrazione. Dai teoremi di algebra lineare e dal fatto che, per ogni g € G, i morfismi p¥ (g) e
p" (g) sono isomorfismi segue che anche pr™<[V:WI(g) = homg[p" ()1, pV (¢)] & un isomorfismo.
Questo prova la buona definizione di phomK[V’W].

2Da questo momento abbandoneremo 1’apice homg [V, W] per questioni di leggibilita, 'autore delle note conta
nella comprensione da parte del lettore.
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Per verificare la proprieta di omomorfismo prendiamo g e h in G e osserviamo che valgono le
seguenti equazioni

p(gh) = homg

homg

che provano che p VW] & effettivamente un omomorfismo e quindi una G-rappresentazione.

O]

. . . * N .
Osservazione 2.12. Osserviamo che la rappresentazione p¥~ non & nient’altro che la rappresenta-
zione phomx[VK] dove K ¢ vista come G-rappresentazione tramite 'omomorfismo di gruppi banale

P G — Aut(K)
p(g) = idk

in tal caso infatti per ogni g € GG abbiamo che

phomK[V,W] (g) — homK[pv(g_l)a pK(g)]
= homK[pv(g_l)aK]

=p""(9g) .

Osservazione 2.13. Se V e W sono G-rappresentazioni e W ¢ finita allora il seguente

L:V*® W — homg[V, W]
Loguw(v) = @(v)w

¢ un isomorfismo di G-rappresentazioni.

Dimostrazione. Per dimostrare il nostro claim ci sono tre cose da provare:
1. far vedere che la L ¢ ben definita ed ¢ lineare;
2. far vedere che la L ¢ biettiva, ovvero che sia un isomorfismo;

3. far vedere che la L ¢ un morfismo di G-rappresentazioni.

1. Cominciamo con l'osservare che l'applicazione & ben definita (anche nel caso in cui W non
sia finita). Infatti abbiamo che la mappa

L': V* x W — homg[V, W]
L'(p,w)(v) = p(v)w

¢ bilineare, la verifica & un facile conto.
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Quindi per la proprieta universale del prodotto tensore ne segue 'esistenza della

L:V*®@W — homg[V, W]
Logw(v) = p(v)w

definita come nell’enunciato del teorema.

2. Facciamo vedere che L ¢ iniettiva. Per le proprieta del prodotto tensore sappiamo che ogni
elemento di V* ® W puo essere scritto nella forma

P11 W1+ -+ P @ Wi

con i w; linearmente indipendenti. Sia dunque ¢ ® w1 + - - - + i ® wi un generico elemento
di V* ® W e supponiamo che si abbia

Lipr @wy + -+ + o @wg) =0

ovvero, espandendo tramite le definizioni, che per ogni v € V si abbia
e1(v)wy + ... pp(v)wr =0 .
Dall’indipendenza lineare dei w; segue che
©i(v) = 0 per ogni v € V

per cui tutti i ¢; sono nulli e pertanto 1 ® w1 + - -+ + i ® wg € anche nullo.

Quindi 'unico elemento @1 @ wy + - - - + Y ® wy, che stia in ker L & I’elemento nullo, cosa che
prova liniettivita di L.

Notiamo che fino a questo punto non abbiamo usato il fatto che W sia di dimensione finita,

come qualcuno puo intuire ora useremo questa ipotesi.

Sia wi,...,w, una base di W e indichiamo con m;: W — (w;) la proiezione ortogonale
sullo span di w;. Per ogni applicazione lineare F' € homg[V, W] abbiamo k-funzionali lineari
m;oF € V*. Da questi funzionali otteniamo I’elemento 10 FQwi+- - -+ 7m0 FQuwy € V*QW.
Valutando la L su tale elemento otteniamo:

L7r10F®w1+---+7rkoF®wk (’U) =T10 F(U)wl +--+ Tk © F(’U)U}k.
= F(v)

e questo prova che F' = Ly ocFgw, +..m 0 Fouw,, da cui segue la suriettivita, quindi la biettivita
di L.

3. Non resta che provare che L & un omomorfismo di G-rappresentazioni: ovvero che per ogni
g € G abbiamo?®

p(g)o L =Lop(g) .

3In questa parte abbandoniamo gli apici sui i vari p per non appesantire troppo la notazione, speriamo che il
lettore perdoni, tanto I’apice giusto dovrebbe essere chiaro dal contesto.
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Prendiamo dunque un generico g € G e p@w € V*® W e proviamo a seguire i due percorsi
del diagramma seguente, che vanno da V* ® W (in alto a sinistra) in homg [V, W] (in basso
a destra).

V*@ W —E— homg|V, W]
o

g)l lﬂ(g)

VIOW —— homg [V, W] .

Da un lato, muovendoci verso destra e poi in basso, otteniamo

(p(9) © L) pgw = homg[p" (g7"), "V (9)] (Lygw)
=p"(9) © Lygwop” (g7")

dall’altro, andando in basso e poi a destra, abbiamo

(Lop(g)(p@w)= Lg(go@w)

= Lgp)a(guw)

per vedere che queste due mappe siano uguali proviamo a valutare in un generico v € V
ottenendo

P (9) 0 Logw o p” (97")(v) = g(e(g

Ligp)o(guw)(v) = (99)(v)(gw)
= (g v)(gw)

questo prova che che le due mappe sono effettivamente uguali, quindi che L sia davvero una
G-rappresentazione.

O]

Osservazione 2.14. 1l teorema precedente non € vero in generale nel caso in W non sia di dimensione
finita. Il motivo sta nel fatto che per ogni elemento 1 @ w1+ - -+ QWi € V*QW 'applicazione
L, @w;++op 0w, Mappa ogni elemento v € V nell’elemento ¢1(v)wi +- - -+ ¢ (v)wy, che appartiene
al sotto-spazio (w1, ..., wg): in pratica tutte le mappe Ly, gw, +-+pp@w, hanno rango finito e se W
ha dimensione infinita (e anche V' ha dimensione infinita) allora esistono mappe che non possono
stare nell’immagine di L.

A questo punto uno potrebbe anche chiedersi: e se V' avesse dimensione finita? Anche in questo
caso la mappa L ¢ suriettiva, vediamo un po’ perché. Fissiamo una base di V', diciamo vy, ..., vy,
allora abbiamo le proiezioni canoniche 71, ..., 7, : V — K che danno per ogni vettore le componenti
in tale base. Ora per ogni F' € homg[V, W] abbiamo I’elemento 71 ® F(v1) + -+ + 7, @ F(v,),* la

4Dato che m; € V* e F(V;) € W si ha che m; @ F(v;)) € VF @ W.

25



cui immagine tramite L ¢ il morfismo L g r(v, )+ +m0F(v,) che valutato in v vale

Ly o F(o)+tmn@F(v,) (V) = T1(0) F(01) + - 4 0 (0) F(0n)
= F(m(v)vy + -+ + m(v)vy)
- Fv)

e quindi F' sta nell'immagine di L, qualunque sia tale F' € homg[V, W].
Ovviamente se né V né W hanno dimensione finita non c’¢ pit alcun modo di garantire la
suriettivita di L, che quindi potrebbe non essere un isomorfismo.

2.2 Ancora su rappresentazioni irriducibili e decomposizioni

In questa sezione vedremo un altro grosso teorema di teoria delle rappresentazioni, prima pero
sara opportuno introdurre dei lemmi preliminari.

Lemma 2.15. Siano V e W due rappresentazioni irriducibili e sia f: V — W* un omomorfismo
di rappresentazioni. Allora si puo avere una e solo una delle sequenti possibilita:

) Of:()
o oppure f A0 eV =ZW.

Dimostrazione. Supponiamo che V' 2% W e per ogni j = 1,...,k poniamo che p;: Wk - W
sia la proiezione sulla j-esima componente per W¥*. Allora per ogni j = 1,...,k abbiamo che
pjo f:V — W ¢ un omomorfismo tra rappresentazioni irriducibili non isomorfe e quindi per il
lemma di Schur deve essere 'omomorfismo nullo. Quindi p;(f(v)) = 0 per ogni j e v € V, ma
questo vuol dire che f(v) ha tutte le componenti nulle e quindi che f(v) = 0, per ogni v € V,
ovvero f = 0.
In particolare se f = 0 allora deve per forza essere anche V = W.
O

Lemma 2.16. Sia V una rappresentazione irriducibile e supponiamo di avere una rappresentazione
della forma @;_, V;"" con i V; rappresentaziont irriducibili non isomorfe. Se f: V. — @, V" é un
omomorfismo di rappresentazioni allora almeno una tra le sequenti deve essere vera:

e =0
o esisteuni=1,...,r tale che V 2 V;, tale i e ovviamente unico e

Im f C V"

dove implicitamente identifichiamo V;kl con la relativa sotto-rappresentazione in P, V;kl

Dimostrazione. Per ogni ¢ = 1,...,r sia p;: @;_, Vlk’ — Vlkl la proiezione di €p; Vzkl su Vzkl

Nel caso in cui si abbia che V' 22 V; per ogni ¢, per il lemma 2.15 tuttii p;o f: V — Vlkl sono
nulli, da questo segue che per ogni v € V' il vettore f(v) ha tutte le componenti nulle in €, Vzkl e
quindi f(v) = 0. Dunque in questo caso si ha f = 0.

Viceversa supponiamo che esista un indice 7 tale che V = V;, allora chiaramente per ogni i’ # 4
si ha che V 2 Vi e quindi py o f = 0. Questo implica che per ogni v € V il vettore f(v) ha nulle
tutte le componenti tranne al piu la i-esima e quindi Im f C Vlkl

O
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Osservazione 2.17. Le due possibilita descritte nel lemma 2.16 non sono incompatibili: potrebbe
benissimo accadere che V' = V; per qualche ¢ ma f sia 'omomorfismo nullo. Tuttavia il lemma ci
dice che se f & non nullo allora sicuramente V' 2= V; per un unico i = 1,...,r e che Im f C V;kl

Segue un immediato corollario a lemma 2.16.

Corollario 2.18. Sia V wuna rappresentazione irriducibile e consideriamo una rappresentazione
@D._, Vi*, con i V; rappresentazioni irriducibili non isomorfe tra loro. Se f: VF — @, V:" ¢& un
omomorfismo di rappresentazioni allora una delle sequenti vale:

o f:o

o esisteunt=1,...,r tale che V=2V; eImngiki.

Dimostrazione. Per le proprieta dei prodotti sappiamo che V* contiene delle sotto-rappresentazioni
Wi,..., W, <V tali che

1. per ogni ¢ si ha che W; 2V

2. per ogni indice ¢ si ha che W; N} ., W; = (0)

3. vale I'uguaglianza VF =", W;.

Dette f;: W; — @, VZ]“ le restrizioni di f alle sotto-rappresentazioni W;, abbiamo che:

e seperognii=1,...,r si ha che V 2 V; allora per il lemma 2.16 ogni f; dovrebbe essere
nullo, e dato che V¥ = 3. W; si avrebbe che

fVh =¢ (Z Wi) = Zf(m-) = (0)

e quindi dovrebbe valere f = 0;

o viceversa se esiste un ¢ tale che V' = V;, allora questo indice & unico (perché i V; sono non
isomorfi tra loro), e quindi, sempre per il lemma 2.16 per ogni j = 1,...,k abbiamo

F(W;) =Im f; C VP

da cui segue che

O]

Teorema 2.19 (di unicita della composizione in irriducibili). Sia V' una G-rappresentazione finita,
allora, se esistono, sono uniche le sotto-rappresentazioni irriducibili Vi,...,V,. e i coefficienti
ki,...,k, tali che

Vg‘/lkl@@‘/rkr

per ogni i la sotto-rappresentazione Vlk’ e chiamata la componente isotopica di V;.
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Dimostrazione. In pratica dobbiamo dimostrare che se abbiamo un isomorfismo

f: @v’“ — éwji :
=1 i=1

dove le W; sono delle rappresentazioni irriducibili, allora r = s e, a meno di permutazioni, V; =2 W,
ek;=1[;perognii=1,...,r.

Per ognii=1,...,r sia f;: V;k’ — P, I/Vl.l" la restrizione di f alla sotto-rappresentazione Vlk‘
Ogni f; & restrizione di un morfismo iniettivo a una sotto-rappresentazione non nulla, quindi & non
nullo. Per il corollario 2.18 allora segue che esiste una funzione o: {1,...,7} — {1,..., s} tale che
per ogni ¢ = 1,...,r si abbia che V; = W e

F(VE) = Tm f; C W)

Applicando lo stesso ragionamento all’isomorfismo f~!: @] Wzlz — ] Vzkz si ha che deve
esistere anche una 7: {1,...,s} — {1,...,7} per cui per ogni i = 1,...,s abbiamo che W; = V_;
e

Combinando queste due cose abbiamo che per ognii =1,...,r

Vi (5 (V) i S Vi)

dato che per i1 # ig si ha che V" NV, = (0), e quindi in particolare Vzlfl Z Vilgz, si deve avere
T(o(i)) =i perognii=1,...,r.
In maniera analoga si puo provare che o(7(i)) =i per ognii =1,...,s.
Questo prova che o e 7 sono una l'inversa dell’altra e quindi » = s. Pertanto a meno di
permutare i W; possiamo supporre che o = 7 = id e quindi f(Vzkl) C Wzlz e ffl(Wili) C Vlkz
Da questo segue che f e f~! restringono a una famiglia di morfismi
fi: ‘/;kl N Wzll fiflz Wili - ‘/;k‘z

che sono isomorfismi: questo perché

-1 1 .
fi ofi=Ff Of’Viki :ZdViki

fi o fi_l = f © fﬁl‘W_li = ldle .
Dunque Vlkl ~ Wlll e confrontando le dimensioni di questi spazi si ha che
ki dim V; = dim(V}*) = dim(W)) = I; diim W;

ma dato che V; &2 W;, e quindi anche dimV; = dimW; # 0, ne segue che k; = [;, per ogni
1=1,...,7.
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2.3 Un lungo esercizio per il calcolo di una rappresentazione

Esercizio 2.20. Abbiamo gia visto nell’osservazione 1.20 che la seguente era una sotto-rappresentazione
irriducibile di C3, visto come Ss-modulo.

T
T = yl:z+y+2=0
z

Come conseguenza del teorema di decomposizione sappiamo che T'® T ¢ un S3-modulo che deve
ammettere una decomposizione come somma diretta di componenti irriducibili.

Esercizio: cercare di trovare tale decomposizione. (Hint: la decomposizione sara T' @ banale ®
segno dove banale ¢ la rappresentazione banale di S3 su C [I'omomorfismo p: S3 — G1(C) che map-
pa tutto nell’identita], segno & la rappresentazione p: S3 — GI(C) che mappa ogni permutazione
pari nell’identita e ogni permutazione dispari in — id.)

Soluzione. Per risolvere questo esercizio ci potrebbero essere molteplici soluzioni. In verita a
partire dal prossimo paragrafo introdurremo uno strumento molto potente, ¢ caratteri, che servono
appunto a trovare le decomposizioni delle rappresentazioni. Tuttavia puo essere istruttivo, per
prendere familiarita con le rappresentazioni o anche solo per imparare alcune tecniche per studiare
rappresentazioni su campo diverso da C, provare a risolvere questo esercizio con gli strumenti fin
qui introdotti.

Per cominciare scegliamo una base per T, cosi da poter rappresentare la nostra rappresentazione

1 0
tramite matrici. Non ¢ difficile vedere che i vettori | 0 | e | 1 | formano una base per T: un
-1 -1
conto fa vedere che sono linearmente indipendenti, stanno in 7' che ha dimensione 2 e quindi lo
generano.
In queste coordinate abbiamo che
1 0 0 1
P2y o]=|1 pPr(L2) [ 1 |=10
-1 -1 -1 -1
1 0 0 1
pT((17273)) 0 =|-1 pT((17273)) 1 =|-1
-1 1 -1 0
1 0
Se poniamov; = | 0 | ewvy = 1 abbiamo
-1 -1
o7 (1,2))01 = v, o ((1,2))0s = 0y
Pt ((1,2,3))v1 = —v9 Pt ((1,2,3))vg = v) — vy .

e quindi in questa base possiamo vedere p’ : S3 — Gly(C) dove

)= (3 o)
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Abbiamo quindi i seguenti isomorfismi
T®T =C*®C?=hom|[C? C?] = Matgyo(C)
dove gli isomorfismi sono di Ss-rappresentazioni e ’azione di ogni o € S3 € data da
oA = pl(0)ApT (o)™ per A € Matgyo(C).

Dato che (1,2) e (1,2,3) formano un insieme di generatori per S3 abbiamo che un sotto-spazio

V' C Matax2(C) € una sotto-rappresentazione se e solo se € invariante per l’azione di (1,2) e (1,2, 3).

Quindi per trovare le sotto-rappresentazioni ci basta trovare i sotto-spazi invarianti per (1,2) e
(1,2,3).

Sotto-rappresentazioni di dimensione 1. Cominciamo con il cercare le sotto-rappresentazioni

di dimensione 1, tali sotto-rappresentazioni sono rette che, per quanto detto sopra, devono

essere invarianti per 1’azione di (1,2) e (1,2, 3). Per trovare queste rette ci basta trovare tutti
i vettori A € Matayx2(C) tali che esistano A, u € C per cui

(1,2)A = ((1) é) A (? é) =2 (1,2,3)A = (_01 _11) A (‘11 _01> = uA .

In pratica stiamo cercando degli auto-vettori comuni alle applicazioni lineari p?®7(1,2) e
pTeT(1,2,3).

Risolviamo la prima equazione matriciale: poniamo A = (a b)
0 1\ /a b\ /0 1 d c
e2a=(3 o) (0 a) (3 0)=( 2)
quindi ’equazione (1,2)A = AA diventa
d c a b
()= a)

Portando avanti i conti, che non riportiamo per intero per brevita, si verifica che le soluzioni
sono divise in due sotto-spazi:

q= {5 0)erec}={G 1) )
= ) ek =G 0) (0)

dove per ogni A € V; si ha (1,2)A = A mentre per ogni A € V_; si ha (1,2)A = —A.

293 9= ()

10
0 1

Si vede subito che

e che quindi il sotto-spazio Wy = << >> ¢ una sotto rappresentazione di T'® T'. In

1
particolare dato che (0 2) ¢ un punto fisso sia per (1,2) che (1,2,3) é anche punto fisso
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per ogni o € S3 e quindi questo ci dice che Wy & la rappresentazione banale di S3, cioé & tale
che p"o(0) = id per ogni o € S;.

Per trovare altre eventuali sotto-rappresentazioni di dimensione 1 ¢ sufficiente provare a
vedere per quali A € V3 UV_y si ha che (1,2,3)A = pA per qualche p € C. Con un conto si
riesce a vedere che esiste un’unica altra sotto rappresentazione di dimensione 1 esattamente

() eee) {4 2)

Dato che
a 2a a 2a
(1,2,3 <—2a —a> a <—2a —a)
a 2a a 2a
(1,2) <—2a —a) - <—2a —a>
ovvero che p"1(1,2,3) = idy, mentre p"1(1,2) = —idy, & chiaro che p"1: S3 — GI(W;) =
C* ¢ la rappresentazione segno: I’omomorfismo che manda ogni trasposizione in —1 e As in
1.

Dunque Wy e Wi sono le uniche sotto-rappresentazioni irriducibili di 7'® T' = Matax2(C)
di dimensione 1. Per completare la decomposizione non ci resta che trovare una sotto-
rappresentazione irriducibile di dimensione 2.

Sotto-rappresentazione di dimensione 2. Ovviamente la sotto-rappresentazione di dimensio-
ne 2 non pud essere pill calcolata tramite la ricerca di auto-vettori comuni a p?®7(1,2) e
pT®T(1,2,3), visto che ora abbiamo a che fare con sotto-spazi di dimensione 2. Tuttavia
possiamo provare a costruire artificialmente una sotto-rappresentazione nel modo seguente.

E un fatto generale che, per ogni vettore v e ogni ¢ nel gruppo, il sotto-spazio generato dagli
elementi { p(0)"v: n € Z } & un sotto-spazio p(o) invariante: questo perché p(o) agirebbe su
ogni combinazione lineare ) |, p(o)™v permutando i coefficienti applicati ai vettori.” Forti di
questa osservazione possiamo considerare il sotto-spazio

01 0 1 0 1
_ 01 -1 -1 1 0
N 1 0/’\0 1 /)’\-1 -1
che quindi sappiamo essere p?®7(1,2,3) invariante. Osserviamo che in questo spazio le

(-1 -1 1 0 .
matrici 0 1)elly formano una base, in quanto

(o )G 5= W) =0

Inoltre abbiamo che

® Attenzione non ci sono garanzie sul fatto che p(o)™v siano indipendenti tra loro.
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e quindi (1,2) permuta i vettori della base di Wa, quindi W5 & invariante anche per 1’azione
di (1,2) e dunque & una sotto-rappresentazione di S3 che & supplementare a Wy e Wy, visto
che i due vettori della base stanno nel complementare di Wy U W7.

Questo ci dice che T ® T =2 Wy @& W1 & Wy, Per concludere non resta da capire che
rappresentazione sia Wa.

Consideriamo i seguenti vettori

che formano una base di W5. Possiamo osservare che:

a2 = (7 o)~ (5 1) =m
(1,2,3)wz = <11 01> - <_01 _11>
(G 5)-00) - (G )6 o)
az= (7)1 o) =
az= (4 5) - (0 g)=m-

Questo ci dice che 'omomorfismo
pV2: Sy — Gl(Ws) = Gly(C)
dove 'omomorfismo tra G1(W2) e Gla(C) ¢ quello indotto dalla base {wy,ws}, € tale che

pV2(1,2,3) = <_01 _11> =pT(1,2,3)

2= (] )=o)

~

Questo ci dice che p"2 = pT', perché coincidono su dei generatori di S3. Quindi Wy = T
come rappresentazione di S3.

Mettendo tutto assieme questo ci permette di dimostrare che
TT =Wy W T

dove Wy ¢ la rappresentazione banale di S3 su C e W e la rappresentazione segno. O
Prima di chiudere questa sezione ricordiamo brevemente le tecniche usate per risolvere 1’eser-
cizio:

1. fissare delle basi per la rappresentazioni in modo da poter lavorare con matrici;

2. ridurre la ricerca di sotto-rappresentazioni di un gruppo G alla ricerca di sotto-spazi invarianti
per una famiglia di applicazioni lineari p(g), al variare di ¢ in una famiglia di generatori del

gruppo,
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3. generare sotto-rappresentazioni a partire da un vettore v € V prendendo il sotto-spazio
vettoriale generato da tutti i vettori della forma p(g)v al variare di g € G.

Queste tecniche possono essere usate in svariati modi tra loro per cercare di trovare esplicitamen-
te sotto-rappresentazioni di una rappresentazione data, pertanto puo risultare comodo tenerle a
mente.

2.4 Teoria dei caratteri

Notazione. Da qui in poi, salvo diversa indicazione, supporremo sempre che G sia un gruppo finito
e che le rappresentazioni siano tutte finito dimensionali su C.

Diamo ora una nuova definizione.

Definizione 2.21. Sia (V,p) una G-rappresentazione finita allora il suo carattere ¢ la funzione
Xy : G — C definita come

Xv(g) = tr(g)

0 piu propriamente

Xv(g) = tr(p(g)) -

Questa definizione ci servira in seguito, infatti a breve vedremo che i caratteri di una rap-
presentazione (finita su C) ci permettono di determinare in modo completo la decomposizione in
componenti irriducibili di ogni rappresentazione.

Osservazione 2.22. Ricordiamo che dato uno spazio vettoriale di dimensione finita V' e un’appli-
cazione lineare f: V — V la traccia di f e definita come

tr(f) = tr(MZ(f))

dove Mg( f) & la matrice che rappresenta f rispetto alla base B. Questa ¢ una buona definizione
dato che la traccia & un invariante per coniugio (se B = G7'AG per A, B € Mat,x,(C) e G €
G1,,(C) allora tr(A) = tr(B)) e quindi la traccia di f non dipende dalla base scelta B.

Osservazione 2.23. Come detto prima la traccia € un invariante per coniugio, questo implica che
per ogni g, h € G si ha che

Xy (h~'gh) = tr(p(h~"gh)) = tr(p(g)) = Xv(g)

ovvero che i caratteri sono costanti sulle classi di coniugio di G.

Definizione 2.24 (Funzioni classe). Una funzione f: G — C che sia costante sulle classi di
coniugio di G, ovvero tale che f(h~'gh) = f(g) per ogni g, h € G & chiamata funzione classe.

L’osservazione 2.23 ci dice essenzialmente che i caratteri di una rappresentazione sono funzioni
classe. Rivedremo ancora queste funzioni nel seguito ma prima di proseguire vediamo alcune
proprieta dei caratteri.

Proposizione 2.25. Per ogni coppia di G-rappresentazioni V.e W sono vere le sequenti:

1. Xvew(9) = Xv(9) + Xw(g)
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2. Xvew(9) = Xv(9) - Xw(9)
3. Xy+(9) = Xv(g)
4. Xp2v(9) = 5 (G (9) — Xv(g?).

Dimostrazione. Prima di entrare nel merito dei singoli punti ¢ comodo fare la seguente osservazione:

dato uno spazio vettoriale V' e una base su di esso, diciamo {v1,...,v,} allora tale base induce su
V' un prodotto scalare definito come 'unica forma bilineare (—, —) : V' x V' — C tale che
Oseiz#j
(vi, vj) = o
1sei=j.

A questo punto ¢ possibile verificare che per ogni f: V' — V vale che

n

tr(f) =Y (vi, f(03)) -

i=1

1. Identifichiamo gli spazi V' e W con i relativi sotto-spazi in V & W. Se {v1,...,v,} & una
base di V e {wi,...,wy} & una base di W allora sappiamo che, modulo 'identificazione
anzidetta, {vy,...,vp, w1, ..., Wy} € una base di V.o W.

Per 1'osservazione a inizio dimostrazione allora abbiamo che

Xvew(g) = tr(p” " (9))

come volevamo dimostrare.

2. Se {v1,...,vn} e {wi,..., Wy} sono basi rispettivamente di V' e W allora sappiamo che
{vi ® w; }31117” sono una base di V@ W.
11 prodotto scalare (—, —) definito da questa base verifica la seguente proprieta
(i@ w;, Y arvr) @ (Y buwn)) = aid;
k l

o equivalentemente
<Ui @ wj,a @ b> = <Ui’a> <w]" b>

dove a € V e b € W e i due prodotti a destra sono quelli su V e W indotti dalle basi
{vi,...,vn} e {w1,..., w,} rispettivamente.
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Abbiamo che

Xvew(g) = tr(p” " (g))

=> ) (i@ wy), 0" (g)(vi @ wy))
i=1 j=1
=D ) ((wi@w;), (0" (9)vi @ p" (9)w;))
=1 j=1
= Z Z (vi, p¥ (g)vi) (wj, p" (g)w;) (per l'osservazione fatta prima)
i=1 j=1
= (v oV (9)vi) [ D (wj, p" (g)wy)
i=1 j=1
= (vi,p" (9)vi) Xw (g)
=1
=Xv(9)Xw(9)
come aspettato.
. Sappiamo che una base {v1,...,v,} su V induce una base duale {v},...,v;} su V*, dove v}
& definito come
N Osej+#i
vi (v;) = .
1sej=r1.
Un rapido conto mostra che il prodotto (—, —) definito dalla base duale ¢ tale che

(07, v7) = vj(vi) = (v, vi)

dove il prodotto (—, —) a destra & quello definito dalla base {v1,...,v,} su V.

Possiamo ora procedere a calcolare Xy .. Abbiamo che

Xv=(g) = tr(p" (9))

A questo punto per poter concludere ¢ necessario utilizzare 'ipotesi (che fin’ora non abbiamo
mai usato) che il gruppo G sia finito. Dato che G ¢ finito ogni suo elemento ha ordine finito e
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quindi per ogni g € G esiste un n € N\ {0} tale che g* = e, da questo segue che p" (g)* = id
e quindi il polinomio minimo di p¥ (g) divide t* — 1. Posti A1, ..., \, gli autovalori di p¥ (g),
non necessariamente distinti, abbiamo che i \; devono essere radici di t* — 1 e quindi devono
essere radici k-esime dell'unita. Da questo segue che A;° L' =\; e dato che i )\;1 sono gli
autovalori di p¥' (¢g~!) abbiamo che

(e (g7 ) =D AT =D Ni=> Ai=tr(p"(9)) -
=1 =1

i=1

Rimettendo tutti i pezzi assieme ne segue che

Xy=(g) = tr(p" (g7")) = tr(p¥ (9)) = Xv (9)

come volevasi dimostrare.

. Presa {v1,...,v,} base di V abbiamo che l'insieme {v; A vj: i < j} & una base di A2V. In
tale base si puo vedere che il prodotto (—, —) indotto su A2V verifica I'uguaglianza

(vi Nwj,a Nb) = (v;,a) (v, b) — (vj,a) (v;,b) .

Vediamo che

Xaov(9) =D Y (vi Ay, p(g)(vi Avy))

i=1 j=i+1
=3 > (wiAv, (gui) A(gvy))
i=1 j=i+1
Osservando che vale
n i—1 n i—1
DD i A (gu) Algu)) =YD (=5 Awi)s =((gu)) A (gva))
=1 j=0 i=1 j=0
=Y D (vi Avj, (gui) A (gvy))
=1 j=i+1
e quindi
n n n n i1—1
DN i Ay (gui) Alguy)) =D D (v Ay, (gui) A(gug)y + > ) (v Ay, (gui) A (gvg))
i=1 j#i i=1 j=i+1 i=1 j=0
=2 > > (i Awlgu) Alguy)) |
i=1 j=i+1

possiamo riscrivere il carattere come

Xaav(9) = 5 3257 (s A (g0) A (90)

=1 j#i
1 n o on
=3 D0 (i gui) (v, gv5) — (vi, gvy) (vj, gui))
i=1 j;ﬁz’
722 Umgvz ’Ujugv] ZZ Uz,g’U] Ujagvl>
=1 j=1 =1 j=1
1
= §(Xv(9)2 - Xv(9%)
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dove 'uguaglianza
n
Xv(g%) =) (wi,gv5) vy, gus)

segue in modo diretto dal calcolo di Xy (g?): per ogni i sappiamo che vale gv; = >, (v, gv;) v;,
da questo segue che

n

Xv(g®) = (vi, gvi)
=1

n n
:Z<Ui>g Z U]>gv7,
i=1 7j=1

n

n

— Z <U“ Z U],gvz g/UJ
=1 j=1
n

= ZZ (v5, gui) (vi, gvj)

i=1 j=1

O

Osservazione 2.26. Dai corsi di algebra lineare si sa che per ogni A € End(V) esiste un altro
endomorfismo, nello specifico ‘A € End(V*), che & I'unico endomorfismo per cui valga

<tA<p7U> = <(107AU> .

Se (V, p) & una G-rappresentazione allora abbiamo che, per quanto detto precedentemente,

(g, gv) = (p,v)

e che
(9, 9v) = (p*(9)w, p(g)v)
= (("o(g) 0 p*(9))p,v)
segue che
((p(g) © p*(9)),v) = (@, 0)
e quindi

Da questo segue che
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Definizione 2.27 (Tabella dei caratteri). Dato un gruppo® G la tabella dei suoi caratteri & una
tabella in cui:

e gli indici di colonna sono le classi di coniugio di G,
e gli indici di riga sono le rappresentazioni irriducibili di G,

o fissata una classe di coniugio [g], con g € G, e una rappresentazione irriducibile V' di G,
Ielemento di posto (V,[g]) ¢ il valore Xy (g).

Di seguito diamo una rappresentazione schematica di una generica tabella di caratteri.

Tabella 2.1: Esempio di tabella dei caratteri

G | [ 9]
Vi Xy, (6) Xv, (g)
Va Xy (6) Xvy (g)

Proviamo a calcolare qualche tabella di caratteri per qualche gruppo, per esempio di S3. Prima
di fare cio diamo il seguente esercizio.

FEsercizio 2.28. Le uniche rappresentazioni irriducibili di S5 (su C) sono
la banale: & la rappresentazione unidimensionale p: S3 — Aut(C) mappa ogni elemento di S3
nell’identita;
la segno: € ancora una rappresentazione unidimensionale
p: S3 — Aut(C) =C*

1 se o e pari
plo) = e
—1 se o é dispari;

la T': che ¢ la rappresentazione irriducibile di S5 descritta nella famosa osservazione 1.20.

Soluzione. E chiaro che le tre rappresentazioni siano irriducibili: in particolare sappiamo dall’os-
servazione 1.20 che la T e irriducibile, mentre la banale e la segno sono rappresentazioni irriducibili
in quanto hanno dimensione 17. Resta solo da far vedere che ogni altra sotto-rappresentazione
irriducibile di S3 deve essere isomorfa a una di queste tre.

Sia p: S3 — GI(V) una generica rappresentazione irriducibile. Possiamo distinguere 3 casi:

1. ker p = Ss,
2. kerp = As,
3. kerp = (0).

Nel primo caso abbiamo che 'omomorfismo p manda ogni permutazione nell’identita di V,
quindi ogni retta risulta essere un sotto-spazio Ss-invariante. Ma allora per irriducibilita di V'
dobbiamo concludere che V' deve appunto coincidere con queste rette, ovvero dimV = 1 e in
particolare V ¢ la rappresentazione banale.

5Si suppone sempre finito
"Una sotto-rappresentazione di dimensione 1 non ha sotto-spazi vettoriali non banali, quindi non pud avere
sotto-rappresentazioni non banali.
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Nel secondo caso abbiamo una fattorizzazione di p come descritta dal seguente diagramma

S & Aut(V)
S3/As
lw
727

quindi V' & uno Z/2Z-modulo, tramite la rappresentazione p. Non ¢é difficile vedere che un sotto-
spazio di V' & una sotto-Ss-rappresentazione se e solo se ¢ una sotto-Z/2Z-rappresentazione e
quindi che V' essendo Ss-irriducibile deve essere Z/2Z-irriducibile. Da quanto visto per i gruppi
abeliani segue che Z /27 ha solo due rappresentazioni irriducibili, quella banale, che manda tutto
nell’identita, e la segno, che & un isomorfismo, entrambe di dimensione 1. Dato che p ha ker uguale
a (0) ne segue che V' ¢ isomorfa alla rappresentazione segno. Da questo segue che p manda tutti
gli elementi pari (gli elementi di A3) in idy e quelli dispari in —idy, inoltre per quanto detto V'
ha dimensione 1 e quindi p € proprio la rappresentazione segno.

Manca l'ultimo caso ker p = (0). In tal caso abbiamo che p((1,2,3)) non ¢ I'identita e inoltre
sappiamo che vale

p((17 2, 3))3 =id

ovvero che il polinomio minimo di p((1,2,3)) divide 3 — 1. Dato che p((1,2,3)) non & I'identita ne
segue che deve avere autovalori diversi da 1 e quindi, per quanto detto sul polinomio minimo, ha
(3 (una radice primitiva terza dell’'unita) come autovalore. Sia dunque v € V uno (3-autovalore di
p((1,2,3)), in particolare abbiamo che il C-spazio (v) generato da v ¢ As-invariante. Osserviamo
che anche il vettore (1,2)v genera un sotto-spazio As-invariante, infatti abbiamo che

(1,2,3)(1,2)v = (1,2)(1,2)(1,2,3)(1,2)v
= (1,2)(1,3,2)v = (1,2)¢ v = ¢ 11, 2)v

e dato che (1,2, 3) & un generatore di A3 questo ¢ sufficiente a dire che anche ((1, 2)v) ¢ As-invariante.
Da quanto detto segue che il sotto-spazio W = (v, (1,2)v) € un sotto-spazio di V' Ag-invariante,
inoltre € anche (1, 2)-invariante e, dato che As e (1,2) generano tutto S3 da questo segue che W ¢
anche Ss-invariante. Ma V' ¢ irriducibile quindi W = V. Da questo segue che dimV < 2. Non ¢
possibile che dim V' = 1, altrimenti Aut(V') = C* che un gruppo abeliano e quindi ker p dovrebbe
contenere i commutatori di S3, ovvero As, contro 'ipotesi che ker p = (0). Dunque dimV =2 e v
e (1,2)v sono una base di V. A questo punto consideriamo la mappa lineare

©0:V—TCC?

definita sulla base di V da

(3
pv) = | G
1
3 €
p((L2w)= |G| =012 (&) .
1 1

che mappa la base di V' in una base di T, e quindi ¢ un isomorfismo vettoriale. Con dei conti
¢ facile vedere che questo ¢ effettivamente un omomorfismo di Ss-rappresentazioni e quindi un
isomorfismo. Da questo ne segue che ogni V' rappresentazione irriducibile, tale che ker p = (0), &
isomorfa alla T. O
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Esempio 2.29. La tabella 2.2 & la tabella dei caratteri di Ss.

Tabella 2.2: Tabella dei caratteri per S3

Ss id | (1,2) | (1,2,3)
banale (11 | 1 1 1
segno ﬁ 1 1 1
T 2 0 -1

Per verificare basta calcolare i caratteri delle varie rappresentazioni sui (rappresentanti) delle
varie classi di coniugio.

Banale: Per la rappresentazione banale abbiamo che per ogni o € S3 la matrice® p(o) = 1 e
dunque

qualunque sia o € S3.

Segno: Per la rappresentazione segno abbiamo che ker p = A3 e quindi

P((172;3)) =p((1,2,3)) = p(id) =1
p((1,2)) = p((1,3)) = p((273)) =-1

e quindi un rapido conto ci fa vedere che

X((1,2,3)) =
X((1,2)) = —1.

T': Per calcolare il carattere della rappresentazione 1" usiamo invece un trucco che useremo spesso
per trovare caratteri: sfruttiamo il fatto che

1
C=2(|1])®T =banale® T
1

e le proprieta dei caratteri abbiamo che X3 = Xpanate + X7 € quindi X7 = X3 — Xpanale- Da
questo segue che

XT(id) = Xc:ﬁ (ld) - Xbanale(id)

=3-1=2
XT((lv 2)) = X<C3((1a 2)) - Xbanale((la 2))
=1—-1=0
X7((1,2,3)) = Xc3((1,2,3)) — Xpanale((1,2, 3))
=0—-1=-1.

Questo esaurisce il calcolo della tabella dei caratteri.

8 Abbiamo a che fare con una rappresentazione unidimensionale, quindi si tratta di scalari.
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2.4.1 Prima formula di proiezione

Definizione 2.30. Data una G-rappresentazione p: G — Aut(V') possiamo definire la mappa

©p 'VHV

Zp

gGG
che possiamo anche scrivere

ng.

gEG

Proposizione 2.31. La mappa ¢, ¢ un morfismo dalla rappresentazione p in se stessa.
Di seguito denoteremo ¢, semplicemente con ¢, per non appesantire la notazione.

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ un semplice conto: fissiamo un generico h € Geunwv € V e
osserviamo che

Z ghv

gEG

\G\ 2. =g 29”

geGh

ho(v) = |G\ng = Zhgv

geG gEG

Zg ng

gEhG gEG

che appunto prova che hp(v) = @(hv) per ogni h € Gewv e V.
O

Teorema 2.32. La ¢ associata alla rappresentazione p fattorizza attraverso una mappa di proie-
zione

7V — V&

dove V€ ¢ definito come

C—{veV:VgeGgu=0v} .
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Dimostrazione. Per ogni v € V& abbiamo che

e p(VE) C V&, quindi pve =idya: V& — VC. D’altra parte abbiamo che per ogni h € G e per
ogniveV

ho(v) = |C1?| Zhgv = Z gu

geG gehRG
1
= @ Z gv = ¢(v)
geG

(come avevamo gia visto nella precedente dimostrazione), pertanto abbiamo che p(v) € V& per
ogni v € V, ovvero Im¢ C V&,
Da questo segue che effettivamente abbiamo una fattorizzazione

vV T V&

Wl

dove 7: V' — V& & una proiezione di V su V& ed il morfismo e: V¢ — V & 'embedding canonico
di V& in V.
O

Esercizio 2.33. Date V e W due G-rappresentazioni, determinare il sotto-spazio homg[V, W]G.

Soluzione. Per definizione ricordiamo che § € homc[V, W] se e solo se §: V — W & tale che

g =10

per ogni g € G.
Ricordiamo che gf = p"(g) 060 p¥' (g7 !) e quindi I'uguaglianza

g0 =p"(g)000p"(g7") =10

¢ vera se e solo se

p"(g)o0=00p"(g) .
In sostanza 6 € homc[V, W]% se e solo se § & un morfismo delle G-rappresentazioni V e W.

Corollario 2.34 (Al teorema 2.32). Si ha che dimc VE = ‘—Cl;' > gec Xv(9)-
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Dimostrazione. Abbiamo che

e Z“ e ZPIRL0

geG geqG

D’altra parte per il teorema 2.32 sappiamo che ¢ fattorizza attraverso una mappa di proiezione
su V&: questo vuol dire che presa vi, ..., v, una base di V tale che vy, ..., v, sia una base di V&
allora abbiamo la matrice che rappresenta ¢ in questa base ¢ della forma

id, | A
010

(dato che ¢yc = id{}), da questo segue che tr(p) = r = dim V.
Ma allora da questo segue che

dim V¢ = Z Xv (g
gEG

In particolare usando il corollario 2.34 abbiamo che

dim home [V, W% abre G| Z Xnome[v,w] (9)

geG
Z Xv+gw(9) Z Xv+(9)Xw (9)
IG | o= e perd
Xv (). g)X
geG
Enunciato. L’equazione
dlm(c hom@[V W Z XV XW

gEG

prende il nome di prima formula di proiezione.

Osservazione 2.35. Per ogni coppia di rappresentazioni irriducibili V e W abbiamo che

O0seV 2¢c W

dime hom[V, W]¥ =
lse V= W.

Questo fatto segue dalla seconda parte del lemma di Schur, e sfrutta il fatto che stiamo la-
vorando con rappresentazioni su C. Infatti per 'esercizio precedente sappiamo che homc[V, W]G
sono gli omomorfismi di G-rappresentazioni, che nel caso di rappresentazioni irriducibili sono o
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omomorfismi nulli o isomorfismi. Da questo segue che se V' % W allora homg¢[V, W] contiene
solo 'omomorfismo nullo, in quanto non ci possono essere isomorfismi, mentre se V= W allora
abbiamo che

home[V, W] 2 home [V, V]¢ = { Aid: A\e C} = C

dove 'ultima uguaglianza segue per Schur 2.
Definizione 2.36. Chiamiamo algebra delle funzioni classe la seguente C-algebra

Cus(G) = { f € homget |G, C]: f costante sulle classi di coniugio di G}

dove homget[G,C] ¢ la C-algebra delle funzioni a valori in C definite su G. Le operazioni sono
quelle indotte da homget[G, C| di cui C.5(G) & una sotto-C-algebra.

Definizione 2.37. Su C.(G) e definito il seguente prodotto hermitiano:
<_>_> : (Ccls(G) X (Ccls(G) —C

“I =g Z

gelG

Proposizione 2.38. Se Ve W sono G-rappresentazioni irriducibili allora Xy ,Xw € Cus(G) e
inoltre
0seV22W
Xy, Xw) =
v, Xw) {1 seV=W.

Questo prova che gli Xy sono ortonormali e quindi anche linearmente indipendenti.
Dimostrazione. La dimostrazione e conseguenza dell’osservazione 2.35, infatti abbiamo che
v, Xw) =Y Xy (g)Xw (g
geG
= dim hom¢[V, W]%
e per 'osservazione 2.35 sappiamo che
o se V 2 W allora dim homc[V, W]¢ =

o se V 2T allora dim home[V, W]¢ = dim hom¢[V, V]¢ =

che appunto prova la tesi. O

Osservazione 2.39. Da quanto detto fino a questo punto segue che i caratteri Xy, con V rappre-
sentazione irriducibile sono una base per il C-spazio dei caratteri, che essendo un C-sotto-spazio
di C4s(G) ha dimensione minore o uguale a dim C.(G) = numero di classi di coniugio di G'°.
Questo ci dice che il numero di rappresentazioni irriducibili & minore o uguale al numero delle
classi di coniugio di G.
Osservazione 2.40. Ricordiamo che nell’esercizio 2.20 abbiamo chiesto di trovare una decomposi-
zione in irriducibili di T ® T'.
Ora usando la teoria dei caratteri ¢ possibile risolvere in maniera molto semplice questo eser-
cizio. Infatti basta dimostrare Xrgr = X3+ Xq+ X7, ovvero che T ® T e T @ 111 @@ hanno

lo stesso carattere, da questo segue che T @ T =T I TIP g

9’ultima uguaglianza segue dal lemma, di Schur.
107] fatto che dim Cg s(G) sia pari al numero delle cassi di coniugio di G segue dal fatto che le funzioni classe sono

in corrispondenza biunivoca con le funzioni dalle classi di coniugio di G in C.
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Capitolo 3

Caratteri come base delle funzioni
classe

Lezione 3 (03/03/2016)

3.1 Ancora su caratteri di rappresentazioni irriducibili

Abbiamo visto che i caratteri associati a rappresentazioni irriducibili sono ortogonali, quindi
linearmente indipendenti, nella C-algebra C.5(G).
Da questa osservazione abbiamo il seguente corollario.

Corollario 3.1. Ogni rappresentazione (finita, su capo complesso) é univocamente determinata
dal suo carattere.

Dimostrazione. Sia V una G-rappresentazione che ammetta una decomposizione

v=vh

dove i V; sono delle rappresentazioni irriducibili.
Dalle proprieta sui caratteri abbiamo che

Xy = Zklxv .
7

Se ora

fosse un’altra decomposizione in cui i V; sono pure irriducibili allora avremmo che

Xy = Z k;’X‘/il
7

e quindi avremmo la seguente uguaglianza di combinazioni Z-lineari (e quindi anche C-lineari)

Z kiXVi = Z k;XVi’
7 7
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da cui, per I'indipendenza lineare dei Xy, e dei Xy,/, segue che a meno di permutazioni si deve avere
1

Ora dato che V; e V/ sono rappresentazioni irriducibili con lo stesso carattere esse devono essere
isomorfe per la proposizione 2.38 e da questo segue la tesi. O

Esempio 3.2 (La rappresentazione regolare di (). Sappiamo che per ogni campo K e gruppo
G possiamo costruire il cosi detto group-ring K[G]. Il group ring ha una naturale struttura di
G-rappresentazione data dalla moltiplicazione a sinistra

p: G — Aut(K[G])
ph)=h -~

h <Z Ag) = Ahg=> M9 -
g g9 g

Proviamo a calcolare il carattere della rappresentazione C|[G]. Ricordiamo che gli elementi di
G formano una base per C[G| e in tale base possiamo rappresentare ogni p(h) con una matrice.
Dato che per ogni g € G abbiamo che

p(h)(g) =hg € G

ne segue che ogni p(h) & rappresentato da una matrice di permutazione e che per h # 1 tale matrice
non ha punti fissi. Da questo segue

dimc C[G] = |G| se h =1

0 altrimenti.

Xcig)(h) = tr(h) = {

Sia ora V; una G-rappresentazione irriducibile allora abbiamo che

1 -
(Xciap, Xvi) = @l > X (9)Xvi(g)
geG

1 -
= @XC[G](UX%(U

1

= — dim C|G]dim V}
Tl [G]
1

= —|G|dimV =dimV; .
|G\| |

D’altra parte, dai teoremi visti sulle decomposizioni in componenti irriducibili, sappiamo che
devono esistere dei coefficienti interi k; € N tali che

cle) = v
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e quindi

Xeg) = Y kiXvy, -

Dall’algebra lineare segue che

ki = (Xciap, Xv;)

e quindi

cicl = v

Osservazione 3.3. Da quando detto sopra segue che

G| = dim V™Y

= ZdimViQ .

Esercizio 3.4. Proviamo a calcolare la tabella dei caratteri di Sy. Conosciamo gia alcune rappre-
sentazioni irriducibili per esempio la rappresentazione banale, quella per cui p(o) = idc per ogni
o € 84, che di seguito sara denotata con il diagramma

T .

Il carattere di questa rappresentazione ¢ descritto dalla seguente tabella

lid [ (1,2) | (1,2,3) | (1,2)(3,4) | (1,2,3,4)
coo| 1] 1 | 1 | 1 | 1

Un’altra rappresentazione irriducibile, di seguito denotata con il diagramma

]

e chiamata rappresentazione segno, & quella che ad ogni o € S; associa Iapplicazione p(o) =
—sgn(o)idc. Il carattere in questo caso ¢ descritto dalla tabella

[id | (1,2) | (1,2,3) | (1,2)(3,4) | (1,2,3,4)
Ricordiamo che queste rappresentazioni sono chiaramente irriducibili perché hanno dimensione
1, ergo non hanno sotto-spazi vettoriali, e quindi neanche sotto-rappresentazioni, a parte le banali.
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Un’altra rappresentazione irriducibile & data la seguente sotto-rappresentazione di ct
4
Bjj:{x€C4: chi:()}
i=1

l'irriducibilita di questo segue dal esercizio 3.5 (che segue), oppure semplicemente basta osservare
che il carattere X ha norma 1: se B:D =@, Vlkl € una decomposizione della rappresentazione

in componenti irriducibili allora
X1, X =) KXy, Xy,
g, Xg) EZ: i = )
-3
i

dove i k; sono numeri naturali e quindi ), kf = 1 se e solo se per esattamente un ¢ si ha k; =1 e
per ogni altro indice j si ha che k; = 0, ovvero o= Vi e quindi ¢ irriducibile. La dimostrazione
che effettivamente <XB:D,XB:D> = 1 & data dal fatto che il carattere & descritto dalla seguente
tabella
lid | (1,2) | (1,2,3) | (1,2)(3,4) | (1,2,3,4)
gofsl + [ o [ 1+ [ -

e quindi calcolando la norma del carattere si vede che

1 -
O Xm) = 1 3 XX m(e)
R P

F4+12+ (1) +(=1)°
- 41

94+1+4+1+1
=

1.

Un’altra rappresentazione irriducibile & data dal prodotto tensore mmm ® [0 Anche in questo

caso l'irriducibilita si prova guardando al carattere della rappresentazione che puo essere calcolato
tramite la formula

XEPD@E::XEPDXE

ed ¢ descritto dalla tabella seguente:

EFDQ?E 3] -1 0 1 -1

osservando che
32+ (—1)2+ 12+ (—1)2

QEI@HXEEﬁf— m

9+ 14141
==

1
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segue anche in questo caso l'irriducibilita della rappresentazione.
Per trovare I'ultimo carattere,’ anziché dare esplicitamente una rappresentazione irriducibile,
di cui possiamo calcolare il carattere, sfruttiamo il fatto che per quanto visto nell’esempio 3.2

Xc[s4] = Zdun V;XVZ s

dove V; sono le rappresentazioni irriducibili del gruppo S4. Da questa uguaglianza segue che
I'ultimo carattere, associato alla rappresentazione che indichiamo con il diagramma

H >

¢ dato dall’equazione

dimEB XBH = Xcsy) — X1 — XE — 3XB:D - 3XB:D®E .

Dato che in generale Xy/(1) = dim V' per ogni rappresentazione V,> abbiamo che

dimBHQ = dimBHXBH(l)
= Xc[sy (1) = Xeam(1) — XE(U - 3XB:D(1) - 3XB:D®E(1)

—41-1-1-32-32=4

da cui segue che

dimEB: 2

e quindi

Xelsy) — Xoam — XE - 3XBjj - 3XB33®E
XBH = 5 .

Facendo 1 conti si vede che il XBE( ¢ dato da

[id | (1,2) | (1,2,3) | (1,2)(3,4) | (1,2,3,4)
Bl2f o [ o [ 2
Per chi poi fosse interessato ad avere una descrizione esplicita di quest’ultima rappresentazione

irriducibile essa puo essere trovata per altre vie: possiamo osservare che, posto K <1.5; il sotto-
gruppo (normale) di Klein, abbiamo un isomorfismo Sy/K = Ss, tale che la proiezione canonica

7TIS4—>S4/K253

1 fatto che manchi al pitt un solo carattere segue dal fatto che i caratteri appartengono al C-spazio vettoriale
delle funzioni classe, che hanno dimensione pari alle classi di coniugio di S4, che sono esattamente 5.
2Questo segue dal fatto che p(1) = idy e che quindi tr(p(1)) & pari alla dimensione dello spazio vettoriale V.
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composta con la rappresentazione standard

pEP: S3 — Aut(C?)

ci da una nuova rappresentazione di S4. La rappresentazione

pEP om: Sy — Aut(C?)

cosi ottenuta & irriducibile in quanto (si puo far vedere facilmente) che ogni suo sotto-spazio

vettoriale ¢ una sotto-Ss-rappresentazione se e solo se € una sua sotto-Sy-rappresentazione. Tale

rappresentazione irriducibile e proprio la EH, in quanto e irriducibile e, per quanto detto sopra

sullo studio del carattere, & 'unica rappresentazione irriducibile di S4 avente dimensione 2.
Riassumendo la tabella dei caratteri irriducibili di Sy € la seguente:

id | (1,2) | (1,2,3) | (1,2)(3,4) | (1,2,3,4)
oo | 1| 1 1 1 1
E 1| -1 1 —1 1
o [3] 1 0 —1 —1
BZD@H 3] —1 0 1 —1
m | 2] 0 —1 0 2

FEsercizio 3.5. Per ogni n € N'\ {0} la sotto-rappresentazione di C"

n—1 n
BZIZIZD:{ZL‘G(C”: inzo}
=1

¢ irriducibile.

Soluzione. Ci basta dimostrare che per ogni elemento u € I Irinon nullo la sotto-rappresentazione
generata da u, chiamiamola U, ¢ B:EED: per ogni sotto-rappresentazione non nulla V' C EFEIZD
deve esistere un v € V\ {0} quindi V 2O U = (u), mase U = FHIT ne segue che anche V =

Sia quindi  un tale elemento non nullo, e quindi con una componente u; # 0. A meno di
applicare (1,7) € S, possiamo supporre u; # 0. A questo punto, dato che per definizione ), u; = 0,
sappiamo che esiste almeno un indice i tale che u; # u; e a meno di applicare (2,7) € S,, possiamo
supporre che tale i sia uguale a 2, quindi us # u;.

Chiaramente u — (1,2)u € U ma si ha che

(uw—(1,2)u)1 = u1 — up
(u—(1,2)u)s = ug — uy = —(u1 — ug)

(u—(1,2)u); = u; — u; per ogni i > 2.

Quindi abbiamo che
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per un opportuna costante ¢ € C, e quindi e; — ey € U.
Ma allora abbiamo anche che

(2,@')(61 — 82) =e1—e¢ €U

per ogni i = 3,...,n, quindi U contiene la famiglia {e; —e;: i = 2,...,n} che & una base di

B:I:I:D. ]
Esercizio 3.6. Cerchiamo i caratteri irriducibili di Ag4.

Soluzione. Ricordiamo che A4 ha un unico sotto-gruppo normale non banale, il gruppo di Klein
K formato dall’identita e da tutti i 2-2-cicli di S4. In particolare se m: Ay — Ay/K = Z/37Z ¢ la
proiezione al quoziente allora prendendo le tre rappresentazioni irriducibili di Z/37Z, date dai tre
omomorfismi di gruppi

pi: Z/37 — Aut(C) = C*
Pz(]%) = Zz'»k ’

dove k ¢ la classe di resto di & modulo 3 e (3 ¢ la radice primitiva terza dell’unita, da questi
possiamo ottenere gli omomorfismi di gruppi

ri =p;om: Ay — Aut(C) = C* |

che danno tre rappresentazioni irriducibili di Sy, Iirriducibilita segue dal fatto che sono rappre-
sentazioni di dimensione 1.

Dalla definizione dei p; e dal fatto che A4 ha 4 classi di coniugio, corrispondenti agli elementi
id, (1,2,3), (1,3,2) e (1,2)(3,4), possiamo calcolare i caratteri associati alle rappresentazioni r; e
inserirli nella seguente parziale dei caratteri.

id | (1,2,3) | (1,3,2) | (1,2)(3,4)
r1| 1 (3 %
ro | 1] GF (3
rg | 1 1 1 1

Non ¢ difficile vedere che questi sono linearmente indipendenti e quindi che sono caratteri associati
a rappresentazioni irriducibili distinte.
Prendiamo adesso la rappresentazione p: Sy — Aut(B:D), dove ricordiamo che con anm deno-

tiamo la sotto-rappresentazione di C* data da

Bjj%{ze(c4: Zzi—O} .

Facciamo vedere che la restrizione di tale rappresentazione a A4, ovvero pla,: Ay — Aut(EFD), e
ancora una rappresentazione irriducibile. Per farlo possiamo fissare la base

1 0 0
0 1 0
n=|, =1, 3= 4
-1 -1 -1

di gD e studiamo Dazione di (1,2,3), (1,3,2) e (1,2)(3,4) su questi elementi (quella di id &
abbastanza ovvia).
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Sviluppando i conti non ¢ difficile scoprire che

(1,2,3)1)1 = U3
(1,2,3)?}2 = U1
(17273)03 = V2

e quindi nella base scelta abbiamo
010
p(1,2,3)=10 0 1
100
e, dato che (1,3,2) & inverso a (1,2,3), che

p(1,3,2) =

O = O
= o O
S O =

Sempre con dei conti si riesce a vedere che

) )4 V3 = —Us3
da cui segue che
0 1 0
p(L2)BA)=(1 0 0
-1 -1 -1

Da questo segue che il carattere per p: A4 — Aut(EED), che nel seguito indicheremo con ry4, €
descritto dalla seguente tabella.

id [ (1,2,3) | (1,3,2) | (1,2)(3,4)
r4 | 3 0 0 —1

Con un calcolo si prova che (r4,74) = 1 e da questo segue che esso deve essere il carattere associato
a una rappresentazione irriducibile, inoltre dato che questa rappresentazione ha dimensione 3 ¢
diversa dalle altre rappresentazioni viste prima.

A questo punto, ricordandoci che le rappresentazioni irriducibili di A4 non possono essere piu
delle classi di coniugio, ovvero 4, possiamo concludere che questi sono tutti i caratteri cercati che
possiamo riscrivere nella tabella seguente

id | (1,2,3) | (1,3,2) | (1,2)(3,4)
1] G G 1
1] G G 1
rg | 1 1 1 1
re| 3 0 0 -1
che ci ¢ la tabella dei caratteri per Ay. O
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3.2 Funzioni classe

Osservazione 3.7. Date V' e W due G-rappresentazioni e un 6: V' — W applicazione lineare (non
necessariamente morfismo di rappresentazioni) vale che I'applicazione lineare

thom VW] Zp OQOpV(g)il
geG e

¢ un morfismo di G-rappresentazioni: questo segue dal fatto che questo morfismo lineare & 1'im-
magine di # mediante la proiezione canonica m: homc[V, W] — homc[V, W]¢ di homc[V, W] sul
sotto-spazio delle applicazioni G-invarianti, che come abbiamo visto ¢ lo spazio dei morfismi di
G-rappresentazioni.

Abbiamo gia visto che per ogni rappresentazione V I'applicazione lineare
p: V— V
o=15 =Sl
|G|
geG

& un omomorfismo di G-rappresentazioni.
Una domanda che ¢ interessante chiedersi € per quali funzioni a: G — C si abbia che per ogni
rappresentazione V ’applicazione lineare

pa:V—V
1
Pa BEP > alg)p(9) oidy
eG

sia un morfismo di G-rappresentazioni.

La risposta sorprendente a questa domanda ¢ data dal seguente teorema.
Teorema 3.8. Data una o: G — C allora per ogni G-rappresentazione V.

Pa,V V— V
geG

é un (endo)morfismi di G-rappresentazioni se e solo se o é una funzione classe.

Dimostrazione. Cominciamo con il provare la parte facile, ovvero che se a &€ una funzione classe
allora ogni ¢,y € un morfismo di G-rappresentazioni.
Basta provare che per ogni rappresentazione V' e per ogni h € G si ha 'uguaglianza

p(h) © pa,v = @a,v o p(h)
0 equivalentemente
p(h) o oy o ph)™ = @ay .

Espandendo usando le definizioni delle ¢, otteniamo che

p(h) o oy o p(h) ™ = Z g)idy | p(h™1)
gGG
- = Z a(g)p(h)p(g)p(h™)
|G| prerd
|G| z;,, plhgh™)
= al ZG ok gh)e(9) -
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Ora se a & una funzione classe allora sappiamo che per ogni coppia g, h € G si ha che

a(h™'gh) = a(g)

e quindi
_ 1 _
p(h) o pa,v o p(h) ™ = @ > a(h " gh)plg)
geG
geG

come volevamo dimostrare.

Per fare ’altra parte della dimostrazione procediamo per assurdo: facciamo vedere che se @ non
¢ una funzione classe allora esiste una rappresentazione V' di G tale che ¢,y non ¢ un morfismo

di G-rappresentazioni, ovvero che per qualche V e per qualche h € G

p(h) o pa v op(h) ™ # oy

Se « non ¢ una funzione classe allora vuol dire che per dei g, h € G si ha che

a(h™'gh) # a(g) .

Se prendiamo V' = C[G] allora abbiamo che

p(h) © o cicy o p(h™! = 1a] Z (hgh)g
geG

(1 |G| Z

geG

se valesse I'uguaglianza p(h) o ¢, cjg) © p(h)~t = ¥a,clq) allora si dovrebbe avere

\G|Z oo = 15> (o)

geG

e dato che i g sono una base di C[G] si dovrebbe avere in particolare a(g) = a(h~tgh).

Per

costruzione avevamo a(h~'gh) # a(g), ne dobbiamo concludere che non & possibile che p(h) o

$a,Clq] © p(h)~t = Ya,clq) € quindi ¢, cjg) non ¢ un morfismo di G-rappresentazioni.

Da questo, dalla regola per assurdo, ne segue che se per ogni G-rappresentazione V l'ap-
plicazione lineare ¢,y ¢ un morfismo di G-rappresentazioni allora o deve essere una funzione

classe.

O

Il teorema 3.8, che magari potrebbe sembrare non correlato a quello che abbiamo visto fino a

questo momento sara la chiave del prossimo teorema fondamentale.

Teorema 3.9. Per ogni gruppo finito G i caratteri delle rappresentazioni (finite) irriducibili

formano una base ortonormale dello spazio C.s(G) delle funzioni classe su G.

Per dimostrare il teorema ci serviremo del seguente lemma.

54



Lemma 3.10. L’unica funzione classe a che sia ortogonale ai caratteri delle rappresentazionsi
wrriducibili € la funzione nulla, ovvero se a € tale che

<XVa Oé> =0 )
per ogni G-rappresentazione irriducibile V', allora o = 0.

Dimostrazione. Sia a € C5(G) ortogonale ai caratteri delle rappresentazioni irriducibili e quindi
di conseguenza anche @ e ortogonale a tutti i caratteri delle irriducibili. Per ogni V' rappresenta-
zione irriducibile abbiamo che

Cav:V —V
1
Yoy == > alg)p(g)
Gl =2

¢ un morfismo di G-rappresentazioni, per il teorema 3.8. Per il lemma di Schur, versione complessa,
sappiamo che ¢, 1y = Aidy per qualche A € C. Un conto ci mostra che

() = g 2 a0 (o)
geG
= <a7 XV> =0

e d’altra parte avremmo che

tr(pq,v) = tr(Aidy) = Adim V' .

Dunque si dovrebbe avere
AdimV =0
e dato che chiaramente dim V' # 0 ne segue che deve essere A = 0, ovvero che
Ya,v =0

per ogni rappresentazione irriducibile V.
A questo punto possiamo osservare che per ogni rappresentazione V avente decomposizione

V=@vh
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si ha che

1
Py = TG > a(g)r¥ (9)

geG

- |61;| S ale) (") (9)

geG )
k;

=@ |5 T e

geG

= @(@a,%)ki
=Pk =o.

Quindi per ogni rappresentazione V' abbiamo ¢, = 0, in particolare prendendo V = C[G] e
applicando ¢, cg) all'identita del gruppo G, che ¢ un elemento di Cl|@], otteniamo

pocic (1) = |C1;| 3" alg)o(e)S (1)

e quindi per 'indipendenza lineare dei g in C[G] ne segue che a(g) = 0 per ogni g € G, ovvero che
a = 0. O

Adesso possiamo dimostrare il teorema 3.9.

Dimostrazione del teorema 3.9. Sia o € Cys(G) e consideriamo la funzione classe

O/ = Z <C¥,XV1.> Xvi

7

dove i V; sono le rappresentazioni irriducibili di G. Se riuscissimo a far vedere che a = o’ al-
lora avremmo concluso: perché avremmo dimostrato che ogni o € C.5(G) si puo scrivere come
combinazione lineare di caratteri per rappresentazioni irriducibili.

Osserviamo che per ogni rappresentazione irriducibile V; abbiamo che

(@ = o/, Xy;) = (o, Xy;) = (o, Xvs)

= (o, Xy;) — <Z (c, Xv;) Xy, Xvs)
= {a, Xy;) = (o, Xy;) (X, Xy;) = 0.
=1

Quindi per il lemma 3.10 ne segue che a — o = 0, ovvero che a = o/, da cui segue la tesi. O

Osservazione 3.11. Dal teorema 3.9 segue che il numero di rappresentazioni irriducibili & pari al
numero di classi di coniugio di G, che ¢ la dimensione di C.5(G).
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Capitolo 4

Rappresentazioni indotte e alcuni
esercizi

Lezione 4 (07/03/2016)

4.1 La costruzione della rappresentazione indotta

Non e difficile osservare che dati un gruppo G e un suo sotto-gruppo H < G allora da ogni
G-rappresentazione (V,p"") ¢ possibile costruire in modo molto naturale la H-rappresentazione
(Res% (V), pReSg(V)) avente:

e come spazio vettoriale soggiacente V stesso, ovvero
G —
Resyp(V) =V
(solo ed esclusivamente come spazi-vettoriali);
« come rappresentazione (cio¢ 'omomorfismo in Aut(V)) la restrizione di p¥ ad H, ovvero

pResi (V) = oV H — Aut(V) = Aut(Res$ (V) .

Nel seguito definiremo una costruzione che in un certo senso € l'inversa della Resg appena
vista. In pratica ci apprestiamo a definire una costruzione che a partire da una rappresentazione
di un gruppo p: H — Aut(W), dove H < G, cerca di costruire una rappresentazione di G, che in
un qualche modo estende la H-rappresentazione W.

Per arrivare a questa costruzione useremo una sorta di approccio bottom-up, cio¢ partiremo da
una soluzione al nostro problema, ovvero una descrizione esplicita della nostra rappresentazione-
estensione, e successivamente individueremo delle condizioni necessarie e sufficienti che caratteriz-
zino la nostra estensione a meno di isomorfismo.

Prima di cominciare fissiamo alcune notazioni. Anzitutto supponiamo di aver fissato per ogni
o € G/H un rappresentante canonico g, € o, ovvero un elemento di G tale per cui g,H = o, in
particolare prendiamo gy = 1 l'identita del gruppo.

Per ogni g € G e 0 € G/H possiamo considerare I’elemento gg, che in generale non sara uguale
al rappresentante gq, scelto per la classe go, tuttavia sappiamo che

990 € 90 = gyo H

per definizione di g45. Da questo segue che per ogni g e o come sopra esiste sempre uno e un solo
hg.o € H tale che

99o = ggahg,a .
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Con queste notazioni possiamo procedere a definire la rappresentazione indotta su G da una
H -rappresentazione.

Definizione 4.1 (Rappresentazione indotta). Data una H-rappresentazione W si chiama indotta
da H su G la G-rappresentazione Indg(W) definita come segue.

e Come spazio vettoriale

mdZ(W)= P gW
ceG/H

1 cul elementi sono somme della forma

Z JoWe

oeG/H

dove w, € W, per ogni 0 € G/H. Le operazioni di somma e moltiplicazioni per gli scalari
in C sono definite nel modo ovvio. Osserviamo che se wi,...,w; € una base di W allora i
vettori g,w; al variare di 0 € G/H e i =1,...,k formano una base per Indg(W).

« L’azione di G su Ind% (W) & definita nel seguente modo: per ogni g € G definiamo p(g) come
1'unica applicazione lineare da Ind% (W) tale che sulla base di Ind% (W) agisca nel seguente
modo

p(g): Indf (W) — Indf(W)
p(9)(gow;) = gga(hg,awi)

dove hy ,w; & 'elemento p* (h, »)(w;) € W, ben definito perché W & una H-rappresentazione.

Si puo facilmente dimostrare, come conseguenza della linearita, che piu in generale per ogni
w € W vale che

p(9)(gow) = ggohgow .

Proposizione 4.2. La mappa mappa che associa ad ogni g € G Uapplicazione lineare p(g) é
davvero una G-rappresentazione: ovvero da un omomorfismo p: G — Aut(Ind%(W)).

Dimostrazione. Chiaramente abbiamo che p ¢ una funzione di tipo

p: G — End(Ind% (W) .

Osserviamo che per ogni coppia g1, g2 € G e per ogni 0 € G/H abbiamo che

919295 = 91(929)
=0 (ggzahgz,o)
= (glggzo)hgzﬁ

= 9gig20Ng1,g00Ng2,0
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e quindi dato che per definizione Ay, 4, » € I'unico elemento di H tale che

919290 = 9g1920Ng1 95,0

abbiamo che

h919270 = h91,920h9270 .

A questo punto possiamo osservare che sugli elementi della base

P(9192)(9oWi) = g1 gs0 (Rg1go,0Wi)
= 9g1920 (Pgy,g20Tgs 0 Wi)
= (91)(9g20hgs.owi)
= p(g91)(p(g2)(gowi))
= p(g1) © p(g2)(gowi)

e quindi p(g1g2) = p(g1) o p(g2) poiché hanno stessi valori su una base di Ind§ (W).
Dato che

19 = 90 _1
€eH

e quindi hy » = 1, per ogni o0 € G/H, ne segue che
p(1)(gowi) = gow; = id(gow;)

e quindi p(1) = id, perché le due applicazioni lineari coincidono su una base.
Quanto visto fin qui prova che

p: G — End(Ind%(W))

¢ un omomorfismo di monoidi, ma allora da questo, per proprieta dei monoidi, segue che ogni p(g)
¢ invertibile e che quindi in verita p c¢i da un omomorfismo di gruppi

p: G — Aut(Ind% (W)

e quindi la coppia (Ind%(W), p) € una G-rappresentazione. O

Osservazione 4.3. All’inizio del capitolo abbiamo detto che in un certo senso Ind%(W) dovrebbe
essere un’estensione della H-rappresentazione W, questo si puo verificare facilmente osservando
che esiste il naturale morfismo

i: W — Ind% (W)

i(w) = ggw

che mappa isomorficamente W nella componente ggW C Indg(W), e che quindi costituisce un
naturale embedding di W in Ind% (W).
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Tale mappa ¢ anche H-lineare, ovvero ¢ un omomorfismo di H-rappresentazioni:

i(hw) = ggrhw
= lhw (perché gy = 1, per costruzione)
= hlw = hggw
= hi(w) ,

perognihe Hewe W.

Esempio 4.4. Consideriamo la rappresentazione banale W = C di H (quella dove ogni h € G agisce
come l'identita). Ci chiediamo chi possa essere Ind$ (W).
Per definizione sappiamo che come spazio vettoriale abbiamo

mdg(W)= P g.W
ceG/H

e che sulla componente o-esima

9(gow) = ggohgow = ggow

dove 'ultima uguaglianza segue dal fatto che H agisce in modo banale su W.
Da quanto visto appare chiaro che G agisce permutando le varie componenti o-esime: la retta
o-esima viene mandata nella retta go-esima.

Definizione 4.5 (Rappresentazioni di permutazioni). Data un’azione di G su un insieme X
possiamo costruire una G-rappresentazione U dove

o U ¢ lo spazio vettoriale libero di base { v,: z € X };

o la rappresentazione p: G — Aut(U) & definita come quell’omomorfismo tale che

gUx = Vgzx -

U ¢ detta rappresentazione di permutazione relativa all’azione di G su X.
Osservazione 4.6. 11 nome di rappresentazione di permutazione deriva dal fatto che ogni g agisce
come una permutazione sugli elementi della base.

Osservazione 4.7. La rappresentazione definita nell’esempio 4.4 era appunto la rappresentazione
di permutazione relativa all’azione di G su G/H.

Osservazione 4.8. Se nell’esempio 4.4 supponiamo che sia H = (e) < G allora la rappresentazione
indotta diventa la rappresentazione di permutazione relativa all’azione di G su G/H = G. Quindi
tale rappresentazione ¢ proprio C[G]: la rappresentazione regolare.

Osservazione 4.9. Dalla definizione segue banalmente dim Ind% (W) = |G/H|dim W.

Come promesso adesso passiamo a una caratterizzazione della rappresentazione indotta. Co-
me spesso accade in algebra anche questa caratterizzazione e descritta tramite una proprieta
universale.

Teorema 4.10 (Frobenius). Sia W una H-rappresentazione e U una G-rappresentazione. Allora
se p: W — Resg(U) e un omomorfismo di H-rappresentazioni esso si puo estendere in modo
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unico a ¢: Ind$% (W) — U: per estensione qui intendiamo che ¢ oi = @, dove i: W — IndG (W)
¢ il morfismo descritto nell’osservazione 4.35.

Per gli amici categoristi questo ci dice che esiste un isomorfismo (naturale)' tra gli spazi
vettoriali

hom 7 [W, Res$ (U)] 2 homg[Ind% (W), U] .

Dimostrazione. Sappiamo che

Indf (W) = P goW .

Allora, posta wq,...,w una base di W, e conseguentemente {g,w;: 0 € G/H,I =1,...,k} una
base di Ind% (W), definiamo la ¢ come

P(gowi) = gop(w;) -

La ¢ & un’applicazione lineare ed & chiaro che per ogni w € W vale

p(i(w)) = ¢grw)
= guep(w)
= lp(w) (per definizione gy = 1)

= p(w)

ovvero che poi = .
Bisogna far vedere che la ¢ ¢ anche un omomorfismo di G-moduli. Possiamo facilmente
osservare che per ogni g € G e g,w; della base di Ind% (W) abbiamo

?(990wi) = P(ggo (hg,owi))
= ggop(hg,owi)
= ggohg,op(w;) (poiché ¢ e H-lineare)
= 99,0(w;) (990 = ggohg,o Per definizione)
= 9(&(gowi))

questo prova che p"(g)op e g o plndg(w) (9) coincidono su una base di Ind% (W) e quindi sono
uguali: da questo segue che ¢ ¢ un morfismo di G-rappresentazioni.

Resta da far vedere che ¢ ¢ unica. Supponiamo di avere ¢': Ind%(W) — V tale che ¢/ 01 = ¢,
allora per ogni elemento della base g,w; si avrebbe che

¢'(gowi) = ' (gogrw;)
= 9o’ (grw;)
= gop' (i(w;))
= gop(w;)
= @(gawi)

!Sempre per gli amici categoristi avvisiamo che nel seguito non daremo una dimostrazione della naturalita, che
tuttavia non ¢ difficile da provare e puo essere fatto come facile esercizio.
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e quindi @ = ¢’ perché coincidono su una base di Indfl(W). Questa prova la parte sull’unicita.
Per far vedere che ’applicazione biunivoca
hom y[W, Res$ (U')] — homg[Ind% (W), U]
=@

¢ lineare basta osservare che la sua inversa ¢ lineare, infatti tale applicazione inversa ¢ data da

home[Ind% (W), U] — hom g [W, Res% (U)]
¥ — Res (1) oi

dove i: W — Ind% (W) ¢ Pembedding canonico definito dall’uguaglianza i(w) = ggw e Res$(v)
€ essenzialmente 1) stesso visto come mappa di H-moduli tra le restrizioni di Indf](W) eUaH
(ovvero 1: Res$(Ind%(W)) — Res%(U). Questo & un morfismo di H-moduli perché composto di
due morfismi di H-moduli: Res%(¢)) e i.

La linearita dell’operazione — o ¢ € un fatto di algebra lineare: nello specifico abbiamo 1’opera-
zione hom[i, U] *

hom[i, U]: home[Ind% (W), U] — home[W, Res$ (U)] = hom[W, U]
¥ — ResG () oi =1 oi

che sappiamo essere lineare (questo ¢ I'hom-funtore contro-variante hom[—, U] applicato a i), la
mappa

home[Ind% (W), U] =2 homp [W, Res$ (U)]

¢ ottenuta da homl[i, U] restringendola ai sotto-spazi homg[Ind% (W), U] e homg[W, Res%(U)], e
quindi e anche essa lineare.
Questo conclude la dimostrazione. ]

Osservazione 4.11. Un attento osservatore probabilmente si saro reso conto che fino a questo punto
abbiamo fatto una scelta arbitraria per i rappresentanti g, dei vari laterali 0 € G/H. In linea
di principio cambiando i rappresentanti si potrebbero ottenere diverse rappresentazioni indotte,
sorge quindi spontaneo chiedersi se tale scelta in realta sia di qualche rilevanza. La risposta e che
cambiando i rappresentanti non cambia la rappresentazione (a meno di isomorfismo).

Per dimostrare questa cosa si puo procedere in almeno due modi:

1. chi conosca un po’ di teoria delle categorie puo far vedere che I’isomorfismo
hom g [W, Res$ (V)] 2 homg[Ind% (W), V]
¢ in realta naturale in V e da qui concludere usando il lemma di yoneda;

2. un altro metodo & quello di costruire esplicitamente un isomorfismo tra due possibili rappre-
sentazioni.

2Ricordiamo che come spazi vettoriali U e Resg(U) sono uguali, analogo discorso vale anche per le mappe ¢ e
Resf; ().
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Qui ci concentriamo sul secondo metodo (seppur piu laborioso).

Siano {g/: 0 € G/H} degli altri rappresentanti delle classi laterali in G/H, in cui suppo-
niamo sempre ¢ = 1, e indichiamo con Ind’ g(W) la rappresentazione indotta da questi nuovi
rappresentanti per i o € G/H.

Abbiamo che per ogni 0 € G/H si deve avere

goH=0=9g H
e quindi deve esistere un unico h, € H tale che

9o = g;ha s

che in particolare per o = H sara h, = 1, visto che gy = ¢}, = 1.
Consideriamo 1'applicazione lineare definita sulla base di Ind% (W) da

3 Ind$ (W) — Ind'S (W)
7(gowi) = gohow; .

Tale applicazione e invertibile con inversa data dall’applicazione definita come

571 Ind'S (W) — IndG (W)
i (gpw:) = gohy tw;

dove i g/ w; formano, al variare di i e dei o, una base di Ind";(W). Un conto ci fa vedere che

75 (gow)) = § ™ (gghows)

= gohy how; = gow;

1

e quindi j7'oj = idlndg (W) perché coincidono su una base. In maniera analoga si prova che

. ._1 _
joi = =idpge gy

Vediamo adesso che j & un morfismo di G-rappresentazioni: prendiamo un g € G, allora
abbiamo che

7(990wsi) = j(ggohg,ows)

/
= ggo.hgghg’gwi

95 (gow;) = g(gfrhowi)
= g;o'h;,o'ha'w’i

dove h;,a € l'unico elemento di H tale per cui

995 = Ggolg o
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Con dei semplici conti abbiamo che

Jgohgohgo = Ggolg.o
= 995
= 99,ho
= g;(,h'gﬁha

e quindi, dividendo per g;(, al primo e ultimo termine dell’equazione otteniamo

hgohgo =l oho

da cui segue che

/
hgghg,gwi = hgv(,howi

e quindi che

3(990wi) = gohgohgowi = gyhy show; = gj(gows) -

Da questo segue che le mappe jop(g) e p(g)oj coincidono su una base, quindi devono essere uguali
e j deve essere un morfismo di G-rappresentazioni, quindi un isomorfismo, visto che ¢ invertibile.

Corollario 4.12. Vale la sequente uguaglianza

Xina¢ (wy» XU>G = (W, XpesG (1)) ;-

L’interesse in tale corollario sta nel fatto che permette di restringere lo studio dei caratteri al
sotto-gruppo piu piccolo H.

Dimostrazione. La dimostrazione &€ una banale conseguenza del teorema di Frobenius.
Per la formula di proiezione sappiamo che

(Xtnag (wys Xv) = dim home[Indf; (W), U]% = dim homg[Indf (W), U]
(Xw, XResﬁ(U)> = dim homc¢[W, Res% (U)]* = dim hom g [W, Res% (U)]

ma per il teorema di Frobenius abbiamo che

dim home[Ind% (W), U] = dim hom [W, ResG (U)]

da cui segue facilmente la tesi.
O

Prima di concludere questa sezione diamo un risultato che ci da una proprieta di commutazione
delle operazioni di restrizione (Res$}) e induzione (Ind%) con le somme dirette (finite).
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Proposizione 4.13. Vale che

IndG (W1 @ --- & Wy) = IndG (W) @ - - - & IndG (W)

ResG(Vi-- @ ... Vi) 2 ResS (V1) @ - -- @ ResG (Vi) .

Dimostrazione. Ancora una volta gli amici categoristi possono usare il fatto che gli isomorfismi

hom g [W, Res% (U)] 2 homg[Ind% (W), U]

sono naturali, e quindi usare il fatto che i funtori Res% e Indg sono aggiunti per concludere.® Di
seguito diamo una dimostrazione alternativa piu diretta.
Per Resg, sappiamo che per definizione

ResGi(Vid--- @ Vi) =V @@ Vi = ResG (V1) @ - - ® Res$ (V)

dove le uguaglianze si intendono come spazi vettoriali. Basta solo osservare che le due azioni,
quella di Res% (V1 @ --- @ Vi) e Res% (V1) @ - - - @ Res$ (V3), sono uguali.
Per i Ind$ iniziamo con l'osservare che esiste un isomorfismo vettoriale

i: IndG(Wi@- - @Wy) — Ind% (W)@ - - - @ Ind§ (W},)

dato dalla composizione dei seguenti ovvi isomorfismi vettoriali

Indf(W1d---oWy) = @ g (Wid--- OWy)

ceG/H

= @ gaWIEB"'@gUWk
ceG/H

= @ gawl@"'@ @ .gchk
ceG/H oceG/H

= Ind§ (W& - @ Ind§(Wy) .

Tale isomorfismo ¢ 1'unica applicazione lineare che mandi ogni elemento della forma g, (w1, ..., wg)
in (gowi,...,gowg). Per concludere basta far vedere che questo ¢ effettivamente un morfismo di
G-rappresentazioni.

Sia dunque g € G e prendiamo un generico elemento della forma g,(wi,...,wg) (che & un
elemento di una famiglia di generatori per IndG (W@ - - ®W}).

Con un conto vediamo che

i(9(90 (w1, ..., wr))) = i(ggohgo(wi,. .. wy))
= /l:(ggo(hg,o'wl, e 7hg7awk))

= (ggohgowi, ..., ggohg.ocWk)
= (990w1, - - -, 995 Wk)

= g(gow1, ..., gowk)

= gi(go (w1, ..., wy))

3Ad essere precisi bisognerebbe far vedere che Res% e Ind§ si estendono a dei funtori ma confidiamo che gli
anzidetti amici categoristi siano in grado di fare anche questo.
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che prova che i & G-lineare, perché mostra come i o p(g) = p(g) o i dato che coincidono su una
famiglia di generatori di Ind$ (W@ --- @W}).

Da questo segue che Ind%(Wi®---®@Wy) e IndG(W1)® - -- @ Ind%(W},) sono isomorfe come
come G-rappresentazioni.

O]

4.2 Degli esercizietti

Esercizio 4.14. Cerchiamo di calcolare Indgg (Bj)
Ricordiamo che Bj ha dimensione 2, pertanto, per l'osservazione 4.9, la rappresentazione

cercata ha dimensione 8.

Per calcolarla proviamo a usare i caratteri: cerchiamo una decomposizione di X tramite

Indg! (ma)
i caratteri irriducibili di Sy4, da questa si ottiene la decomposizione di Indgi (Bj)
Un conto ci mostra che

(Xlnd(Bj)v XD:ED> = <XBj’XRes§.§(I:D:D)> = <XB]7XD:D> =0

e quindi sappiamo che nella decomposizione di Indg (Bj) non compare la rappresentazione banale.
Consideriamo adesso la rappresentazione irriducibile Emm} Per il corollario a Frobenius sappia-
mo che

<X1ndg(Bj) ; XB:D) = <XB} XResg(Bjj)>

quindi a questo punto possiamo ridurci a studiare Res%(B:D) per cercare di capire il valore di

questo prodotto scalare. Se prendiamo la seguente base di Reséé (EFD)

1 0 0
0 1 0
v = 0 = €1 —€e4 Vo = = €9 — €4 V3 = 1

[an}

-1 -1 —1

¢ facile vedere che I'azione di S3 & tale percui per ogni ¢ € S3 abbiamo che

O'Ui:(f(eifezl):eai*ezlzvaia

ovvero che Res Sz (B:D) ¢ la rappresentazione di permutazione di S3 su un insieme di 3 elementi.

In particolare ne segue che Resg (B:D) ¢ isomorfa alla ovvia rappresentazione C?, e gia sappiamo
che

(33%533@53.

Da quanto fin qui detto dunque segue che

<XBj, XResg(B:D)> = <XBj, X + XBj> =1.

66



Passiamo alla rappresentazione HO ®E che come spazio vettoriale
BZD@E%{JJEC‘l: Zx¢:0}®C%{mEC4: Zazi:O}:B:D.
i i
La differenza tra la B:D ®E ela B:D ¢ data dall’azione di Sy. Posto

U={$€C4Z Zwi:O}

e per semplicita posti

per indicare le due rappresentazioni, aventi lo stesso spazio vettoriale di supporto U allora abbiamo
che

p" (o) (x) = sgn(0)p" (o) (x)
per ogni x € U, ovvero che
Y (o).

p’ (o) =sgn(o)p

Tale uguaglianza di rappresentazioni passa alle restrizioni, ovvero
pi()(0) = sgn(e)p"H V(o) .

Da questo possiamo calcolarci il carattere di XReSg v come

Xpests (v (@) = t1(p"5 () ()
— sgn(o) tr(p"=H V) (o))

= Sgn(U)XResg(V) (U)
e valutando in id, (1,2) e (1,2, 3) (i rappresentanti delle classi di coniugio di S3) si vede facilmente
che

XResg vy = XResg (V)

e quindi che

Res%(EFD ® E) >~ Res% D -
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Da questo segue che
<X1ndg(Bj)a XBJS@E) = <XB:D’ XResg(B:D@E)>

Proviamo adesso a calcolare

Magiep { = Y ey

Ricordiamo che abbiamo visto che
pBH = ij o7

dove m: S4 — S3 € la proiezione canonica di Sy, ottenuta quozientando per il sotto-gruppo di
Klein. A meno di isomorfismo vale che

Tr‘Ss = idg,

e da questo segue che

PEH’Sg = ﬂEPOW!sg
= ijoidS3 = pB] .

Questo conto ci prova che

Resgi (FH) = P

da cui

<X1nd§§ (mng XBH> - <XEP’ XResgg (HH)>
= () =1

Dalle proprieta dei caratteri allora questo ci dice che Indg‘; (Bj) contiene una sotto-rappresentazione

HH© EED@’E “H

che ha dimensione 3 + 3 + 2 = 8 che ¢ appunto dim Indgi (Bj) e quindi

IDdg;@ =D& EFD@E em-
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4.3 Ancora qualche esercizio d’esempio
Richiamiamo questo risultato.

Teorema 4.15 (Burnside). Sia G un gruppo finito che agisce su un insieme finito X allora
abbiamo per ogni g € G posto
XI={zeX:gr=2a}

allora

1
|orbite] = 1 > X9
Gl 4=

Dimostrazione. Calcoliamo:

o= x

geG geG
={(9,r) eGxX:gx =2}

G
=) [Stab, | =) ‘|Ox|’

zeX zeX

=Gy 57 =161,

zeX

1
|

0 = |G||orbite]

0|
O
dove R ¢ un insieme di rappresentanti per le orbite dell’azione.

Esercizio 4.16. Sia C™ l'ovvia rappresentazione di S,,. Calcolare il valore (Xcn, Xcn).
Non e difficile fa vedere che

n—1 n
(C”%B:Djj@mjjj

e quindi che
Xen = XEFEED + X -
Sostituendo si ottiene il risultato (X¢n, Xgn) = 2.
Tuttavia ¢ possibile risolvere il medesimo esercizio in modo diverso. Per farlo si usa il teorema

di Burnside.
Abbiamo che

(Xen, Xen) = == 37 220 (g)

’Sn’ gesn

dove Xcn(g) & il numero di elementi della base ey, ..., e, lasciati fissi da g € S,*. Dunque

X(%jn(g) - |{ (€i7ej): ge; = Bi,gej = ej H

4Questo si vede facilmente vedendo la matrice di permutazione o(g)-
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Questo ci permette di dire che, posto X = {e1, ..., e,} l'insieme dei vettori della base canonica,

(Xen, Xen) = ,Sl, 31X x X)1|

gESn
= numero di orbite per l'azione (per Burnside)
=2

poiché le orbite di X x X sono { (ej,e;):i=1,...,n} e {(e,e;):i#7j}.

Magari gli attenti osservatori si saranno resi conto che ogni volta che abbiamo a che fare con un
rappresentazione V' del gruppo simmetrico nei prodotti hermitiani compare il termine X%/ anziché
Xy Xy. Il motivo per cui questo avviene & che generalmente per le S,, rappresentazioni i p(o) sono
rappresentati da matrici reali e quindi:

Osservazione 4.17. Se p: G — Aut(V') ¢ una G-rappresentazione che mappa tutti gli elementi di
¢ in matrici reali allora si ha Xy = Xy
Questo ci dice che Xy = Xy+ e quindi in particolare V =g V*.

Osservazione 4.18. Ricordiamo inoltre che per G = S, se V ¢ una G-rappresentazione allora
abbiamo

da cui

Xv+(g) = tr(p*(9)) = tr('p(g™")) = tr(p(g™"))

1

ma in S, si ha che g e g7 sono coniugati, quindi

Xy (g) = tr(p(g)) = tr(p(g™"))

e quindi

Xv(g) = Xv+(g9) = Xv(g) -

Questo dimostra che per qualunque rappresentazione V' di S, si ha che V* 2V (si dimostrera
in seguito che tutte le matrici associate a elementi del gruppo sono reali).

Esercizio 4.19. Sia G un gruppo finito che agisca su X e sia V' la rappresentazione di permutazione
associata a questa azione. Allora V contiene S copie della rappresentazione banale di G dove
S = |orbite|.

Osservazione 4.20. La chiave per risolvere I'esercizio 4.19 ¢ il seguente fatto: dato un insieme X e
un’azione di G su di esso, posta Vx la rappresentazione di permutazione indotta, allora per ogni
g € G vale che

Xy (9) = | X9 (che ricordiamo ¢ il numero di punti fissati da g).
Per vedere questo supponiamo che X = {z1,...,x,}. Per definizione abbiamo che per ogni
g € G e ogni indice ¢ si deve avere gx; = x; per qualche j, di seguito indicheremo con gi questo j:

per cui per ogni ¢ e g si deve avere

gri = Ty -

5Si parla delle orbite dell’azione su X
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Per definizione della rappresentazione di permutazione sappiamo che Vx ha una base formata
da dei vettori Bx = {vg,,..., vy, } € per ogni g € G abbiamo che

p(g)(vxi) = Vgz; = Vzg; -

Questo ci dice che nella base By ogni p(g) & rappresentato dalla matrice

(691""‘6971)

la cui traccia ¢ data da ) ;(eg); in cui

1 se e4; = e, ovvero gx; = x;
(egi)i =

0 altrimenti.

Da quanto detto segue che

Xvy (9) = tr(p(g))

n

= (eqidi

i=1
= numero di ¢ tali che gz; = z;
= | X7

come ci aspettavamo.

Adesso possiamo passare alla soluzione del nostro problema.
Soluzione(dell’esercizio 4.19) Abbiamo che

1 -
<XVX y Xbana1e>G = A Z XVX (g) Xbanale (g)
G| 22 —

-G 2

geG

=1

1

= @l Z | X9 (per I'osservazione 4.20)

geG
= |orbite| (per Burnside).

O

Questo esercizio € comodo nello studio dell’omologia dove le rappresentazioni possono comparire

come moduli di omologia. Vedere il numero di volte in cui una sotto-rappresentazione compare

in una rappresentazione data, ci permette di discriminare tra moduli diversi e quindi permette di
discriminare tra diversi tipi di omologie.

71



Capitolo 5

Esercizi per il calcolo di
rappresentazioni di alcuni gruppi

Lezione 5 (10/03/2016)

n—1

Esercizio 5.1. Per ogni n > 3 e k > 2 la Sym” (B:ED) non € una Sy-rappresentazione irriducibile.

rima di affrontar rcizi iamo qu rvazione.
Prima di affrontare 'esercizio facciamo qualche osservazione
n—1 n

Soluzione. Sappiamo che C™ = B:D @1, Quindi

Sym?(C") = Sym? (EFD + 110)
= Sym* (D) + g0 + [0

In Sym?(C") ci sono due sotto-spazi S,-invarianti:

(f + -+ o) O vivy)

1<j

che danno due sotto-rappresentazioni banali.
Piil in generale in Sym* (V) abbiamo la base fatta da { v{*...v%": @y + -+ a,, = k }. Con-
sideriamo l'insieme

X={(,....,on) eN" a1+ Fa,=k}

il gruppo S, agisce in modo banale su X permutandone le componenti. Non & difficile vedere
che allora Sym* (V') & la rappresentazione di permutazione associata all’azione di S, su X. Ma
allora da questo segue che in Sym”(C™) ci sono tante coppie della rappresentazione banale (CTTTI))
quante sono le orbite in X (per Burnside). Le orbite in X sono tante quante p(k,n) dove

p(k,n) = le partizioni di k con < n numeri.
In modo analogo si vede che

Sym**+1(Cn) =~ Symk(B:ED) ®SymF(C & - @ g0 & (0
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Per quanto detto prima SymkH(C") contiene p(k + 1,n) copie della rappresentazione bana-
le. La cosa interessante e che tutti i pezzi della decomposizione di sopra, meno il primo termine
(Sym” (B:IZD)), sono la decomposizione della Sym*(C"), che conteneva p(k,n) copie della rappre-

sentazione banale. Dato che p(k,n) < p(k + 1,n) possiamo gia concludere che in Sym* (EFED)

contiene della copie della rappresentazione banale, e quindi Sym” (B:ED) non ¢ irriducibile (che &

appunto quello che volevamo provare).

O]

Esercizio 5.2. Fissiamo G gruppo e un suo sotto-gruppo H. Data W una H-rappresentazione
allora C[G] @ W =g Ind% (W)

Soluzione. Anzitutto abbiamo un ovvia mappa
't G x W — Ind% (W)
i'(g,w) = g (hgw)

dove g, e hgy sono rispettivamente il rappresentante del laterale di g in G/H, ovvero quel rappre-
sentante tale che gH = g,H, e I'unico elemento di H tale che g = g,hy. Questa mappa ¢ lineare
in w, per ogni g fissato, e si puo estendere per linearita una mappa bilineare

i": C[G] x W — Ind$ (W)

i//(z )‘gng) = Z /\Qi/(ga w) .

geG geG

Un conto ci fa vedere che per ogni g € G, h € H e w € W vale che

i"(g, hw) = go(hghw)
= i,/(gahgha w) = i"(gh, w) .

Questo ci prova che in realtd la mappa " induce un applicazione lineare

i: C[G) @y W — Ind$(W)
i<g ® w) = ga(hgw) .

Dato che C[G] ¢ una G-rappresentazione (e quindi un C[G]-modulo sinistro) questo prodotto
tensore ¢ anche esso una G-rappresentazione dove

plg)(g @ w) = (99) @w .
Facciamo vedere che i ¢ un morfismo di G-rappresentazioni. Fissato g, ¢’ € G e w € W abbiamo
che

i(9(9' @ w)) =i((99") @ w)

supposto che

'L’isomorfismo & di G-moduli.
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dove ¢ € 0 € G/H e hy € H allora abbiamo che
i(9(g' @ w)) = i((99shg) ® w)

= i((ggahgﬁhg) ® w)
= ggo(hgohgw)

d’altra parte

9i(g' ® w) = ggo(hgw)
= ggo (hg,chgw)

dove I'ultima uguaglianza segue dalla definizione dell’azione di G su Ind% (W). Quindi gi(¢’ ®@w) =
i(9(¢’ ® w)) ovvero

p(g) oi(g' ®w) =iop(g)(g ®w)

da cui segue p(g)oi = iop(g), perché 'uguaglianza vale su un insieme di generatori di C[G]|®@y W.
Non resta che provare che i ¢ un isomorfismo, ma questo si vede osservando che 'applicazione

L ndG (W) — ClGl oy W
i_l<gaw) =go @w

€ proprio un inversa a i:

it oi(g®@w) =i (go(hgw))

= go ® (hgw) = (gohy) ®w =g @ w

P00 (gow) = i(go ® w)
= gyw
queste uguaglianze provano che effettivamente i~ 04 = dejgie,w € @0 il = idIndg (W) perché le
rispettive coppie di funzioni coincidono su un insieme di generatori. ]
Osservazione 5.3. Questo esercizio ci da un’altra presentazione della rappresentazione indotta.
Osservazione 5.4. Osserviamo che il tensore ® ha senso in quanto C[G] & un H-modulo destro?

Esercizio 5.5. Dati tre gruppi H < K < G e data W una H-rappresentazione allora
nd% (W) = Ind% (Ind5 (W) .

Soluzione. Usando il risultato dell’esercizio 5.2 questo € estremamente facile: abbiamo che
Ind% (W) = C[G] @y W
~ (C|G) @k CIK]) @y W
Gl ok (CIK]@g W)
@k Ind% (W)
nd% (Ind% (W)

dove gli isomorfismi intermedi seguono dalle proprieta dei prodotti tensori. O

2Quando si passa ad anelli non commutativi tensorizzare a destra o sinistra non & equivalente.
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Esercizio 5.6. Se U & una G-rappresentazione e W & una H-rappresentazione, con H < G, allora

U @ Ind% (W) 2 IndG (ResG(U) @ W) .

Soluzione. Anzitutto osserviamo che abbiamo la mappa
i: U x Ind% (W) — Ind% (Res% (U) @ W)
1

Z gawo = Z gO((QU )®w0)'

ceG/H oeG/H

Non e difficile osservare, tramite conti espliciti, che questa mappa ¢ bilineare e che quindi
induce una mappa C-lineare

i: U ®@Ind% (W) — Ind$, (Resg(U) ® W)

i(w® ) gows) Zga u) ® we) -
g

Con un conto sui generatori di U ® Ind% (W) della forma u ® g,w possiamo vedere che

i(g(u® gow)) = i((gu) ® (9g,w))
((gu) @ ggo(hg,ow))
990 (950 QU) (hg,ow))
= Ggo((hgg, 'u )®(hgow))
(hgo((g, 1) @ w))

Ygc

dove 'ultimo passaggio ¢ reso possibile dalla struttura di H-rappresentazione di Resg(U )@ W, da
qui continuando con i conti si arriva a

che prova che i & un morfismo di G-rappresentazioni.

Per far vedere che i ¢ un isomorfismo basta far vedere che ammette un inversa come applicazione
C-lineare, questo basta a garantire che ha un inversa anche come morfismo di G-rappresentazioni.
Per ogni 0 € G/H possiamo definire ’applicazione

isl: U x W — U@ Ind% (W)
i 1(“ w) = (gou) ® (gow)

che si prova facilmente essere bilineare. Questo ci da la famiglia di applicazioni C-lineari

L UQW — U ®Indg (W)
g;l(u ® w) = (gau) & gow
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e usando il fatto che

9o(ResG(U) @ W) = g, (U W)2U W

come spazi vettoriali, otteniamo dalla proprieta universale delle somme dirette la mappa

it IndGResf(U) @ W) = P go(ResH(U) @ W) — U @ Indf(W)
oceG/H

i_l(QO(U ®w)) = {gl(u ®w) = (gou) ® gow .

Con un rapido conto possiamo osservare che

itoi(u® gow) =1 (g5 ((g, 'u) ® w)

= (gagglu) R goW = U Q goW

e che

ioi N go(u®w)) =i((gou) ® (gow))
= 90((9;1907‘) ®w) = go(u @ w)

questo prova le uguaglianze tra le applicazioni lineari

~—1 - - ~—1 .
1 o1 = 1dU®Indg (W) 101 - ldIndg(Rcsg (U)@W)

poiché tali uguaglianze sussistono tra le restrizioni delle funzioni a degli insiemi di generatori: i
u ® gow nel primo caso e i g,(u ® w) nel secondo.
O

Esempio 5.7. Se W ¢ la rappresentazione banale di H allora
U @ Ind% (W) = Ind$ (Res$ (U)) .
Osserviamo che I'isomorfismo con U non si poteva avere per questioni di dimensione:

dim Ind% (Res% U) = dim Res% (U)|G/H| = dim U|G/H]| .

In generale la U si embedda in Ind$(Res% (U)) tramite il morfismo

U — Ind$% (Res$ (U))

U gHU = eu

tuttavia la dimensione indotta ¢ maggiore, a meno del caso banale in cui H = G.
n—1

Esempio 5.8. Consideriamo H = S, _1 visto come sotto-gruppo di G = S,,. Cosa & Indgz_1 () ?
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Un modo di calcolarlo & usare Frobenius come abbiamo visto la volta scorsa, cercando la
decomposizione del carattere associato alla rappresentazione. Provando a testare X s, (0O1J)
Sp—1

contro il carattere della rappresentazione banale di S, otteniamo

(X, sn
Indsn_1

@ ) = Yoo Xpesr | @)

n—1

X, Xggm) =1 -

Provando adesso a testare con il carattere della rappresentazione standard di S, ovvero

n—1

@%{xe@”: f:xi:0}
i=1

otteniamo che

Piag; |, o D) = AETD Xreg: | @)

Per concludere ci serve un osservazione: consideriamo la mappa

f:(Cn_l —>EFIZD

x1
T
f =
Tn1 Tp—1
n— —1
=2

questo € chiaramente un isomorfismo lineare, I'inversa e la proiezione

L EFIZD —crt

T
X
f*l . — .
= : ,
Tn—1 Lo1
n—1 n—
=iy T

tuttavia un conto ci mostra che inoltre f ¢ un omomorfismo di S,,_1-rappresentazioni quando vista
come mappa di tipo f: C*~ 1 — Resg” | B:ED Da questo ne segue che Resszil(H:ED) ~ crt
come S, _1-rappresentazione.

Da l'ultima osservazione segue che

Ninagn | oy D) = X Xeesgn | (B:Dj)>

= (X3, Xen-1)
— (X X X
X, X BZD>

n—1

= (X Xom) = 1 -
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Dunque abbiamo un ovvia immersione di S,-rappresentazioni

n n—1 n—1
e < Indg (D)

e, dato che le due rappresentazioni hanno dimensione rispettivamente 1 + (n — 1) e n, questa
immersione € in realta un isomorfismo, quindi:

S ~
Indg" (00D) =010 SO
n

n

Osservazione 5.9. Dall’esempio 5.8 segue che se U ¢ una rappresentazione irriducibile (anche se
'ipotesi di irriducibilita non & necessaria) di S,, allora

n—1

=
Indgz_l(Resgz_l(U)) = Indgz (Resgg_l(U) ® frr)

—1

~ U ® Indy"_ (D)

%U®(DE@B:D)U®EDI€BU®B:D%’U@U®BZD-

Esercizio 5.10. Guardatevi le rappresentazioni del diedrale (le trovate sulle dispense di D’Antonio).

Esempio 5.11 (La tabella dei caratteri di S5). In tabella 5.1 sono riportati i caratteri di Ss.

Il carattere della prima riga & quello della rappresentazione banale: la rappresentazione su C
che mappa ogni elemento di S5 nell’identita.

Il carattere della seconda riga e quello della rappresentazione segno: la rappresentazione su C
che manda ogni elemento di A5 nell’identita e ogni permutazione dispari in —id.

La terza riga contiene il carattere della rappresentazione standard, quella data dal sotto-spazio
Sp-invariante di C"

EFIZD:{ZG(C”: Zzizo} ,

1

che per lesercizio 3.5 sappiamo essere irriducibile.

La quarta riga ci presenta il carattere di prodotto tensore di rappresentazioni, e quindi sappiamo
che tale carattere e il prodotto di due caratteri. Possiamo osservare che questo ¢ effettivamente
il carattere di una rappresentazione irriducibile osservando che ha norma 1 rispetto al prodotto
hermitiano definito sulle funzioni classe.

La quinta riga ci da il carattere della AQ(B:ED) che grazie a teoremi gia visti sappiamo essere
descritto dall’equazione

XAQ(B:IZD)(Q) =3 (XEFED(Q)2 - XEFED(QZ)> :

La penultima viene dall’osservazione che

o = A2 (D) @ Sym? (smmm)

e quindi
Xsym? (@) = XD — a2 -
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L’ultima si calcola con il solito trucco delle decomposizione di C[Ss]:
7 .
clsi = v
i=1

dove le V; sono le rappresentazioni irriducibili di S5, e quindi

6
1 .
Xy, = dm 1% (XC[Sd — E dim ViXVi>

i=1
dove le V; sono le rappresentazioni trovare fino a questo punto e dim V7 si puo calcolare tramite la
formula

6
(dim V7)? = (dim C[S5])* = ) _(dim V;)* .

=1

Tabella 5.1: Tabella dei caratteri di Sy

S5 e| (1,2) ] (1,2,3) | (1,2,3,4) | (1,2,3,4,5) | (1,2)(3,4) | (1,2)(3,4,5)
ERRaw 1] 1 1 1 1 1 1
—1 1 —1 1 1 —1

Esercizio 5.12. Sia G un gruppo finito. Sia n il numero delle classi di coniugio in G e, posti
Cq,...,Cy le n-classi di coniugio in G, Vi, ..., V, le n-rappresentazioni irriducibili di G, indichiamo
con M la matrice tale che

C;
M = (m; ;) Mij = | ‘|G|’ Xv; (Ci)

dove ij(Ci) rappresenta il valore del carattere della rappresentazione V; sulla classe di coniugio
C;. Allora abbiamo che

hMM = id,

ovvero la matrice M ¢& unitaria.
Inoltre si ha che

> X (C)2 = 1€
i_llm( )| ]

dove C' ¢ una classe di coniugio di G.
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Soluzione. Per provare la prima parte basta un conto

my,j
("MM);; = (mi; i) |
Mn,j
= Z mg ;Mg 5
k=1
= | A e
=> ﬁ vi (Ci)Xv; (C)
k=1

Da questo segue che "M M = id.
Per I'ultima parte dell’esercizio possiamo osservare che

Gy 2 N 2
Z ) Xy, (Cy)] —;mm\
= (M"M);;

MM =idj; =1
da questo concludiamo che
Gl < Cj
in/A} -1
a2 Pl Z |G\

e quindi

- |G|
v (CHPF = =7 -
; ’ G5l

Questo conclude l'esercizio.

Osservazione 5.13. Con riferimento all’esercizio precedente, vale anche

VICTID] ZX i

|G|

dove C e D sono delle classi di coniugio e C' # D. Infatti posto C' = C; e D = (; abbiamo

VICTDl ZX (o) VGl § ZX S

|G G

= >
i=1

= (M"M),; =0
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dove 'ultima uguaglianza segue dal fatto che j # [ visto che per ipotesi

C;=C#D=C,.

Esempio 5.14 (Tabella dei caratteri di As). Le prime 3 righe sono ottenute restringendo le rap-
presentazioni di Ss e si puod far vedere che sono irriducibili osservando che la loro norma & 1.2
Purtroppo Resi%5 (AQEFED) = (6,0,—2,1,1) non & irriducibile, quindi da qui non possiamo piu
semplicemente fare le restrizioni. Tuttavia quest’ultima si pué decomporre come A5 rappresenta-
zione come somma di due sotto-rappresentazioni X e Y di dimensioni giuste e si puo trovare che

le X e Y sono le mancanti rappresentazioni irriducibili.

Tabella 5.2: Tabella dei caratteri di As

As el (1,2,3) ] (1,2)(3,4) | (1,2,3,4,5) | (2,1,3,4,5)
Resy (01D | 1 1 1 1 1
Res? () | 4 1 0 —1 ~1

Res’y @ [5] -1 1 0 0

X 3 -1 1+2\/5 \/1;\/5

Y 3 1 Vl;ﬁ -5

La cosa interessante ¢ osservare che in questo caso nelle righe della tabella iniziano a comparire
numeri irrazionali, a differenza del caso di S5. Questo ¢ dovuto al fatto che A5 ha un omomorfismo
di immersione nel gruppo delle rotazioni dell’icosaedro, che a sua volta ¢ contenuto dentro il gruppo
GI(R?). Questa ci da una delle rappresentazioni irriducibili di As.

3Questo segue da osservazioni fatte nella risoluzione delle esercizio 3.4.
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Capitolo 6

Classificazione delle rappresentazioni
irriducibili di §5,, parte I:

Tableau, tabloid, politableau e
relative rappresentazioni.

Lezione 6 (17/03/2016)

In questo capitolo inizieremo la classificazione delle rappresentazioni irriducibili degli S,,. Nel
fare cio costruiremo una corrispondenza biunivoca tra le rappresentazioni irriducibili cercate e i
diagrammi di Ferrer e vedremo le relazioni tra la combinatoria della rappresentazioni e questi
diagrammi.

6.1 Partizioni e diagrammi di Ferrer

Prima di procedere diamo delle definizioni.

Definizione 6.1. Una partizione e una successione ()\n)neNol di numeri naturali che sia
e decrescente, e quindi A\, > Ap41 per ogni n > 0
o definitivamente nulla: ovvero esiste un n > 0 tale che A+ = 0 per ogni k € N.
Ad ogni partizione associamo due numeri

la lunghezza denotata con [()), & definita come

I(A) =max{keNy: A\ #0}
la norma indicata con |A| e definita come

o0 1)
A=) =) M
k=1 k=1

Come notazione useremo scrivere A 4 n per indicare che |A\| = n e diremo che A ¢ una partizione
di n.

1Con Ny indichiamo ’insieme dei numero naturali strettamente positivi.
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Osservazione 6.2. Se A 4 n e quindi

Z)\k:n

k

A rappresenta un modo di dividere un insieme di n elementi in [(\) insiemi non vuoti, da cui il
nome partizione.

Definizione 6.3. Un diagramma di Ferrer ¢ una rappresentazione grafica formata da delle righe
allineate, ciascuna formata da un numero di celle variabili, e la cui lunghezza (ovvero il numero di

celle di ogni riga) decresca verso il basso.
Un esempio di diagramma di Ferrer & quello dato dalla figura 6.1.

Figura 6.1: Esempio di diagramma di Ferrer

Osservazione 6.4. Esiste un ovvia corrispondenza biunivoca tra le partizioni e i diagrammi di
Ferrer. Infatti ad ogni partizione A possiamo associare il diagramma che abbia [(\) righe e in cui
la riga k esima abbia A\, elementi. L’inversa a questa corrispondenza associa ad ogni diagramma la
partizione A dove Ay € il numero di elementi della k-esima riga del diagramma (ovviamente Ay = 0
per ogni k maggiore del numero delle righe del diagramma).

Osservazione 6.5. Ad ogni diagramma di Ferrer ¢ possibile associare il diagramma trasposto,

ottenuto scambiando righe con colonne.
Se A € la partizione associata al diagramma, ovvero A; € il numero di elementi nella k-esima

riga del diagramma di Ferrer, allora il diagramma trasposto ¢ il diagramma di Ferrer che ha [())
colonne e per ogni k < I(A) ha A\; elementi sulla k-esima colonna.

Figura 6.2: Esempi di diagrammi di Ferrer trasposti

[ ]

Osservazione 6.6. Grazie alla corrispondenza tra diagrammi di Ferrer e partizioni & chiaro che se A
¢ una partizione ad essa € possibile associare la partizione X’ associata al diagramma trasposto: A},
sara il numero di elementi sulla k-esima riga del nuovo diagramma, ovvero il numero di elementi
sulla k-esima colonna del diagramma originale. La partizione X ¢ detta coniugata a \.

E possibile vedere che I(\) = A; e che per ogni k < I(X) si ha che ), & il numero di righe di
(del diagramma associato a) A che hanno lunghezza maggiore o uguale a k, ovvero

=i <IN =k}
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L’uguaglianza si ottiene dal fatto che le righe del diagramma di A che abbiano piu di k£ elementi sono
tutte e sole quelle che intersecano la k-esima colonna, queste chiaramente sono in corrispondenza
biunivoca con gli elementi che stanno sulla k-esima colonna.’

Usando questa caratterizzazione ¢ facile far vedere che X & davvero una partizione.?

6.2 Tableau e relative rappresentazioni

Definizione 6.7. Sia A 4 n. Un tableau di Young di forma A & un riempimento del diagramma
di Ferrer associato a A con i numeri {1,...,n} (in qualunque modo).
Piu formalmente possiamo definire una tableau come una funzione biettiva

t:I,\—>{1,...,n}
dove

Lo={(,j)e{l,....n}* i <IN, j <N} -

Si parlera in questo caso di A-tableau.
Come notazione, se t ¢ un tableau, indicheremo con ¢; ; il numero ¢(3, j).

Osservazione 6.8. Si noti che la definizione di tableau ha senso perché effettivamente I, ha
cardinalita ), Ay = |A| = n, percui effettivamente esistono delle biezioni da I in {1,...,n}.

Esempio 6.9. Se A\ = (5,3,2,2,1) allora abbiamo che il seguente ¢ un tableau.

12 4|11\
8

10

—_
’Cﬂawwﬂ

Osservazione 6.10. Sia dato A 4 n, allora esiste un ovvia azione di S, sull’insieme dei A-tableau
T) definita da

Sn X T)\ — T)\
(ot)ij = o(tij) per (i,5) € Iy

o piu brevemente ot = g o t.

E facile vedere che questa da effettivamente un azione di S, e che in particolare questa &
un’azione libera e transitiva.

In particolare se indichiamo con s il tableau dato da

1—1
5,5 = Z Ao+
a=1

2Un elemento sta nella k-esima colonna se e solo se sta in una riga che interseca la k-esima colonna e ogni riga
interseca, ovviamente, la k-esima colonna in al pitt un unico elemento.
30vvero che la sequenza )}, & decrescente e definitivamente nulla.
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che puo essere rappresentato con diagramma della forma

1 R N PV

A1+1 e A1+

in cui i numeri da 1 a n sono disposti crescendo da sinistra verso destra e dall’alto verso il basso,
allora la mappa

1 Sn—>T/\

i(0) =0s

che € una biezione, per la libera transitivita dell’azione di .S,,, stabilisce un isomorfismo di azioni
da S,* a Ty: in pratica abbiamo che per ogni o, 7 € S,

i(Too)=(T00)s
=71(058)

=T1i(0) .

La mappa ¢ ovviamente estende a un isomorfismo ¢ di C-spazi vettoriali

7: C[S,] — C[Tn]

i(ve) = vy

dove CI[T)] ¢ il C-spazio vettoriale della rappresentazione di permutazione associata a T).
Dal fatto che 7 € un isomorfismo di azioni segue che la sua estensione ¢ ¢ un isomorfismo di
Sy,-rappresentazioni, la verifica ¢ un facile conto.

Osservazione 6.11. Prima di concludere questa sezione notiamo che per ogni A-tableau ¢ esistono
due sotto-gruppi di S, che nel seguito saranno importanti. Supponiamo di indicare con R; I'insieme
degli elementi che compaiono nella i-esima riga di ¢, ovvero

Ri={tij:j <A}

e similmente con C; l'insieme degli elementi che compaiono nella i-esima colonna di ¢, ovvero

CZ' = {tjﬂ'l j S )\;} .

In generale per ogni sotto-insieme H C {1,...,n} & possibile costruire il sotto-gruppo

SH)={0ceS,:Vke{l,....n}\Hok)=k}

ovvero il sotto-gruppo delle permutazioni che agiscono (in modo non banale) al pitl sugli elementi
di H.

4Dove 'azione di S,, su se stesso & data dalla composizione.
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Nel seguito indicheremo con R; e C; i sotto-gruppi
LN
R, =[] 5(Ry)
i=1

1%
c =[] s
i=1

ovvero i sotto-gruppi fatti dalle permutazioni che agiscono rispettivamente riga per riga su e colonna
per colonna t.

6.3 Tabloid e relative rappresentazioni

Definizione 6.12. Due A-tableau ¢; e t2 si dicono equivalenti (per riga) se e solo se righe corri-
spondenti dei due tableau contengono gli stessi numeri (anche se permutati), ovvero se e solo se
per ogni ¢ < [(\) si ha che

{(tl)i,j:jz1,...,/\i}Z{(tg)i7j:j=1,...,/\i} .

Osservazione 6.13. E facile osservare che la relazione ~ definita sui A-tableau ¢ una relazione di
equivalenza.

Definizione 6.14. Un A-tabloid ¢ una classe di equivalenza di tableau per la relazione ~, in
generale per ogni tableau ¢ indicheremo con {t} la sua classe di equivalenza (il suo tabloid).

Osservazione 6.15. Dato che un tabloid é essenzialmente un tableau in cui si dimentica l'ordine
degli elementi delle righe, per rappresentare i tabloid si usano dei diagrammi in cui vengono
soppresse le colonne e gli elementi di ogni riga sono disposti in ordine crescente.

Ad esempio se t ¢ il tableau

Osservazione 6.16. Dalla definizione di ~ ¢ facile osservare che esiste una corrispondenza biunivoca
tra i A-tabloid e il seguente insieme di partizioni di {1,...,n}:

{(Ak)kl,...,Z(A)i Vk |Ag| = A, UAk =1{1,... 771}} :

k

Piu nel dettaglio per ogni tableau ¢ il suo tabloid puo essere rappresentato come la partizione
(Ag)k di {1,...,n} dove

Azz{twjg)\l} .
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Osservazione 6.17. L’azione di S, ¢ compatibile con la relazione ~, infatti se t e s sono due
A-tableau tali che t ~ s, ovvero per ogni i < [())

{tijig<Nit={sij:i< N}

allora si ha anche che, sempre per ogni i < I()),

{otig)rd<Xi}t={o(sij): i< A}

e quindi o(t) ~ o(s).
Da questo segue che 'azione di S, passa all’insieme dei A-tabloid T)\/ ~, ovvero che ¢ ben
definita I'azione

SnXT)\/N—>T)\/N
oft} = {ot} .

Come ben sappiamo questa azione induce una rappresentazione di permutazione, la C[Ty/ ~].
In particolare un conto mostra che la mappa di proiezione al quoziente

7T2T)\—>T)\/N

m(t) = {t}

€ un morfismo di azioni, ovvero

m(ot) = {ot} = ot} = om(t) .

Da questo fatto segue che la mappa indotta sulle rappresentazioni di permutazione

: C[1] — C[Ty/ ~]

ﬁ(vt) = V{4

3

da un morfismo di S,-rappresentazioni.
E facile vedere che I’azione su T/ ~ & transitiva, ma non libera, come conseguenza di questo
fatto abbiamo che la mappa

i:Sn—>T)\/N

i(o) = o{s}

¢ suriettiva ma non biettiva e in particolare essa fattorizza® a una mappa

i': S,/ Stab({s}) — T/ ~

5Per fatti ben noti sulle azioni di gruppo.
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dove

1(N)
Stab({s}) = Rs = [[ S(R:)
=1

ovvero ¢ il sottogruppo delle permutazioni che agiscono riga per riga sul tableau standard s.
Anche in questo caso i’ ¢ un morfismo di azioni di S,,, dove I’azione su S,,/ Stab({s}) e quella
ovvia di S, sui suoi laterali destri®, e si estende a un isomorfismo di S,-rappresentazioni

71 C[Sn/ Stab({s})] — C[T/ ~] .

Notazione. Nel seguito, per non appesantire troppo la notazione, per le rappresentazioni di permu-
tazione identificheremo gli elementi su cui S;, agisce e i corrispondenti vettori nella rappresentazione
di permutazione: se X € un insieme su cui S,, agisce C[X] ¢ la relativa rappresentazione allora use-
remo z sia per indicare un elemento di X sia per indicare il vettore v,. Nel caso (rispettivamente)
dei tableau, tabloid, elementi di S,, questo significhera che con t, {t} e o indicheremo sia i relativi
elementi negli insiemi Ty, T)\/ ~ e Sy, sia i vettori vy, V(p) € Vg

Inoltre poniamo

M, =C[Ty/ ~] .

6.4 Ordinamenti su partizioni e lemma di dominanza

Definizione 6.18. Date A, u 4 n si dice che A domina g (in simboli A = ) se Vi > 1 A\ +---4+X\; >
p1+ -+ pi. Questo € un ordinamento che chiamiamo raffinamento.

FEsempio 6.19. Per esempio EEB = ?

Osservazione 6.20. L’ordinamento sui diagrammi non ¢ totale: per esempio EBH e Ejj] non sono

comparabili.

Lemma 6.21 (di dominanza). Siano t e s tableau (non tabloid) di forma X\ e p rispettivamente.
Se per ogni i gli elementi della i-esima riga di t sono in colonne diverse di s allora A\ =< p.

Prima di passare alla dimostrazione del teorema facciamo alcune osservazioni preliminari che
ci serviranno.

Osservazione 6.22. Anzitutto possiamo osservare che per ogni o € Cy, ovvero una permutazione di
Sy che agisce colonna per colonna su s, il u-tableau os continua a verificare le ipotesi del teorema:
tutti gli elementi di una medesima riga di ¢ compaiono in colonne diverse di os. Questo perché
poste le uguaglianze

(Us)ik,jk = ti,k (per k< )\i)

per l'ipotesi su o sappiamo che

(08)ig.gi = 83l gk

50 sinistri a seconda delle definizioni.
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per un qualche ) < 4 , quindi

=tir (per k < \;)

Stk

e per le ipotesi del teorema i j; devono dunque essere distinti: dunque gli elementi (os) stanno

su colonne distinte di ot.

Uk

Osservazione 6.23. In particolare esiste una permutazione o € C; tale che gli elementi di ogni
colonna di os risultano essere ordinati rispetto all’indice di riga che hanno in ¢: poniamo che
it {1, oon) = {1, 0N} e gt {1, . ,n} — {1,...,I(N)} siano le funzioni che associano a
ogni k rispettivamente gli indici di riga e colonna di k in ¢, ovvero tali che

Lit (k). jt (k) = F

allora possiamo trovare una permutazione o € Cy tale che per ogni j < I(i') valga

i"((08)ig) < i'((08)i+1,) -

Per l'ipotesi del teorema, che elementi della medesima riga in ¢ compaiono in colonne distinte di
s (e quindi di os per losservazione precedente), segue che in ogni colonna di os non compaiono
due elementi di ¢ che stanno nella stessa riga in ¢, ovvero per ogni indice di colonna j e per ogni
coppia di indici di riga i1 e 79 abbiamo che

" ((08)i3) # 1" ((05)ia,g) -

Da questo segue che per la s le disuguaglianze viste precedentemente sono in realta strette

it((08)17j) < it((as)i-&-laj)

e quindi la mappa

i < =i ((08)ig)

¢ monotona strettamente crescente.

Passiamo ora alla dimostrazione del lemma 6.21

Dimostrazione del lemma 6.21. Siano t e s rispettivamente un A e p-tableau che rispettino le
ipotesi del teorema. Per le osservazioni 6.22 e 6.23 possiamo supporre che gli elementi di ogni
colonna di ¢ siano ordinati rispetto all’indice di riga che hanno in s, ovvero che per ogni j < ()
si abbia

i(sij) <i'(sip1) -

In questo caso abbiamo che per ogni (4, 7) € I, se (7, j') € I ¢ tale che

Sij = tirjr
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e quindi (s; ;) = ', per la monotonia della i*(s; ;) nell'indice i segue che i’ > i.
Riletta al contrario la disuguaglianza precedente ci dice che per ogni (i,7) € Iy se (7, ') € I,
e tale che

tij = sijr

allora i’ <i. Da questo segue che per ogni k < [(\) si deve avere 'inclusione di insiemi

{tijri<kj<XN}C{sijri<kj<p}

da cui segue la disuguaglianza tra le cardinalita

k k
Z)\k:|{ti,j5i§k7j§)\i}| < \{Si,jiiﬁk,jSMiH:ZMi
i=1 =1

che appunto prova che A < p. ]

Definizione 6.24. Dati A\, 4 n diremo che A < p nell’ordinamento lessicografico lex se per
qualche ¢ vale che A\; = u; per ogni j <ie \; < ;.

Osservazione 6.25. L’ordinamento lex € un ordinamento totale delle partizioni di n e si dimostra
facilmente che se A > p allora A > p. Quindi lex & un raffinamento del ordinamento di raffinamento.

6.5 Moduli di Specht, ovvero le rappresentazioni irriducibili di 5,

Definizione 6.26. Dato H C S,,, dove l'inclusione ¢ di sotto-insiemi (quindi H non deve neces-
sariamente essere un sotto-gruppo) allora denotiamo con

H™ =Y meC[S,
TeH

H™ = Z sgn(m)m € C[Sy]
meH

Nel caso in cui H = (Y, per un tableau ¢, poniamo

he=Cr = sen(g)g

geCt

Osservazione 6.27. Se le colonne di t sono (', ..., ), allora abbiamo che
kt:kcl—i_..'_'_k‘Cm

dove k¢, = S(C;)~.

1
415

Esempio 6.28. Preso il tableau t = 2 ‘ allora abbiamo che

ke = (e — (3,4))(e — (1,5)) = e — (3,4) — (1,5) + (1,5)(3,4) .
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Definizione 6.29. Sia t un tableau di forma \. Il politableau associato a t & 'oggetto e; = ki {t}
elemento di M, (che ricordiamo era lo spazio generato dai tabloid) .

Esempio 6.30. Con k: = (e — (3,4))(e — (1,5)) come nell’esempio precedente abbiamo che

ok, L 24
3 5
=120 eyl 2t a2 ieaas L2
3 5 3 5 3 5 3 5
_ 124 _ 123 _ 245 _ 135
3 5 4 5 1 3 2 4

Definizione 6.31. Per ogni A 4 n il modulo di Specht S\ ¢ il sotto-modulo di M) generato dagli
e; al variare di ¢ tra i tableau di forma .
Generalmente un S) viene identificato con il suo diagramma di Ferrer.

Osservazione 6.32 (Anticipazione). Guardando al tabloid ¢ possibile individuare la dimensione di
Sy, infatti questo numero ¢ pari al numero di modo di mettere i numeri dentro il tableau in modo

che siano crescenti su ogni riga e su ogni colonna.
n!

In realta vedremo che la medesima dimensione ¢ uguale a ————r—m— , dove
gli uncini del tableau

diremo nel seguito cosa sono gli uncini di tableau.
Lemma 6.33. Sia t un \-tableau con X 4n e sia w € S,, allora

1. si ha che Ry = mRym ™!

2. che Cpp = mCymr 1

3. che kﬂ—t = 7T]{7t71'_1

4. e che ey = mey.
Dimostrazione. 1. Abbiamo gia visto che all’osservazione 6.11 che per ogni sotto insieme H C

{1,...,n} il sotto-gruppo S(H) ¢ formato da tutte e solo quelle permutazioni che fissano

ogni elemento in H¢ = {1,...,n}\ H. Quindi abbiamo che
S(H) = (] Stab(h) .

heHe¢

Da fatti generali sulle azioni di gruppo sappiamo che

7 Stab(h)r ! = Stab(rh)

"Ricordiamo che k; & un elemento di C[S,] e che My & un C[S,]-modulo, quindi I'elemento k;{t} & ben definito
grazie all’azione di C[S,] su M.
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e quindi

I
7

Da questo, dato che per definizione R, =[] 1) S(R;), si ottiene

(M)
TR l=nm H S(R;)m !

=1

2. Il caso Cry = mCym ! & esattamente identico al precedente, basta solo scambiare gli R; con i
C;.

3. Un facile conto mostra che

kre = Z sgn(o)o

ceCrt

= Z sgn(o)o

oenCyr—1

= E sgn(ron Y wor !
—_——
O'ECt :sgn(a)

=7 Z sgn(o)or 1 = nkrt .
oeCy

4. Di nuovo un conto mostra la tesi:

Ert — kﬂt{ﬂ't}
= k1w {t}
= Wkt{t} = T€¢t .
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Proposizione 6.34. Dato un qualunque tableau t di forma A allora abbiamo che Sy = C[S,]e;
(ovvero Sy é un Sy-modulo ciclico).

Dimostrazione. Per il lemma precedente (punto 4) la tesi segue banalmente, infatti ricordiamo
che per definizione S) € la sotto rappresentazione generata dagli e; al variare di ¢ tra i A-tableau,
ovvero Sy = C[S,] (e;: t € T)\), ma se t & un A-tableau e ¢’ un altro A-tableau allora sappiamo che
esiste o € S, tale che t' = ot e quindi, per il lemma precedente, abbiamo che

€y = €5t = 0€¢ .

Quindi per ogni ¢ € T\ abbiamo che ey € C[S,]e; e dunque tutti i generatori di Sy stanno in
C[Sn]et, da questo segue che Sy C C[S,]e, Ialtra inclusione & ovvia e quindi C[Sy,]e; = Sy.
O
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Capitolo 7

Classificazione delle rappresentazioni
irriducibili di S5,, parte 1I:

Proprieta delle rappresentazioni dei

tabloid e irriducibilita dei moduli di

Specht

Lezione 7 (21/03/2015)

7.1 Alcune proprieta della rappresentazione dei tabloid

Osservazione T7.1. Per risultati noti di algebra lineare & possibile definire un (unico) prodotto
hermitiano definito positivo su M) tale che per ogni coppia di tabloid {t} e {s} valga

{th {s}) = 04}

dove § & la delta di Dirach che vale 1 quando {t} e {s} sono uguali, 0 altrimenti.'
Lemma 7.2 (del segno). Sia H < S,, (sotto-gruppo) allora
1. seme

mH™ = H m=sgn(r)H"

2. per ogni coppia u,v € My wvale che

(H u,v) = (u, H v)

3. se (b,c) € H é una trasposizione allora

H™ = k(id —(b, ¢))

con k € C[H]

'La buona definizione segue dal fatto che i {t} sono una base di M.
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4. set éun tableau con b,c sulla stessa riga del tabloid e (b,c) € H allora H™{t} = 0.

Dimostrazione. 1. Basta fare il conto esplicito e si vede che

= Z sgn(m) sgn(mwh)mwh

= Z sgn(7) sgn(h)h

herH

= sgn(m) Z sgn(h)h
heH
=sgn(m)H "~

dove la penultima uguaglianza segue dal fatto che mH = H, dato che H & un sottogruppo e
T e H.

In maniera del tutto analoga si vede che H™ 7 = sgn(m)H.

2. Possiamo anzitutto osservare che (—, —) ¢ Sy-invariante, ovvero che vale che

(g{t}, 9{s}) = ({t},{s})

per ogni g € Sy, t e s tableau. Per vederlo ricordiamo che

{th {s}) = 04}

e per ogni g € S, e ogni tabloid {¢} abbiamo che g{t} = {gt}, per cui

(9{t}, g{s}) = ({gt}. {gs}) = dgg}.1gs} -

E chiaro che se {t} = {s}, ovvero ({t}, {s}) = 1, allora

{9t} = g{t} = g{s} = {gs}

e quindi

(gt} 9{s}) = Oggty {95y =1 -

Viceversa se g{t} = g{s} allora abbiamo che

{t} =g 'g{t} =g '9{s} = {s}

e quindi se {t} # {s}, ovvero ({t},{s}) = 0, allora anche g{t} # g{s} e da questo segue che

(git}, 9{s}) = ggnr 4951 =0 -
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Rimettendo tutto assieme si ottiene che per tutti i tabloid, ovvero gli elementi di una base,
abbiamo che

(g{t} g{s}) = {t}, {s})

dato che la mappa (g—,g—) = (—, —) o (p(g) X p(g)) € un prodotto hermitiano che coincide
su una base con il prodotto hermitiano (—, —), questi due prodotti hermitiani devono essere
uguali, ovvero (g—,g—) = (—, —), da cui

(u, v) = (gu, gv)

per ogni u,v € My: quindi {—, —) & effettivamente S,, invariante.?

Ora per provare il nostro nostro claim, ovvero che (H ~u,v) = (u, H ™ v), basta fare il seguente
conto:

(H u,v) E sgn(m)mu, v)
7T€H

= Z (sgn(m)mu, v)

meH

= Z (u,sgn(m)m o) (questa vale per la S,-invarianza)

neH
= Z (u,sgn(rH)n 1) (dato che sgn(r) = sgn(r~1)))
meH
Z sgn(r~ Y o)
meH
= (u,H v) .

3. H = J;0;K dove i §; sono i rappresentanti delle classi laterali in S,,/K e K = {e, (b, ¢c)}.
Allora ogni elemento di H ¢ della forma 6; o 6;(b, c) e quindi

_:ngn( +ngn )0i(b, c)
:ngn(i i+Z—sgn ;)0:(b, c)

<ngn ) (b)) .

4. Per ipotesi (b,c){t} = {t}.

H™{t} = k(id —(b, ¢)){t} (per il punto 3)
_R({t}— (1) =0

O
2Un altro metodo di provare la Sp-invarianza & quella di osservare che essa & equivalente a dire che i g € S,, siano
rappresentati tramite applicazioni unitarie per il prodotto (—, —). Dato che i g € S,, permutano i tabloid, che sono

una base ortonormale di M}y, ne segue che, nella base dei tabloid, essi sono rappresentati da matrici di permutazione
e quindi da matrici unitarie per il prodotto hermitiano in questione.
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Corollario 7.3. Sia t un A-tableau e sia s un p-tableau, con A\, = n. Se k{s} # 0 allora A\ = p.
In particolare se ki{s} #0 e A\ = p allora ki{s} = +e; € S.

Dimostrazione. L’idea e di usare il lemma di dominanza per provare che A = pu.

Per fare questo dobbiamo far vedere che non esistono due elementi b, ¢ che stanno su una stessa
riga di s e contemporaneamente su una stessa colonna di ¢t. Se per assurdo cosi non fosse, allora
avremmo che (b, c){s} = {s} (visto che b e ¢ stanno sulla stessa riga di s) e contemporaneamente
(b,c) € Ct (se b e ¢ stanno sulla stessa colonna in ¢ allora (b,c) & una permutazione che agisce
colonna per colonna su t). Ma allora da una parte avremmo

ki = C; = k(id —(b, c)) (per il lemma del segno parte 3)
e quindi
ki{s} = 0 (per il punto 4 del lemma del segno).

Ma per ipotesi k{s} # 0, quindi non & possibile che due b e ¢ siffatti esistano. Questo ci dice che
se k{s} # 0 allora le ipotesi del lemma di dominanza sono verificate e quindi A > f.

In particolare se ki {s} # 0 e A\ = p allora esiste m € C, tale che {s} = m{t} (rimandiamo la
dimostrazione di questo fatto all’osservazione 7.4 che segue).

Facendo il conto

ke{s} = ke {t}
= Cy n{t}
= sgn(m)C, {t} (per la prima parte del lemma)
= sgn(m)k{t}

= sgn(m)es .

O

Osservazione 7.4. Di seguito diamo la dimostrazione del fatto enunciato prima: che se s e ¢ sono
due A-tableau tali che ki{s} # 0, e che quindi verificano le ipotesi del lemma di dominanza, allora
esiste m € C; tale che {s} = w{t}.

Prendiamo 7 € C}y permutazione che riordina gli elementi di ogni colonna di ¢ secondo I'indice
di riga che hanno in s, come fatto nella dimostrazione del lemma di dominanza.

Ricordiamo che tale 7 per costruzione garantiva che per ogni indice di riga ¢ gli elementi della
1-esima riga di s comparissero nelle prime i-righe di ¢, ovvero che

{817]j§>\2}g{(ﬂ-t)1/7]Zlgl,QSAZ,} ,

da questo segue che per i = 1 gli s; ; compaiono nella prima riga di ¢, e dato che sia s che ¢ sono
A-tableau, e quindi hanno prima riga di medesima lunghezza A1, ne segue che

{sijri<M}p={(mt): i< A} .
Se supponiamo che per i’ < i valga

{sojii <o} ={(mt)pj:j <A}
allora per la proprieta di 7t sappiamo che

{spjei <ij<xg}={(mt)p;:i <i,j<Xi}
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e quindi

{Si,j:jg)\i}:{si’,j:ilgiajg)\i’}\U{Si’,j3j§)\i’}

i<

= { (71'75)1‘/7]‘: 7;’ < i,j < Ai’ } \ U { (Wt)i/,ji j < )‘i’ }

i<

={(mt)ij:j< N} .

Per induzione segue che allora per ogni ¢ < I(\) si ha

{sijri<XN}t={(mt)ij:j <A}

cioe che s e 7t hanno gli stessi elementi su righe corrispondenti: cioe {s} = {nt} = 7{t}.

Osservazione 7.5. 11 corollario 7.3 ci mostra che anche per due tabloid {t} e {s} linearmente
indipendenti (ovvero distinti) puo capitare che una volta moltiplicati per k; smettano di essere
indipendenti. Ovvero le moltiplicazioni per k; non ¢ detto che siano iniettive.

Corollario 7.6. Seu € M, et é tabloid di forma p allora kiu & multiplo di e;.

Dimostrazione. Sia u =" ¢;{s;} con gli s; dei p-tableau e i ¢; coefficienti complessi. Allora

kiu = Z ciki{si} = e

dove v & un opportuno coefficiente complesso, eventualmente 0.
O

7.2 Teorema del sotto-modulo di Jones e decomposizione delle M)

Teorema 7.7 (del sotto-modulo di Jones). Sia U un sotto-modulo® di M, allora 0o S, C U o
U C(Su)*.

In particolare S, e irriducibile’.
Dimostrazione. Sia u € U e sia {t} un p-tabloid. Per il secondo corollario sappiamo che
kiu = ey

per un certo v € C.
A questo punto abbiamo due possibilitas:

e ecsistono u € U e t tableau tale che v # 0
e perogniu € U etsiha~vy=0equindi kyu = 0 sempre.

Nel primo caso abbiamo che kyu € U ma kyu = ~yves, con v € C invertibile, e quindi e¢; € U. Ma
allora dato che C[Sy]e; = S, questo ci dice che S, C U.
Nel secondo caso abbiamo che

(u, er) = (u, ke {t})
= (kwu, {t}) (per la parte 2 del lemma del segno)

= (0,{t}))=0.

Dunque u ¢ ortogonale a un insieme di generatori di S, i vari e;, e quindi U C (S“)l. O

3Ricordiamo che il termine sotto-modulo & usato come sinonimo di sotto-rappresentazione.
4Questo stesso teorema vale anche su campi in cui si possa definire una forma bilineare simile a un prodotto
hermitiano.

98



Osservazione 7.8. Noi sapevamo gia che le rappresentazioni irriducibili di S,, sono tante quante le
classi di coniugio di Sy, ovvero tanti quante le partizioni di {1,...,n}. Adesso sappiamo gia che
le S,,-rappresentazioni .S sono delle rappresentazioni irriducibili, se riuscissimo a far vedere che le
Sy sono a due a due non isomorfe, dato che che sono in biezione con le partizioni di {1,...,n}, da
questo potremmo concludere che esse sono tutte e sole le rappresentazioni irriducibili di .S,,.

Proposizione 7.9. Sia® 6 € homg, [Sx, M,] \ {0}, e quindi supponiamo che M, contenga una
copia di Sy, allora X = p e se X\ = p allora 0 = e per un certo v € C, dove €: Sy — M, = M), ¢
l’embedding canonico di Sy in M.

Dimostrazione. Sia 6 # 0 come da ipotesi. Allora 6(e;) # 0, per t un qualche A-tableau. Sfruttando
il fatto che My = S\ @ (S)*° possiamo estendere @ a un

0: M)y = S)\@(S)\)J' — M),

per esempio ponendo é|(s>\)L =0.
Quindi

dove gli s; sono dei p-tabloid. Osserviamo che ki{s;} # 0 almeno per qualche i e quindi per uno
dei corollari precedenti A = pu.
Se inoltre A =  allora per uno dei corollari sopra

O(er) = cer = ce(ey)

per un ¢ € C. Allora per ogni 7w € .S, abbiamo che

O(ext) = O(mey)
= mf(e;) (per proprieta di omomorfismo di S,-moduli)
= 7(cey)

= cmey = ceqp = ce(eny) .

Dato che al variare di m € S), gli e ci danno un insieme di generatori di S, ne segue che § = ce:
i due morfismi ce e 8 sono delle applicazioni lineari che coincidono su un insieme di generatori, gli

ext, € quindi coincidono su tutto S).
O

Osservazione 7.10. Ricordiamo che se A = p allora A > p. Dunque se Sy appare dentro M), allora
vale che A > p. Questo ci dice che dentro M), ci possono essere le copie degli M) per A > p.

Osservazione 7.11. La proposizione precedente ci dice che nel caso A = p allora M, puo contenere
solo una copia di Sy: poiché homg, [Sy, M,] € costituito dagli omomorfismi della forma ce, al
variare di ¢ € C, e quindi ha dimensione 1, tale dimensione ¢ uguale a (Xs,,Xxz,) che ¢ appunto
il numero di componenti isomorfe a S che compaiono in una decomposizione di M.

5Di nuovo puntualizziamo che lavoriamo su campo C.
SL’ortogonale & rispetto al prodotto hermitiano definito sui tabloid a inizio capitolo.
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Teorema 7.12. I moduli di Specht Sy al variare di X fra le partizioni di n, formano una lista di
moduli irriducibili per Sy, o due a due non isomorfi.

Dimostrazione. Basta solo dimostrare che se A # p allora Sy 2 S,. Se S\, = S, allora esiste-
rebbe un # € homg, [Sy, M,] non nullo e quindi A > p. Ma simmetricamente si avrebbe che
homg,, [S,,, M)] contiene il suo omomorfismo analogo al 6 e quindi x> A, da cui g = .

O

Teorema 7.13. Gli Sy sono tutte e sole le rappresentazioni irriducibili di Sy,.

Dimostrazione. Segue banalmente dal teorema precedente e dall’osservazione 7.8.

Corollario 7.14. Da quanto fin qui detto seque che

]\4,u = @k)\wg)\

A=

con ky, = 1.

Dimostrazione. Dal teorema 7.13 sappiamo che M, deve decomporsi come somma degli S}, inoltre
per la proposizione 7.9 sappiamo che gli unici Sy che possono comparire in M), sono quelli per cui
A > p. Inoltre se A = p sappiamo anche che k,, , = dimhomg, [S,, M,] = 1.

O

Osservazione 7.15 (Curiosita). I numeri k), come nel corollario sopra sono dei numeri famosi
chiamati Kostka numbers.

Osservazione 7.16. Osserviamo che B:ED > EB] e quindi uno potrebbe chiedersi come si spezza

M

Abbiamo che
M H — Hﬂ}?@:ﬂjﬂmﬂj

dove i pezzi a sinistra possono essere solo B:ED e [IT111 perché sono le uniche partizioni che possono
dominare EEP
A questo riempiendo il diagramma EEP come segue

1

Y

abbiamo che numero di copie delle altre rappresentazioni sono i modi di mettere gli 1 e 2 che
compaiono nel riempimento di sopra nei diagrammi delle altre partizioni in modo tale da preservare
l'ordine (la dimostrazione di questo fatto la vedremo nel seguito, per ora chiediamo al lettore di
fidarsi).

Questo essenzialmente ci da il modo i trovare i ky .
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7.3 Caratterizzazione alternativa delle rappresentazioni irriduci-
bili di S,

E possibile dare una diversa caratterizzazione degli S,,-moduli irriducibili come sotto-rappresentazioni
di C[S,]. Questo non & una sorpresa infatti da quanto visto nel capitolo 3, e grazie al fatto che gli
S sono tutte e sole le rappresentazioni irriducibili, sappiamo che

n] _ @S;\iiméb\ .

An

Nello specifico abbiamo per ogni A 4 n e ogni A-tableau ¢ la sotto-rappresentazione

Vi = C[Sn] R Cy S C[Sy] -

E possibile provare che V; 2 Sy e che quindi i V; non dipendono dalla scelta del A-tableau ma solo
dalla partizione scelta A e per questo useremo V) al posto di V; (visto che la rappresentazione ¢ la
stessa a meno di isomorfismo).

In verita quello che possiamo far vedere & che vale 'isomorfismo V; = C[S,| R C;” = C[S,]C; Ri+.

In questo modo risultera molto piu semplice far vedere che effettivamente V; = S.

Osserviamo che esiste un ovvio omomorfismo di S,,-rappresentazioni’

1 M)\—>C[

Al
1
i({t} {;

Dato che per ogni A-tableau ¢ abbiamo che {t} = Rtt8 vale anche che

i({t}) = ‘R‘ > ot

oER:

Non ¢ difficile vedere che il morfismo i ¢ iniettivo, infatti ha un inverso sinistro dato dal ben noto
T (C[T)J — M A
m(t) ={t},

la verifica che moi = 1,7, ¢ data dal seguente conto:

!{}\ 2.1

t'e{t}

I{}\ 2.

t'e{t}

= iy 2 )

t'e{t}

12}
0 2 1=y =1

moi({t}) ==

"La prova che sia un morfismo di S,-rappresentazioni & un facile conto, analogo ai tanti visti fin qui.
80Ovvero che {t} & 'orbita di ¢t dell’azione di R;, sotto-gruppo di S,,.
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che prova che I'uguaglianza tra woi e id, sussiste per i vettori della forma {t}, per ¢ un A-tableau,
ovviamente 1'uguaglianza estende a tutto lo spazio M) visto che i {t} formano una base di M).
Ricordiamo che per ogni partizione A abbiamo un isomorfismo di S,,-rappresentazioni

j: C[S,] — C[T}]
j(o) =08y .

Tramite questo isomorfismo possiamo passare il morfismo i: My — C[T}] a un morfismo i’ = j~!oi.

Con dei conti si vede che

i M)\ — (C[Sn]
1
{t}) =157 > o
‘Rt| og€ER:
S Z o|rm=—Rm
Bl \ =7, | By

dove m € S,, € 'unica permutazione tale che ws) = t.
Dalla restrizione di 7’ a Sy otteniamo il morfismo iniettivo

’L',|5A : S)\ — (C[Sn]

tale morfismo manda un generatore e; in

i'(er) =1 (ke{t})
=i (G {t})
= C; 7' ({t})(questo perché i’ ¢ morfismo di C[S,,]-moduli)
=C, R/

e quindi da questo si ottiene che

S = C[Shle; = C[S,]C; Ry .

A questo punto usando Iisomorfismo (— - 7~!) dato da

— (77 Y: C[S,] — C[S,]
—(m (g =g 7t

otteniamo che

1

C[Sn|C R .

IE]

(_
S 2 C[S,]|C; R«

Questo ci permette di caratterizzare gli Sy come i sotto-moduli di C[S,,] generati dagli elementi
della forma C; R; . In seguito vedremo che C[S,]C; R} = C[S,|R; C; che ci dara I'isomorfismo
cercato Sy = V).
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Esercizio 7.17. Data A 4 n sia X’ la partizione ottenuta per riflessione lungo la diagonale (esempio
A =[x allora N = 7).

Allora dimostrare che SN = S N ®E (tensore con la segno). Ovvero V) ®E = V.
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Capitolo 8

Alcuni esercizi e funzioni simmetriche
Lezione 8 (31/03/2016)

8.1 Soluzione ad alcuni esercizi

In questa sezione risolveremo alcuni esercizi che ci permettono in qualche modo di chiudere alcuni
dei fatti detti, ma non dimostrati, nel precedente capitolo.

Esercizio 8.1. 1l modulo Vy = C[S,]R}C; & isomorfo al modulo C[S,]C; R} e quindi a Sj.

Soluzione. Consideriamo le mappe

.~ _.pt
Va = C[S.Cr R — S5 S, RS ¢ — 14 C[S,)Cp R

le cui composizioni danno

e O RS —
ClS.JC R S s o Ry

L’idea & di far vedere che le mappe — - C; e — - R; sono due isomorfismi, per far vedere questo
faremo vedere che le due composte

(= Rf)o(=-C)=(—RCy)
(= C)o(=Rf)=(—CyRf)

sono due isomorfismi.

Dato che C[S,]C; R ¢ un S,-modulo irriducibile (in quanto isomorfo a Sy) sappiamo che
I'omomorfismo — - C;” R} & in realta uguale a Aid per un certo A € C. Da questo, applicando
— - C; R a C] R} stesso, si ottiene 'uguaglianza

C;yRICy R = \C; R/ .
A questo punto possiamo considerare la mappa C-lineare seguente

i: C[S,] — C[S,]
i(o) =01,
definita sulla base ed estesa per linearita. Un conto ci mostra che

i(Cy Rf) = RfCy i(Cy RFCy R) = RFCyRfCY
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ma d’altra parte noi sappiamo che C; R;L C; Rf = \Cy Rf e quindi
RfCy RS Cy =i(Cy Ry Cy RY)
=i(AC; R
= AR/ C; .

Da questo segue facilmente che anche la mappa

+o— —CC RS +—
ClSn|RfC; =57 C[S.R/ C;

¢ uguale alla \id, in quanto per ogni elemento della forma nR; C;”, con n € C[S,], viene mandato
in A(nR;"C;).

A questo punto ci basta far vedere che X sia diverso da 0 per concludere: infatti se A # 0 allora
questo implica che

(—‘Cf)oi(—'RQL):%(_'RQLC;):id

e che
1 1

SR o(—-C7) = (- G R =id,

che prova che (— - C;): C[S,]C; R — C[S,]R;C; & un isomorfismo, in quanto ha un inversa.
Consideriamo ancora la mappa (— - C; R;"): C[S,] — C[S,]. Per ogni elemento o € S, e
quindi per ogni vettore della base canonica di C[S,,], abbiamo che

(= Cy R)(0) = oCy RS

=> > sen(q)ogp .

qeCt pERy
A questo punto calcoliamo la traccia dell’applicazione che &

tr(—-C;y Rf) =Y (0,0C; R)
oES)

=Y > > sen(q) (o, 0p)

€Sy pER: qeCt

= > ) sen(q)

o€Sn gp=id

dove I'ultima uguaglianza segue dal fatto che (o,7) # 0 se e solo se ¢ = 7' e (0,0) = 1. Dato
che R; N Cy = (id) ne segue che 'unica coppia (p,q) € R, x C; tale che gp = id e proprio data da
p = g = id. Da questo segue che

tr(—-CyRf)= > sgn(id) =n! .
O'GSn

A questo punto osserviamo che la nostra mappa ha immagine il sotto S,-modulo C[S,|C,;” R;"
e inoltre per ogni n € C[S,] abbiamo gia visto che

(- C; RN (nCy RY) = nCy RFCy Rf = MCy Ry

!Questo & I'unico prodotto scalare standard (non hermitiano attenzione) definito su C[S,] dalla base Sp,.
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da questo possiamo osservare che prendendo una base vy, ..., v, di C[S,] in cui i primi r vettori
sono una base di C[S,]C; R; e i restanti una base di ker(— - C; R;"), la matrice che rappresenti
la (— - C; R/) in questa base & della forma

Aid, 0
0o 0)°7

ovvero ¢ una matrice di proiezione a sotto-spazio, la cui traccia ¢ uguale a A\r = Adim C[S,,|C; Rj .
Ma abbiamo gia visto che la traccia dell’applicazione € pari a n! e quindi

Adim C[S,,|C; R = n!
n!

A= :
dim C[S,,]C; R,

possiamo dividere per dim C[S,,|C; R;F poiché abbiamo a che fare con una rappresentazione irri-

ducibile, quindi di dimensione non nulla. Questo ci dice che A # 0 e per gli argomenti detti prima

ne segue che (— - C; ) ha un inversa, quindi ¢ un isomorfismo di S,-moduli. O]
Un altro esercizio importante ¢ il teorema di Maschke anche per campi generici.

Teorema 8.2 (di Maschke). Sia G gruppo finito di ordine n e K sia una campo con charK { n.
Allora ogni K-rappresentazione di G si spezza in somma diretta di irriducibili.

Dimostrazione. Per induzione. Il punto importante: data una rappresentazione V' e una sua sotto-
rappresentazione U allora esiste un’altra sotto-rappresentazione complementare a U, diciamo U’,
tale che VU @ U'.

Prendiamo una mappa di proiezione 7w: V' — U e facciamone la media ovvero consideriamo la
@: V — U definita come

%@Zzgw

geG

che come ben sappiamo ¢ un omomorfismo di G-rappresentazioni, ovvero ¢ € homg[V,U] =
hom[V, U]%2,

Adesso facciamo vedere che ¢ € una proiezione su U (ovvero che fissa gli elementi di U: per
ogni v € U C V allora abbiamo che

plu) = — 3 (gm)(w)

geG

= % > gn(g™ )

= % > 99 'u
g9
1

—nu =1u .
n

Da questo segue che e possibile dare la decomposizione V =4 U @ ker . ]

Osservazione 8.3. Nel teorema precedente ci serviva l'ipotesi char K { |G| per garantire I’esistenza
dello scalare % in K: senza quell’ipotesi non si sarebbe potuta ottenere la proiezione G-invariante
e quindi la dimostrazione non avrebbe potuto funzionare.

2Ricordiamo che abbiamo gia fatto vedere che homg[V,U] = hom[V,U]%, ovvero che gli omomorfismi di
G-rappresentazioni sono tutti e soli i punti fissi dell’azione di G su homg[V, U] = hom[V, U].
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8.2 Funzioni simmetriche

Abbiamo fatto la classificazione delle rappresentazioni irriducibili di S,. Questo ci potrebbe far
pensare che abbiamo finito lo studio delle rappresentazioni di S, ma in realta la questione non
¢ cosi semplice: conoscere tutte le rappresentazioni irriducibili non ci da una conoscenza di tutte
le possibili rappresentazioni di .S, per fare questo ci servirebbe la conoscenza di come si possano
riscrivere tutte le possibili operazioni sulle rappresentazioni (— ® —, —*, Sym¥, e cosi via) in
termini di somme dirette. Per esempio date due rappresentazioni (con relative decomposizioni in
componenti irriducibili) V = @,V e W = ®D; W;j ci chiediamo quali siano le decomposizioni
delle rappresentazioni V' ® W, homg[V, W], V* etc. Con quanto visto fin ora non siamo ancora in
grado di rispondere a questo quesito.

Per approcciare questo problema esistono diverse soluzioni, una di queste fa uso di tableau e
tabloid per descrivere tutti le possibili rappresentazioni di .S,,. Tuttavia nel seguito sceglieremo
un’altra strada che ci portera a conoscere lo strumento delle funzioni simmetriche.

Osservazione 8.4. Cominciamo con 'osservare che esiste un ovvia azione di 5, sull’insieme dei
n

polinomi Z[X1,...,X,], piu in generale ¢’¢ un azione su R[X1,...,X,] per ogni anello R. Tale

azione e definita dall’applicazione

S X ZIX1, .., Xn] — Z[X1, ..., X0]
op(Xi1,..., Xn) =p(Xo1,. -, Xon) -

Questa azione ¢ essenzialmente I'unica mappa che ad ogni ¢ € S,, associa I’'unico omomorfismo
di anelli

lo: Z[X1, ..., Xp] — Z[X1,. .., Xn]
la(Xi) - Xcm'

ovvero 'omomorfismo che valuta ogni variabile X; nella variabile X, ;).
La verifica che questa sia effettivamente un’azione ¢ un facile conto.

Definizione 8.5. Un polinomio p(x) € Z[ X}, ..., X,] si dice simmetrico se per ogni o € S,, si ha
che

op(X) = p(oX) = p(X) .

L’insieme dei polinomi simmetrici (in n-variabili) ¢ denotato con A, ed ¢ un sotto-anello di

Z[X1,..., X,

Osservazione 8.6. L’anello A, ha la struttura di un anello graduato

D
k=0

Ay

I

la cui k-esima componente graduata ¢ data dal sotto-gruppo A¥ C A,, formato da tutti i polinomi
simmetrici omogenei di grado k. Per I'esattezza con questa struttura A,, & un sotto-anello graduato
di Z[Xy,..., X,
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Dimostrazione. Chiaramente A, D > 3%, AF e facilmente si vede che Ak N AL = (0) per k # L.
Quello che resta da provare che & che A, C >, AF.
Sappiamo che ogni polinomio p € Z[ X}, ..., X,] ammette una decomposizione

P=) Dk
k

dove ogni p; € un polinomio omogeneo di grado k. Per concludere ci basta provare che se p € A,
allora pi € AX per ogni k > 0. Sia o € S, allora sappiamo per ipotesi che op = p e quindi

Zapk = Zpk
k k

dove ogni op € omogeneo di grado k. Per 'unicita della decomposizione omogenea ne segue che
si deve avere

OPk = Pk

per ogni k > 0, che appunto prova che i p sono polinomi simmetrici, oltre che omogenei di grado
k, e quindi pp € A¥ per ogni k.
O

Definizione 8.7. Chiameremo serie di composizione ogni sequenza « = (ay,)n>0 di naturali con
un numero finito di componenti non nulle.® Per ogni « siffatto poniamo () = max{k: oy, # 0} e
la| = >, an. Sipuo osservare che [(—) e |—| appena definiti estendono le corrispondenti operazioni
definite per le partizioni: chiaramente ogni partizione € una serie di composizione.

Notazione. Per ogni n € Ny e « tale che [(«) = n indichiamo con X il polinomio

o
X“:HX%.
n=1

Osserviamo che questa definizione & buona poiché per ogni k > n, per definizione di I(«), si ha che
ar =0 e quindi X = 1.

Osservazione 8.8. Facciamo notare che per ogni monomio X si ha che

n
o a;
o X% = H oX;
i=1

n
— (677
=1x5
=1

n
=[x = xo
. .
j=1

Definizione 8.9. Data A 4 n, e quindi [(\) < n, definiamo

m\(X1,..., X)) = > X°
a€NSy,

30 equivalentemente una sequenza definitivamente nulla.
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dove \S,, = {()\U(n))n: o € S,} & lorbita dell’azione destra di S, sull'insieme delle sequenze
a = (ag), tali che I(a) < n.

Osservazione 8.10. Iniziamo a osservare che gli @ € AS,, sono tutte sequenze che hanno /(a) < n.
Inoltre gli « che stanno AS,,, non sono in biezione con le permutazioni di S,, a meno che A non sia
strettamente decrescente: questo perché se A non ¢ strettamente monotona in generale esistono
delle permutazioni che fissano A stesso e quindi ci sono permutazioni di S,, a cui corrispondono
stessi elementi di \S),.”

Questo vuol dire che i monomi che appaiono in mg\n) non sono necessariamente n!.

Esempio 8.11. Per n =3 e A = (1,1,0,0,...) abbiamo mg\s) = x1x9 + 2123 + Tox3, per n = 4 e
A=(2,0,0,...) abbiamo mg\4) =2? + 23 + 23 + 23

Proposizione 8.12. L’insieme { m&n) }l(A)< ¢ una base di A,, (come gruppo abeliano), piu nello
<n

specifico {mg\n) }Z(A)gnw:k ¢ una base di AF.

Dimostrazione. Cominciamo con il provare che {mf\n): I(A) <n, |\ = k} ¢ una base di A%, Sia

dunque p € A¥ allora sappiamo che esiste una scrittura unica della forma

p= Z CaX®

o=k, l(c) <k

dove (co)a € @l(a)gn,m\:k Z. Per ogni o € S, abbiamo che

op = Z Cao X

lal=kl(a)<n

= Z ca X

laf=k.\(a)<n

= Z Cac X ™ .

laf|=k,l(a)<n

inoltre grazie al fatto che p & simmetrico abbiamo che op = p e quindi, sfruttando il fatto che gli
X sono una base di Z[X1, ..., X,] (come gruppo abeliano), abbiamo che

Ca = Cao

per ogni ¢ € S,,. Questo ci dice che per ogni coppia di a e § serie di composizione se 8 = ao
allora ¢, = cg.

*Implicitamente identifichiamo ogni ¢ € S, con la permutazione estesa &: Ng — No definita come &(i) = (i)
per : <n e &(i) =i per gli altri 3.
®Questo ¢ dovuto al ben noto fatto che |[AS,| = |Sn|/| Stab(\)| e che se Stab()) # {id} allora |[AS,| # |Sxl-
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Per concludere osserviamo che per ogni « tale che l[(a) < n e |a] = k esiste ed & unica la
partizione A, tale che [(\y) < n, |Ao| = k € @« = Ao per qualche o € S,,. Con questo abbiamo che

b= YT ax

Ak, L(A)<n a€AS,,

- Y Y ex

Mk, L(\)<n a€AS,

:ZCAZXO‘

Ak I(AN)<n  a€AXn

= Z C}\mg\n)

Ak (N <n

che prova che p € <mg\n)>\>\|=k,l(>\)§n'

Per provare 'unicita della decomposizione basta osservare che se

p= Z dAmg\n)
I\ <n,|\|=k

allora si dovrebbe avere

Sami =33 axe
A

A a€EAS,

XY e

A a€elS,

XY e

A a€EAS,

da cui segue subito che dy = ¢y per I'indipendenza lineare degli X<.
Questo prova che gli { mg\n) }/\—ik; sono una base di A*. Dato che A,, ¢ somma diretta dei A*

ne segue che { mg\n) }Z(A) ¢ una base di A,. O

<n

Osservazione 8.13. Se m > n allora abbiamo un’ovvia mappa

Pmn: L[ X1, ..., Xp] — Z[ X1, ..., X;)]
X, = X;sei1<n
X, — 0 altrimenti.

Osservazione 8.14. Le py,,, sono omogenee: per ogni grado k e per monomio X, con « tale
che l(a) < m e |a| = k, abbiamo che pp, ,(X%) = 0, se compare una X; con ¢ > n, altrimenti
Pmn(X%) = X%, in entrambi i casi abbiamo py, ,(X) € Z[X1, ..., X,]x;° dato che gli X* cosi fatti
sono una base del gruppo dei polinomi omogenei di grado k& questo ci permette di concludere che

effettivamente le p,, , mandano componenti omogenee di Z[X1, ..., X,,]| in componenti omogenee
di Z[X1,. .., X,).
5Con Z|X1, ..., X,s]k indichiamo il sotto-gruppo dei polinomi omogenei di grado k.
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Osservazione 8.15. Le py, ,, restringono a delle py, n: Ay, — Ay, per verificarlo basta un semplice
conto: per p € Ay, e per o € S, allora

Tpmn(P(X1,..., Xm)) =op(X1,...,Xy,0,...,0)
=p(Xo1y-+y Xon,0,...,0)
= P (P(Xo1,s -, Xons Xng1, -, X))
= pmn(oD(X1s -+ s X)) = pmn(P(X1, o, X)) -

Osservazione 8.16. Dato che le p;, , sono mappe omogenee esse restringono a delle mappe
k k k
pm,n : Am % ATL *

Posto &k < n < m, per ogni A con |A| = k si ha che [(\) < |A\| = k£ < n, quindi in tal caso,

facendo un po’ di conti sulla base { mg\m): A }, si riesce a vedere che pﬁ%n € un isomorfismo.

Definizione 8.17. Fissato k abbiamo il seguente diagramma di moduli

Ak Iplf,2 Ak Ip§,2 Ak , Ak. f)'lrchtl,n Ak
1\ 2\ 3\ PR n\ TL+1<;"'

Allora chiamiamo A il limite inverso del diagramma sopra: AF = I&nAfL

Osservazione 8.18. In verita le pp,n: Z[X1,...,Xm] — Z[X1, ..., X,], tra gli anelli polinomiali,
sono anche esse restrizioni degli omomorfismi

Pmn: L[ X1, ..., X)) — Z[[ X4, ..., X4]
Pman(s(X1, ..., Xm)) =s(X1,...,X,,0,...,0)

definiti tra anelli di serie formali in piu variabili. Anche in questo caso otteniamo un sistema
inverso

Pn,n—1

Z[X1]] <2 Z[[X1, Xa]] Z[ X1, Xo]) &5 ZX, o K] e

e quindi un limite inverso lim Z][Xq,. .., X,]]
Un generico elemento p = (pp)n € lim Z[[Xy, ..., X,]] ¢ tale che per ogni n > 1 si abbia

pn+1(X17 ce. 7Xn70) :pn(Xh <. 7X7L) )

e quindi si deve avere

pn—f—l(Xh sy Xn-l—l) = pn(Xh ey Xn) + Xn+1hn+1(X17 e 7Xn+1) y

per un unico hp+1 € Z[[X1,...,X,+1]]. Da quanto detto segue che una sequenza coerente (p,)n
(ovvero un elemento di Hm Z[[X1,...,X,]] deve essere nella forma

i=1

per degli opportuni h; € Z[[X1,...,X;]| e un hy € Z che sono univocamente determinati dai p,.
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Prima procedere ulteriormente diamo un’osservazione

Osservazione 8.19. Esiste il seguente omomorfismo”

lim: Jim Z[[X1, ..., X)) — Z[[Xn: 7 € No|

=1 i=1

La cosa interessante ¢ che questo ¢ in realtad un isomorfismo: non ¢ difficile vedere che ker lim = (0),
e che quindi lim sia iniettivo, per provare la suriettivita basta osservare che per ogni h € Z[[X,,: n €
No]] la successione (hp)n € [],, Z[[X1, ..., X,]] definita da

ho = h(X1,...,Xn,0,...)

¢ coerente e che lim((hy)) = h.

Osservazione 8.20. Abbiamo il seguente diagramma commutativo di omomorfismi di gruppi abe-
liani

AR« Ak

Pn+1,n n+1 Pn+2,n+1 n+2

I [

An+1 Prt2.nt1 An+2

l [

Xl e ZIX0, e Xat) s 2K Xnga)

Pn+1,n

N Z[[Xl,,XnH m Z[[X17---;Xn+1” Z[[Xl,...,Xn+2]] < ...

A~

Pn+1,n

C—— Z[Xy,

— . <—):><—)3>??,

«—
Pn+2,n+1

in cui i morfismi verticali sono le naturali immersioni. Da questo diagramma otteniamo la seguente
sequenza di immersioni

lim

lim A% —— lim A, —— lm Z[Xy,..., X,] —— lim Z[Xi,...,X,]] —— Z[[X,: n € No]]

dove 'ultimo omomorfismo ¢ I'isomorfismo lim dell’osservazione 8.19.
In questo modo ogni pk’ e Ak puo essere unicamente rappresentato come una serie formale.
Nello specifico se p* = (p¥) con

n
ph=ho+ Y Xihi(X1,...,X;) |
=1

dove gli h; sono tutti omogenei di grado k — 1, allora

i(p*) = ho+ > Xih

i=1

"Qui di seguito con Z[[X,, : No]] indichiamo I’anello delle serie di potenze nelle variabili {X,: n > 0} e nella defini-
zione di lim usiamo la caratterizzazione delle successioni coerenti in @1” Z[[X4,. .., X,]] come visto nell’osservazione
8.18.
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e quindi ogni p* corrisponde un unica serie di potenze composta usando solo monomi di grado k,
qualcosa che potremmo chiamare una serie omogenea di grado k.

Definizione 8.21. Chiameremo anello delle funzioni simmetriche I'anello graduato A = @, A*,
con la struttura di gruppo additivo, data da quella di somma diretta, e la moltiplicazione (graduata)
ovvia:

AF AT — AR

(pn)n : (Qn)n = (ann)n

Per vedere che questa moltiplicazione € ben definita possiamo cominciare con ’osservare che dato
che p, e g, sono polinomi omogenei di grado k e [ nelle variabili X1,..., X, il loro prodotto p,q, €
un polinomio omogeneo di grado k41 nelle variabili X, ..., X,,. Per concludere possiamo osservare
che poiché ogni py41, € un omomorfismo

anrl,n(anrIQnJrl) = Pn+1,n(pn+1)Pn+1,n(Qn+1)
= Pnqn

che appunto prova che la sequenza (p,qy,), © una sequenza coerente e quindi un elemento di A¥*,

Osservazione 8.22. Usando le immersioni dei A* in Z[[X,: n € Ng]] non ¢ difficile osservare che
essi estendono a un omomorfismo

i A:EBAk — Z[[Xp: n € Ny
k

n

i) p®) =3 i(p*)
k=0

k=0

dove ogni p*) € A¥F viene mandato in una serie formale della forma

ip*) = )" caX™.

la|=k

Non ¢ difficile vedere che questo ¢ quasi un omomorfismo di anelli graduati,® dove la gradazione
di A & quella data dalla decomposizione nei A¥ mentre quella di Z[[X,,: n € Ng|] & quella data dai
gradi dei monomi che compongono le serie formali: data una serie s =) ¢, X* la sua componente
omogenea di grado k ¢ la serie formale Z| al=k CaX ™.

Se identifichiamo gli elementi di A con le loro serie formali tramite 'immersione i possiamo
osservare che per ogni p € A corrisponde a una serie formale in cui i monomi che compaiono devono
avere grado limitato, cioe solo della forma Z| al=k co X . Ovviamente esistono infinite « tali

che |a| = k, per esempio per k = 1 abbiamo le (a');cn, definite come

i lsen=1
an = . .
0 altrimenti.

8Non & proprio un omomorfismo di anelli graduati perché Z[[X,,: n € No]] non & somma-diretta delle sue com-
ponenti omogenee ma un prodotto: un generico elemento ¢ una somma infinita di serie di monomi di grado di
fissato.
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Questo esempio ci mostra che le ) ¢, X* corrispondenti a elementi di A non si riducono mai a
somme finite.”

(n)

Osservazione 8.23. Ricordiamo che avevamo visto che per ogni n € N i polinomi m; ~, al variare
di A tra le partizioni di lunghezza n (ovvero tali che I(\) < n), formavano una base di A¥. Un
conto ci mostra che per ogni n € N e i A come sopra vale anche che

prpin(mit) = m{ .

Da questo segue che la sequenza (mg\n))n & coerente e quindi ci da un elemento di A*.

Non e difficile vedere che gli my = (mg\n))n, al variare di A tra tutte le possibili partizioni,

formano una base di A. In particolare gli my, con |A\| = k formano una base di A¥.'0

Dimostrazione. Per dimostrare il risultato cominciamo con 1’osservare che per ogni n > k i morfismi
Prtin: AR — AF sono biettivi e quindi isomorfismi. Sappiamo gia che i (mg\n))n ei (m(A"Jr ))

con |A| = k, sono una base rispettivamente di A¥ e A¥ 11, inoltre sappiamo anche che

ny

Pn+1n (mg\n-H) ) = mg\n)

da cui segue che pj, 11, manda in modo biunivoco una base di A}, in una base di A7 e quindi ¢
un isomorfismo. A partire da questo, grazie a dei risultati generali sui limiti inversi, ne segue che
le mappe di proiezione canonica

Tn: AF — AF

sono degli isomorfismi per n > k.

Usando il fatto che per ogni A tale che |A| = k si ha che 7p(m)y) = mg\k), che i mg\k) sono una
base di Ai e che i 7 sono isomorfismi ne segue i my sono una base di A¥, in quanto immagine
inversa di una base di A’,j tramite un isomorfismo.

Dal fatto che i (my)|x=x sono una base di AF per ogni k segue che i (my), sono una base di
A =@, Ak

O

Definizione 8.24. Per ogni r,n € N con n > r definiamo la seguente famiglia di polinomi
simmetrici:

(n) _ (1)
Er T = MN=(1,1,1,..,1,0,0,0,...)

dove [A| =1(A) =r. Gli ™ ovviamente ci danno una famiglia coerente e, = (e&n))n ovvero delle

funzioni simmetriche (elementi di A), tali e, prendono il nome funzioni simmetriche elementari.
Osservazione 8.25. Gli 67(»”) compaiono naturalmente come coefficienti dei polinomi p(X) = (X —
1) ... (X —,): in dettaglio abbiamo

p(X) = Xn+€£LTi)1(71a"' 77n)Xn_1 + - +eén)(’}/1,,’7n) .

Definizione 8.26. Esiste un importante elemento di A[[t]] che ¢ dato da E(t) = > cyert".

9Non diamo una dimostrazione di questo fatto, che per quanto interessante non ci servira nel seguito. Il lettore
desideroso & comunque invitato a provare questo risultato per prendere famigliarita con questa rappresentazione
delle funzioni simmetriche.

10Per base si intende come gruppo abeliano.
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Osservazione 8.27. Prima di proseguire facciamo una piccola digressione.

Abbiamo visto che esiste un isomorfismo lim: lim Z[[Xy,...,X,]] = Z[[Xn: n € No|| che
ad ogni successione (sp)n € [[,, Z[[X1,...,X,]] di serie formali coerente associa il suo limite in
Z[[ Xy : n € Np], tale isomorfismo da un operazione di limite anche sulle serie formali a coefficienti
in Z[[X,,: n € Nyl|: data una successione (S,) € Z[[X,,: n € Nyl|[t], dove possiamo porre

r=0

tali che per ogni r fissato le successioni (c,(nn))n € [L,Z[[X1,...,X,]] siano coerenti, possiamo

definire il limite della successione (S,) come quella S € Z[[X,,: n € Ny||[t] definita da

S = Z(lim e

Non é difficile vedere che quando gli (c,(ﬂ"))n € [, Ay allora si ha lim S,, € A[[t]].
Proposizione 8.28. Vale che E(t) = [[;2,(1+ X;t), dove [[;2, é loperatore lim,, [ [, che fa il
ltimite dei prodotti parziali.

Dimostrazione. Consideriamo la sequenza (][}, (14+X;t)), che vive nell’anello Z[[ X, : n € No]][[t]].

Possiamo osservare che per ogni n fissato

n

H(l -+ Xlt) = i Z )(Z‘1 .. .X“tr

i=1 r=1141<-<ir

_ Z egn)tr

Quindi la successione S, definita da

n
So =[]+ Xit)
i=1
da una sequenza coerente di serie formali in Z[[X,,: n € No]|[[t]] e quindi effettivamente ammette
un limite.
Dalla definizione del limite segue che

o0 n
[+ Xat) =tim [ [ (1 + Xit)
i=1 =1
= li;Ln Z el
'
=> et’ =E(t),
.
come volevamo dimostrare. O
Definizione 8.29. Per ogni partizione A = (A,..., A, 0,0,...) definiamo ey = ey, ...ey,.

Teorema. Gli ey costituiscono una base di A su 7Z.
La dimostrazione la vedremo nel prossimo capitolo.

Corollario. Abbiamo che A = Zle,,: n € NJ, con gli e; algebricamente indipendenti: ovvero A é
anello polinomiale negli e;.

Questo ci dice che ogni funzione simmetrica si puo scrivere come un polinomio delle funzioni
simmetriche e, a meno di passare alle proiezioni A — A,, (che valutano tutte le variabili di indice
maggiore strettamente di n a 0), questo ci dice anche che ogni polinomio simmetrico si puo scrivere
come un polinomio valutato nei polinomi simmetrici elementari.
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Capitolo 9

Altre due basi per ’anello delle
funzioni simmetriche: funzioni
simmetriche elementari e funzioni

simmetriche complete
Lezione 9 (04/04/2016)

9.1 Ancora su funzioni simmetriche elementari
Nel precedente capitolo avevamo enunciato un teorema tralasciando la dimostrazione.
Teorema 9.1. Gli ey sono un base di A su Z, al variare di X\ tra le partizioni.

Per dimostrare questo teorema useremo il seguente teorema.

Teorema 9.2. Sia \ una partizione e N la sua coniugata'. Allora

ey = my + E AxpMy,
A=

FEsempio 9.3.

e = mg + ... niente perché non ci sono p < A

eB:D = mﬁj + e

Osservazione 9.4. L’esempio precedente ci suggerisce che la matrice che esprime gli ey rispetto
agli m,? risulta essere triangolare, con 1 sulla diagonale e a coefficienti interi.

Dimostrazione: del teorema 9.2. Abbiamo che

(Y :6)\/1 '”6’\;«

'La partizione corrispondente al diagramma di Ferrer riflesso rispetto alla diagonale del diagramma di .
2Matrice di cambiamento di base.
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dove ogni ey, puod essere scritto come
1

6)\; = E an,j . Xn)\;.,j

nl,j<---<n)\/w].
J

questo ci dice che ey ¢ somma di prodotti di monomi della forma

HX"U“ "N

per delle famiglie (n;;);; che siano monotone in ogni j fissato e il cui dominio, 'insieme delle
coppie di indici per cui n; ; ¢ definito, ¢ dato da

{(6,0): 5 <IN, i <N} ={(6,0): i <IN, G <N} =1In.

Da questo segue che un monomio m compare in ey se e solo se esiste una funzione n: I, — N tale
che per ogni j la funzione ristretta n_ ; sia monotona stretta e valga 1'uguaglianza

m:' H H Xm,j-

=1,..1(\) j=1,. A

Abbiamo gia visto che i m, sono una base di A e quindi sappiamo che esiste una famiglia di
coefficienti (c,), tale che

ey = E CuMmy,
"

dove al pitt un numero finito di ¢, # 0. Ovviamente per come sono fatti di m, abbiamo che ¢, # 0
se e solo se il monomio X{" ... X" compare in ey, dove [ = [(11). Se tale monomio compare in ey
allora questo vuol dire che esiste una funzione n: I — N tale che

XXM = H H Xn”

i=1,...,l(\) 5=1,.

con ogni n_ ; strettamente monotona.? Se questa uguaglianza sussiste questo vuol dire che y; sara
pari al numero di coppie (7', j) tali che ny j = i. Inoltre per la monotonia della n_ ; sappiamo
che per (7,;') € I vale ny_j =i solo se ' < i.* Da questo si pud dedurre che vale la seguente
inclusione

{()])GI/\ nz’]’<l} { ,j EI)\’L<Z}

30gni (ns,5) pud essere pensato come a un riempimento del diagramma di Ferrer associato a A con dei numeri,
in modo tale che in ogni colonna i numeri siano disposti in ordine crescente dall’alto verso il basso.

4Se cosi non fosse, ovvero se i’ > i, allora {n j: 4" < '} conterrebbe pin di ¢ elementi e quindi per principio
dei cassetti, o piccionaia, ci dovrebbe essere un ¢ < ¢’ tale che n;» j» > i = n; j/, contro la monotonia della n_ ;.
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Ora il primo insieme ha cardinalita pari al numero di occorrenze delle variabili X,...,X; nel
monomio

|| | e

i=1,..,l(\) G=1,..., 0

che per costruzione & uguale a X} ... X" e quindi ha cardinalitd )", ; pir. Del secondo insieme
sappiamo benissimo che ha cardinalita pari a >, ., Ai7, quindi I'inclusione ci da la disuguaglianza:

Z Hir < Z it

i< i<

ovvero che p < A. Questo prova che ¢, # 0 solo se p < A.

L’ultima cosa da far vedere che & che ¢y = 1. Per fare questo ricordiamo che, per come ¢ fatto
ey, il coefficiente ¢, conta il numero di modi di ottenere il monomio X{" ... X l” ! come prodotto
della forma H(i’ Jely Xn, ;, al variare di (n; ;) in famiglie del tipo descritto sopra. Anche in questo
caso un argomento basato sul principio dei cassetti ci permette di dire che esiste un unica (n; ;)
tale che

[T Xn., = X ... X dove K = 1(N),
(i)

nello specifico la famiglia definita dall’equazione n; ; = 4, quindi ¢\ = 1.
O

Dimostrazione: del teorema 9.1. Vogliamo far vedere che gli ey formano una base di A, come
gruppo abeliano. Dal teorema 9.2 sappiamo che ogni A\ partizione si ha

/
ex=my + E C;)mu
=N

da questo possiamo costruire il seguente omomorfismo di gruppi abeliani, definito su una basi di
A,

fiA—A

flmy) =ex =ma+ > _ chmy,
H=A

Far vedere che questo sia un isomorfismo € un facile esercizio di algebra lineare. Un modo di
provarlo & considerare sulle partizioni 'ordinamento lessicografico (<), che & un buon ordinamento,
e osservare che f essenzialmente € il limite diretto della famiglia di omomorfismi

f,\: AS)\ — AS)\

In(my) =my, + Z CprMyy
W<p

dove A< ¢ il sotto-gruppo di A generato dai m, con u < A.
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Con un conto si vede che, nella base ben ordinata {m,: p < A}, la f\ & rappresentata da
una matrice triangolare avente tutti gli elementi sulla diagonale pari a 1 e pertanto invertibile. A
partire da questo e facile vedere che f & iniettivo: infatti se

k
f (Z C,\im&) =0,
=1

in cui possiamo supporre che \; < Ao < - -+ < Ag rispetto all’ordinamento lessicografico, da questo
seguirebbe che

k
I (Z C/\im)\i> =0
i1

e quindi ¢y, = 0 per ogni ¢ = 1,...,k. In maniera analoga dalla suriettivita degli f\ segue la
suriettivita di f: per ogni my sappiamo che esiste una certa famiglia (c,),<x tale che

Y Zcumu = my

HSA

e quindi conseguentemente

f Zcﬂmu = my

H<A

da cui segue che Im f contiene una base di A, quindi che & suriettivo.
I fatto che f sia un isomorfismo implica che la famiglia {ey }\, e quindi anche la famiglia
{ex}, sia una base, in quanto immagine tramite un isomorfismo di una base di A. O

Corollario 9.5. A = Z[e,: n € N] dove gli e; sono algebricamente indipendenti.

Dimostrazione. Consideriamo 'omomorfismo di anelli

f:Z[Xn,:neN — A
f(Xn) =en

dato che ey = ey, ...ey,, per ogni A con k = [(\), abbiamo che

f(X)\l...X,\k) = €)

quindi f & suriettivo perché 'immagine contiene una base di A come gruppo additivo.

Inoltre f ¢ anche iniettivo: ogni monomio si puo scrivere nella forma X, ... X, per A una
partizione di lunghezza k e quindi f manda i monomi di Z[X,,: n € N], ovvero una base, nella
base {e)}, di A.

Dunque f & un isomorfismo, quindi gli e, formano un sistema di generatori algebricamente
indipendenti per A. O
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Osservazione 9.6. Per i teoremi 9.1 e 9.2 valgono dei risultati analoghi per i A, nello specifico

ricordiamo che per ogni n € Ny abbiamo i polinomi mg\n) al variare di A tali che [(\) < n, che

formano una base di A,,, e i polinomi simmetrici elementari eﬁn) = mg) 10..)

N——

r

. Ponendo

(n) _ (n) (n)
ey’ =€y ---€
con \; < n per ogni i < k = [(\), abbiamo che

1. per ogni A\, come sopra, vale 'uguaglianza

e(;f) = mf\n) + Z cyml(f)

P=A
2. gli ef\n) sono una base di A,
3. A, = Z[egn), ce 67(111)] con gli egn) algebricamente indipendenti.

Un modo di dimostrare questo puo essere il ripercorrere le dimostrazioni dei teoremi 9.1 e 9.2
lavorando con i polinomi in n-variabili anziché con serie di potenze in infinite variabili. Un altro
modo & considerare il morfismo

fni A — Ay

Fu(my) = mi

ottenuto come restrizione dell’unico omomorfismo

o Z][Xpn: n € No|] — Z[Xq, ..., X;)

X;peri<n

Oseir>n

E facile vedere che falen) = eg\n) e sfruttando le proprieta dell’omomorfismo f,, si possono dimo-

strare i risultati anzidetti.

In particolare per quanto appena visto abbiamo che:

Corollario. Sia g(z1,...,xy,) un polinomio simmetrico con n-variabili, ovvero un elemento di A,
allora g(x1,...,xy) = h(e1,...,e,) per qualche h € Z[ Xy, ..., X,].

Prima di concludere questa sezione diamo qualche applicazione dei risultati fin qui visti sulle
funzioni simmetriche elementari.

Esempio 9.7. Trovare le funzioni f: M,(C) — C che siano polinomiali (nei coefficienti della
matrice) e invarianti per coniugio.’

Sia f una tale funzione e sia Diag C M,,(C) il sotto-spazio delle matrici diagonali. Ovviamente
f|Diag sara una funzione dipendente solo da n-coefficienti, quelli sulla diagonale. La richiesta di
invarianza per coniugio® di f implica che f|Diag € un polinomio simmetrico.

5Questo & un problemino che viene dalla teoria degli invarianti.
SPer coniugio si intende la similitudine di matrici, non il coniugio dei complessi.
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Per il corollario f|piag = g(e1,...,en) dove gli e;j(d1,...,dy) sono i polinomi simmetrici visti
prima.
Ricordiamo che ad ogni matrice A € Matcxy,(n) € associato il polinomio caratteristico

Py(t) = t" 4+ s1 (A" o+ 5,1 (A)E + 5, (A)

dove gli s; sono delle funzioni polinomiali nei coefficienti della matrice A e inoltre posto v, ..., Vs
gli autovalori, contati con molteplicita, della matrice A vale che

si(A) =ei(v1,y - -y 7m) -

Mettendo insieme quanto fin ora detto abbiamo che per ogni matrice diagonale D vale

f(D) =g(ex(7),- -, en(7)) = g(51(D), ..., sn(D)) ,

quello che adesso vorremmo far vedere ¢ che questa uguaglianza sussiste anche quando D non e
diagonale. Iniziamo con l'osservare che I'uguaglianza vale per matrici diagonalizzabili, oltre che
per le diagonali: infatti se A & matrice diagonalizzabile, ovvero tale che esistano un G € Gl,(C) e
una D diagonale per cui A = G~'DG, abbiamo

f(4)

f(D) per l'ipotesi di invarianza per coniugio
9(s1(D),...,sn(D))
g(Sl(A), o 7SH(A)) )

dove 'ultima uguaglianza segue dal fatto che gli s;(D) e gli s;(A) sono i coefficienti dei polinomi
caratteristico di D e A che quindi sono uguali (essendo le due matrici coniugate).

A questo punto possiamo servirci del fatto topologico che le matrici diagonalizzabili sono un
denso di Mat,x,(C)” e quindi abbiamo che i due polinomi f e g(si,...,s,) sono due funzioni
continue che coincidono su un denso, per tanto coincidono su tutto lo spazio Mat,, ., (C).

La densita delle matrici diagonali in realta segue da un risultato piu forte: le matrici ad auto-
valori distinti formano un denso di Mat,, «,(C), dato che queste sono tutte matrici diagonalizzabili
segue che anche le diagonalizzabili sono un denso. Per vedere questo risultato forte si puo osservare
che per ogni matrice triangolare di forma

Y1 % * *
S
0 0 . o
e per ogni € > 0 & possibile considerare la matrice

T
0 724—52*

0 0 cii Yn+0n
ottenuta aggiungendo degli opportuni §; che siano in modulo minore strettamente di €/n e tali
che i ~; + 6; siano tutti distinti tra loro. In questo modo la matrice D ha autovalori distinti e per
costruzione dista da T" meno di €. In breve questo dimostra che per ogni € & possibile trovare una
matrice con autovalori distinti che disti da 7" meno di e.
Usando il fatto che ogni matrice & triangolabile su C e che gli autovalori sono invarianti per
coniugio segue il risultato di densita.

"Per la topologia Euclidea e quindi anche per la topologia di Zariski.
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Esempio 9.8 (Risultato di Kronecher). Sia p € Z[X], monico, con radici complesse di modulo
minore o uguale a 1 e tale che p(0) # 0. Allora le radici ci p sono radici dell’unita.

Sappiamo che p = 2" — e1(z1, ..., 2,)2" L 4+ - + (=1)"ey (21, . - ., 2n), dove gli 2; sono gli zeri
di p.
Ovviamente dato che abbiamo p € Z[X] vale che e;(z1, ..., 2z,) € Z, per ogni i.

Consideriamo dunque Qr = (X — z§)... (X — 2¥) con k > 0, allora Q ha ancora radici di

modulo minore e uguale a 1 e Qx(0) # 0, inoltre Qi € Z[X]. Per vedere questo cominciamo con
I’osservare che

Qk(X) = X"+ (_1)71_161(256’ s Z'r]i)Xn_l +oe Tt (_1)n€0(zi€, s Z’rli)

e abbiamo che

1. per ogni » € Aut(Q/Q),® dato che gli z; sono radici del medesimo polinomio P(X), esiste
una o € 5, tale che p(z;) = z4i, da questo segue che

(p(ei('zfa e 72715,)) = ei(sa(zl)kv e v@(zn)k)

k k k k
= 6@'(20,(1), ey Za(n)) = ei(Zl, ceey Zn) y

dove I'ultima uguaglianza segue dal fatto che e; & simmetrico. Quindi e;(2f,...,2¥) e fissato
da ogni ¢ € Aut(Q/Q), percui e;(2F,...,2%) € Q

2. inoltre ei(zf, e zﬁ) & combinazione polinomiale degli z; che sono elementi interi su Z, in
quanto radici del polinomio monico p(X) € Z[X].

Da questo segue che gli ei(zf7 ..., 2") sono elementi interi su Z e appartenenti a Q, ma ¢ fatto noto

che Z ¢ integralmente chiuso su Q, ovvero che gli unici elementi di Q interi su Z sono gli elementi

di Z stesso. Da questo segue che e;(2¥,...,2%) € Z, per ogni k € N e per ognii = 1,...,n, e che

’r n
quindi Q € Z[X].

Riassumendo abbiamo che per ogni & il polinomio Q;, = (X — 2¥)...(X — 2*) & un polinomio
monico, a coefficienti in Z, con radici in modulo minore di 1 e tale che Qx(0) # 0.

Con un conto possiamo osservare che per ogni grado fissato n tutti polinomi che soddisfino
le nostre ipotesi (monici, a coefficienti in Z etc etc) sono in numero finito. Per vedere questo
cominciamo con l'osservare che ogni P di questo tipo si deve fattorizzare come P = [[,(X — ;)
per certi y; € C che devono essere tali che |y;| < 1, in particolare quindi deve essere

P=X"+(=1)s1(v,- o, ) X" o+ (D) s () X A (D) S0 (-, T0)

dove

ex(Y1s-- ) = Z Yir -+ Vi €L .
i <<

Dato che
Viy - Vi) = [Hial - P <1
si ha che

lei(v )l = | D Vi

i1 < <ig

> =)

i1 <<y

IN

8Con Aut(F/K) indichiamo il gruppo degli automorfismi del campo F in se stesso che fissano il campo base K.
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Da questo segue che P deve appartenere all’insieme dei polinomi

{X”—i—alX”1+~-+an_1X—|—an:Vk—l,...,n

che cardinalita pari a

) =(6)-(7)0)

che ¢ finito. In particolare i (Q;, devono appartenere a questo insieme.
Da quanto detto segue che i (J; devono essere in numero finito, quindi esiste una successione

crescente di naturali (k;); tale che Qk, = Q, per ogni [ e quindi si deve avere che en(zf’, L=
en(2M0, ... 2%0) ovvero che la successione (e, (2}, ..., 2M)); & costante.

Se per assurdo si avesse che |z;| < 1 anche per un solo indice i, allora si avrebbe che

. k k . k
lim e, (2", ..., 2y) = lim z1k;... 20 =0,
=0 =00
e quindi, dato che la successione (e, (ziC '...,zk)); & costante, questo implicherebbe che
k k k k
en(21°, .. .,200) =2 ...z =0

e quindi si dovrebbe avere Qg, (0) = 0, che ¢ assurdo per quanto detto sopra. Da questo ne segue
che non & possibile che per un z; si possa avere |z;| < 1 e quindi, dato che |z;| < 1 per ogni i, ne
segue che |z;| = 1 per ogni i.

9.2 Funzioni simmetriche complete

Definizione 9.9 (Funzioni simmetriche complete). Per ogni r > 0 la funzione simmetrica completa
hy €

Ovviamente esistono anche delle versioni in n variabili

MO = 3 )

[Al=r

e posto m,: A — A, il morfismo di proiezione canonico, che valuta a zero tutte le variabili X; con
1 > n, vale 'uguaglianza

Esempio 9.10. Per r = 2 abbiamo

h2 = Z xixj

i<j

:x%—i—x%—l—-"—kxlxg—i—...
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Definizione 9.11. Chiamiamo H (t) la funzione

= het" € A[lt]]

r>0

Osservazione 9.12. Vale che H(t) = [[52,(1 — X;t)~1
La dimostrazione non ¢ difficile: osserviamo che vale

n

[]a-xit)~ H ZX"H
=1
_Z ST XL xgmge

T al=rl(a)<n

Y x )

r [A|l=r,l(N)<n
_ Z hﬁn)tr 7

quindi la successione [ ;(1 — X;t) & coerente e ammette limite che & appunto > h,t".
Teorema 9.13. Abbiamo che H(t)E(—t) =1 in A[[t]].

Dimostrazione. Questo & conseguenza del fatto che I'operazione lim si comporta bene rispetto alle
operazioni di Z[[X,: n € Ng]].” Osservando che

n n
E(~t) = lim [T+ Xi(—1) = lin []a - xit)
i=1 i=1
si puo far vedere che

H(t)E(~t) = lim ﬁu — X;t)™! lim f[(1 — Xit)
=1 =1

= lim ﬁ(l — X;t)7! ﬁ(l — X;t)
=1

i=1
=liml=1.
n

Corollario 9.14. Vale che > " ((—1)erhyp—p =0 pern > 1.

Dimostrazione. Usando il fatto che H(t)E(—t) = 1 e sviluppando il prodotto H(t)E(—t) si vede
che

> (zn: hT(—l)"_Tenr> =1
n r=0

da cui segue che per ogni n > 1 si ha

90vvero dal fatto che lim & un omomorfismo di anelli.
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Dato che e; sono algebricamente indipendenti possiamo definire il seguente endomorfismo (di
anelli) su A
w: A — A
e; — hi

Teorema 9.15. Vale che w? = id e quindi in particolare w & un isomorfismo.

Dimostrazione. Per il corollario abbiamo che per ogni n > 1

n

> (1) erhp_y =0

r=0

e quindi passando entrami i membri ad omega otteniamo

w (Zn:(—l)rerhn_,) =0
r=0

S (—1) wlen)w(hn-r) = 0
r=0

> (1) hew(hn ) =0

r=0

A questo punto possiamo osservare che
w(hp) =w(l) =1=¢

e per ogni n > 0 valgono le uguaglianze

n—1
en = epho = — 5 erhp—r
r=0
n—1

w(hn) = w(hn)ho = =Y w(hy) oy
r=0

Se supponiamo induttivamente che w(hg) = ex per ogni k < n allora ne segue che

|
—_

n

w(hy) = — w(hy)hp—yr

Il
- o

3 3
|

= — erhp_r =€, .
0

T

Per induzione dunque segue che w(hy,) = e, per ogni n € N, da cui si ha la tesi. O
Teorema 9.16. Vale che A = Z[hy, ..., hy,...] dove gli h; sono algebricamente indipendenti.
Dimostrazione. Dato che w € un isomorfismo che manda ogni e; in h; segue che

Zlh1, ... hpy... ] =Imw=A
e che gli h; sono algebricamente indipendenti, in quanto immagini tramite di un isomorfismo di

elementi algebricamente indipendenti. O
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9.3 Un altro esercizietto sulle rappresentazioni

Chiudiamo questo capitolo con un esercizietto che non e collegato con lo studio delle funzioni
simmetriche ma a che fare con il calcolo di alcune rappresentazioni composte.

Esercizio 9.17. Calcolare Sy = 5y ® E, o equivalentemente Vys 2 Vy ® E

Soluzione. Sappiamo gia che per ogni partizione A abbiamo che
Vi = C[S,]C; R

per t un A-tableau. Ovviamente se indichiamo con ¢’ il X-tableau trasposto a t, ovvero il tableau
tale che t;’j = t;,; abbiamo che

Vv = C[SH]C;R:,_ .

Inoltre vale che R; = Cy e Cy = Ry, dato che le righe e le colonne di ¢ diventano rispettivamente
le colonne e le righe di ¢/, quindi

Vy = C[SH]R;C;F

A questo punto possiamo considerare il seguente morfismo

E—HC
flo®1) =sgn(o)o,

definito su una base di C[S,] ® [0 ed esteso per linearita. Un conto mostra che

f(r(e®1)) = f(ro®@sgn(r)) = f(sgn(r)(troo®1))
=sgn(r)f(too®1)
= sgn(7)
= sgn(7)sgn(7)sgn(o)r oo
=7(sgn(o)o) =7f(c®1),

sgn(roo)roo

ovvero che f ¢ un morfismo di S,-moduli. Non ¢ difficile vedere che questo ¢ anche biunivoco e
quindi un isomorfismo: visto che 'immagine contiene tutti sgn(c)o = f(o ® 1), che sono una base
di C[S,.], f & suriettivo e poiché i due spazi hanno la stessa dimensione ne segue che deve essere
anche iniettivo.

Con un altro conto vediamo che

FICrRF@1) =Y > sen(q)f(gp®1)

pER: qeCl

= > ) sen(g)sen(gp)ap

PER: qeCt

=Y > san(q)sgn(q) sen(p)gp

pERy qeCy

= > sen(p)ap=C/R; .

PER: qeCy

Questo ci dice che restringendo f al sotto-modulo C[S,,]C; R} ®E otteniamo un isomorfismo

fl: C[S,)Cr R ®E — C[S,])C Ry .
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Ma dall’esercizio 8.1 sappiamo che
ClSa] R} Cy = C[S,|Cy R = Vi,
e per quanto visto all’inizio dell’esercizio abbiamo anche che
C[S,]Cf R, = C[S,]R}C,

e quindi possiamo concludere che effettivamente esiste un isomorfismo

VA @E: C[Sa]Cy Ry ®E = C[Sn] R/ Cy = Vy .
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Capitolo 10

Somme di potenze e funzioni di Schur
Lezione 10 (07/04/2016)

10.1 Somme di potenze

Definizione 10.1. Introduciamo

Pr = M0,0,..)

o piu esplicitamente, usando la rappresentazione come serie di potenze in Z[[X,: n € Ny|],

Pr = (Z XZ) .
i=1 n

Agli elementi p, associamo la serie di potenze

P) =Y pt € Aflt] .

r>1

Facendo il seguente conto otteniamo

P(t)=> pt!

r>1

DD W

i>1 r>1

= Z T; Z(l’it)r_l

i>1 r>1

i
=2 1 —;it

1>1

e quindi
d 1
P(t) = Z @log T

i>1

d 1
-4 1
dt (Z %87 :cﬁ)

i>1
d

d 1
_dtIOgil;[l = —log H(t)

1-— .’Eit dt
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dove i vari passaggi sono garantiti dalle proprieta buone delle serie di potenze.
Da quello fin qui visto segue che P(t) = Z—((tt))

Ora ricordiamo che H(t)E(—t) = 1 da questa uguaglianza passando alle derivate si ottiene
H'(t)E(—t) — H(t)E'(-t) =0

e quindi

e quindi P(—t) = % Applicando w a P(t) otteniamo che

. L (HON BO o o o
S wlpnit =P(O) = (3 ) = Gt = P8 = 1ot

n n

n—1

e quindi w(py,) = (—1)"""'p, per ogni n > 1.

Teorema 10.2 (Formule di Newton). Sono veri i sequenti fatti:

1. nhy =37 prhn_y
2. nep =Y (=1 pren_y.

Dimostrazione. Basta usare le formule viste sopra e sviluppare i conti: P(t)H (t) = H'(t) e quindi
per ogni n > 0 I'n-esimo termine di H'(t) & uguale all’'n-esimo termine di P(t)H (t), quindi

(n—|—1 nt+l1 = Zpr—i-lhn r

n+1

= Z prhn+1—r
r=1

e ovviamente

0
OhO =0= Zprho—r .
r=1

Per 'altro punto si puo procedere nello stesso modo usando ’equazione
E'(t)
E(t)

P(~t) =

oppure si puo usare 'operatore w all’equazione precedente, questo ci da

n

ne, = w(nhy,) = Zw(pr)w(hn,r)

r=1

che ¢ appunto ’altra formula che volevamo.
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Osservazione 10.3. Vale

@[p17"'7pn7'-'7]:Q[h17~"7hna"']:A®ZQ-

Per vedere questo basta usare le identita di Newton, da esse seguono le uguaglianze
1 n
= - Zprhnfr
n
r=1

Pn = pnhO = (TL + 1)hn+1 - Zprhnfr

che per mettono di provare induttivamente che p,, € Qlh1,...,hy] € hy € Q[p1,...,py] per ogni
n > 1. Da questo segue che l'uguaglianza Q[h1,...,hyn,...] =Q[p1,...,Pn,-.-]

In realta vale molto di piu, infatti abbiamo detto che vale l'uguaglianza Qp1,...,pn] =
Q[h1, ..., hy], per ogni n, e usando il lemma di Noether sappiamo che, dato che gli h; sono alge-

bricamente indipendenti, questo anello ha dimensione n, ragionando per assurdo segue che anche
i p; sono algebricamente indipendenti.

E anche possibile dimostrare I'indipendenza algebrica dei p, usando argomenti che non facciano
uso del lemma di Noether, tramite dei conti espliciti.

Osservazione 10.4. Se prendiamo hg, ovvero la somma di tutti i monomi omogenei di grado 2,
allora osserviamo che hy = %(p% + p2). Questo e I'unico modo di scrivere he come polinomio degli
hi, visto che h; sono algebricamente indipendenti. In particolare hy & Z[p1,...,ps], poiché c’¢ il
fattore % nella decomposizione di prima.

Questa piccola osservazione ci mostra come in realta

Zlhn: n € No) 2 Zlpn: n € No| ,

ovvero che i p, non sono dei generatori per A, ma solo per Ag.

Osservazione 10.5. Pit in generale presa una partizione A allora i polinomi

PA = PAs -+ Pagsy
formano una Q-base di A ®7 Q.
Proposizione 10.6. Si ha che w(py) = (—1)N=Np,.

Dimostrazione. E una facile conseguenza delle osservazioni precedenti. Abbiamo che per defini-
zione

DX =DPxi---Pxn

e quindi

w(pr) = w(pa,) - - w(Pry)

=(-DM 1 "'(_1)&(”_110&@)
l(A)A 19 4
= (- 1) R AL Py
= (-,
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Teorema 10.7. Valgono le sequenti uguaglianze:

t) = Z 2 tpat
A
E(t):Z( 1= l(A)Z Lyt

A
dove z\ = [[;c,xmsli™, dove i € X se e solo se \j =i per qualche j e m; ¢ il numero di j tali che
Aj = 1.
Notazione. Se A = (A1,...,Ag,...,0,...) & una partizione esiste anche un’altra notazione per le
partizioni la notazione A\ = (1™,2™2 ... )! dove m; conta il numero sotto-insiemi di cardinalita

1 nella partizione.

Dimostrazione del teorema 10.7. Ricordiamo che P(t) = % log H(t), quindi [ P(t) = log H(t) e
dunque H(t) = e/ P 2
Sviluppando i conti si ottiene che

H(t) - fP(t) — GZTEIPT%

=z@”)

n=0

_Z Z ﬁ")‘olé po‘nthr Fam
1-

n=0acO,

dove O,, ¢ I'insieme delle serie di composizione « tali che I(a) =n e a; > 1 per ogni i < n.
A meno di reindicizzazioni si ottiene che

o0
Ht)=Y Doy Pen ylo
n=01(\)=n a€ASn

XXy

)—n CYEASn

_Z Z IAS,| ‘H)\tul

A questo punto possiamo osservare che \S,, ha cardinalita pari a

|Sh]
| Stabg,, (V)]
n!

B Hie/\ m;!

IAS,| =

!Osservare che gli esponenti qui sono formali, non numerici.
2Qui la composizione con Pesponenziale & ben definita perché l'integrale a sempre grado maggiore o uguale a 1.
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dove ricordiamo che m; ¢ il numero di indici j per cui A\; = 4, inoltre possiamo osservare che
[T7q X = I],e) @™ Rimettendo tutto assieme otteniamo che

n! D A\
H(t) = — ¢
ZA: [Liexma! ] Liey i™i

p7At|>\|
A [Licn matim

A

L'uguaglianza E(t) = 3, (—1)A= N p, ¢l segue applicando w a H(t) e usando il fatto, prece-
dentemente visto, che w(py) = (—1)A=NVp;. =

Corollario 10.8. Abbiamo che h, = Z\M:n z;lpk.

10.2 Quinta base: le funzioni di Schur

10.2.1 Motivazioni dietro alle basi di Schur

Avevamo parlato C.s(S,) = (Xv, : A 4 n), dove le V) sono le rappresentazioni irriducibili di \S,,.
Allora possiamo prendere lo spazio @, C.5(S,) e munirlo della struttura di anello graduato

definendo un opportuno prodotto tra i generatori, ovvero le rappresentazioni irriducibili degli S,,.
In particolare ci serve un prodotto che presi un carattere di una rappresentazione irriducibile

Xy, di S, e un carattere Xy, di una rappresentazione irriducibile di Sy, ci dia un certo Xy, - Xy, che

sia il carattere di una rappresentazione di S,,1,,. Un buon candidato ¢ il signor X s,.,. .
Indg s, VA®VL

Vedremo che esiste un isomorfismo di C-algebre

@(Cds ) —Ac=C®zA

e le immagini dei caratteri Xy, tramite questo isomorfismo sono delle funzioni simmetriche sy, che
formano la base di Ac che ci apprestiamo a presentare.?

10.2.2 Le funzioni di Schur

Fissiamo un naturale n > 1.

Definizione 10.9. Sia « una serie di composizione con [(a) < n allora definiamo

a() = Z sgn(w)w(X®) = Z sgn(w) X"

wESn ’U}ESn

Nel seguito, per evitare di appesantire troppo la notazione, eviteremo di scrivere I’apice (n) sui
polinomi a,,, laddove I'n-considerato sia chiaro dal contesto.

Osservazione 10.10. Per ogni o € S, abbiamo che o(a,) = sgn(o)ay: i polinomi cosi costruiti sono
detti anti-simmetrici.

3In verita noi faremo vedere di pitt: che gli s) sono una base di A, e conseguentemente anche di Ac.
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Per provare questa uguaglianza basta osservare che a, € il determinante (con formula chiusa)
della matrice

D CID. G, Ca
DS, G, ¢
Xo=(X)=| "7 77 X
X1 X ... Xon

e oa, ¢ il determinante della matrice P, X, dove P, ¢ la matrice di permutazione associata a
sigma, ovvero la matrice che come colonna j-esima ha il vettore e,;, ovvero

Pg:(eal ean).

Oppure piu semplicemente uno puo fare il conto

Ol = Z sgn(w)o X*

wWE Sy

= Z sgn(w)Xo““‘T_1

wESy

= Z sgn(o) sgn(wo ™) Xwo
weESy

= sgn(o) Z sgn(w) XY
wGSnO'_l
S

= sgn(o)aq

che prova 'uguaglianza voluta.

Osservazione 10.11. Possiamo inoltre osservare che se « € una serie di composizione tale che
esistano due indici ¢, j < n distinti per cui o; = ¢, e quindi a(i, j) = «, abbiamo che

Qg = Z sgn(w) X

wESH

= Z sgn(w) X “B)w

wWE Sy

==Y sgn((i, ) sgn(w) X v
-1

wWE Sy

= - Z sgn(w) X
we(i, 7)Sy,
=S

= _aOé

e quindi a, = 0.

Da questo segue che a, non ¢ uguale a zero se e solo se gli (;)i=1,....n sono a due a due distinti.
Osservazione 10.12. Sappiamo gia che se « & una serie di composizione con [(«) < n allora esiste
un o € S, tale che @ = Ao per una certa partizione A, con [(\) < n. Da questo segue che

an = sgn(o)ay e quindi tutti i polinomi anti-simmetrici sono a meno del segno della forma ay per
una partizione A di lunghezza n.

133



Inoltre per l'osservazione precedente se ay # 0 allora gli elementi A1,...,\, devono essere
distinti e per la monotonia di A\ questo ¢ possibile se solo se (\;)i<, € strettamente decrescente.
Da questo segue che tali A sono tutti e i soli quelli che si possono scrivere come A = 6™ + 11 dove

5(n)_ n—iperi<n
! 0 altrimenti.
e 14 € una generica partizione.

Notazione. Nel seguito eviteremo di indicare (n) in 8 laddove possa capirsi del contesto, ma
useremo solamente 6.

Osservazione 10.13. Possiamo osservare che

Xt X1

as =det [ SR
xr=t X, 1

ovvero che as ¢ il determinante di una matrice di Vandermonde e quindi

as = 1_[()(Z — XJ> .

1<j

Osservazione 10.14. Per ogni partizione A (si suppone sempre [(A) < n) abbiamo che

)( —1+ )(1+ n— X'
n—1 )\1 . A 1 )\n
as4)\ = det

— 14+
D D CAM D €A

In particolare per ogni coppia ¢ < j abbiamo che

_ 1+ —

xXpotta o x [Tt e

D SIS G o

CL5+)\(X1,...,Xi,...,Xj_l,Xi,Xj_;,_l,...,Xn):det =0

_ 1+ A

Xl x A A
_ 14+ —

Xpolta Tt X

dove l'ultima uguaglianza segue dal fatto che il determinante di una matrice avente due righe
uguali & 0, ovvero dall’alternanza del determinante.

Da questo segue che (X; —X;) | as4 per ogni A come sopra, quindi dato che i polinomi X; — Xj;
sono a due a due coprimi ne segue che

as = [[(Xi = X;) | assa
1<j
per ogni A con I(A) < n.
Definizione 10.15. Data la partizione A definiamo il seguente polinomio di Schur

(n) ax+§
8)\ =
as

che ¢ ben definito perché come abbiamo visto dall’osservazione precedente as | asyy.
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Osservazione 10.16. I polinomi sg\n) sono dei polinomi omogenei, simmetrici di grado |A|. Per

vedere 'omogeneita e il grado basta osservare che gli a5 e as4) sono polinomi omogenei di grado
rispettivamente 0] =), d; e |0 + A| = >, (d; + Ai) = || + |A|, quindi per proprietd dei polinomi
omogenei segue che Sg\n) ¢ omogeneo di grado |0 + A| — |6 = ||

mn) « . . . .
Per vedere che SE\ ) & simmetrico basta osservare che per ogni o € S, si ha

oa
O_Sg\n) _ O+
oas
_ sgn(o)asia
sgn(o)ags
a
e Sf\n)
as

che appunto prova la simmetricita del polinomio sg\n).

Dunque sg\n) € A',f‘l per ogni A con [(A\) < n.

Teorema 10.17. L’insieme { sf\n): I(A) <n } ¢ una base di A,,.
Dimostrazione. Si consideri la mappa
A 25 A,

dove A,, ¢ lo Z-modulo graduato generato dai polinomi anti-simmetrici in Z[ X7, ..., X,]. Questa
mappa € ben definita, ovvero 'immagine & effettivamente contenuta in A,, dato che per ogni
polinomio simmetrico p € A,, il polinomio prodotto pas ¢ un polinomio anti-simmetrico.

E possibile provare che gli ay4s formano una base di A,, al variare di A tra le partizioni con
(A <n.

Ora la mappa -ag € iniettiva, in quanto restrizione della mappa di moltiplicazione

ag: Z[Xq, .., Xy = Z[X1,. .., X,

che ¢ iniettiva dato che Z[X1,...,X,] € un dominio.

Inoltre abbiamo che sy - as = ayis e quindi al variare di A otteniamo tutta la base di A,,.
Dunque I'immagine di -a5 contiene una base di A,, quindi & suriettiva. Da questo segue che -ag
¢ un isomorfismo di Z-moduli. Dato che gli s) sono mappati in una base di A, tramite questo

isomorfismo, essi stessi sono una base di A,
O

Osservazione 10.18. Piu nello specifico si puo vedere che sg\n), con |\| = k, sono una base di A%.

135



Capitolo 11

Funzioni di Schur e relazioni di

ortogonalita in A
Lezione 11 (11/04/2016)

11.1 Le funzioni simmetriche di Schur

Osservazione 11.1. Per ogni partizione A, con [(A) < n, abbiamo che

n n +1
ng +1)+>\1 Xf’(l D4, va(ﬁu )
A5(nt1) 4y = det 6(7LJ;1)+>\1 ' (n-'zl) 5(;1+1)
X! c X A Xt
n n n+1
54 o N
n+1 t n+1 n+1
Xptae X g
— det N N . .
X ntA X+ q
n+Ai 1+
XnJrl XnH” 1
a questo segue che valutando X,,+1 a 0 si ottiene
Da quest g h lutando X, 0 tt
Xptae o X g
a X1,...,Xp,0) =det : : : :
6(”+1)+)\( 1, y Any
XZL““\l X}f’\" 1
0 . 0 1
Xpta X
= det
n+A 1+An
Xpme oo X,
n—14+XA; A
X Xy

= (H Xi> det : S
i=1 Xn—l—l—)\l o X)\n
= (H Xz‘) gm) 47
i=1

dove la penultima uguaglianza segue dalla linearita in ogni singola riga del determinante.
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k

v, con k= |\, é coerente e quindi ci da un

Proposizione 11.2. La successione (ss\n))n e[, A
elemento sy = (sg\n))n e AF CA.

Gli sy cosi definiti prendono il nome di funzioni (simmetriche) di Schur.

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ un facile conto:

prrn(s5) = s (X, X, 0)
_ a5(n+1)+)\(X1, ooy X0, 0)
T a5 (X1, .., X0, 0)
. (I Xi) agen) 4
(T2 Xi) agen

(n)

questo prova che (s,”), ¢ coerente e che quindi s\ = (sg\n))n ¢ effettivamente una funzione
simmetrica. O

Teorema 11.3. Si ha che i { sy }, sono una base di A.

Dimostrazione. Al solito basta concentrarsi sui A e far vedere che le funzioni simmetriche sy, al
variare di A tra le partizioni con |A\| = k, formano una base di A*.
Per fare questo usiamo il gia citato risultato che ci dice che le proiezioni

Tn: AF — AF

sono degli isomorfismi per n abbastanza grande. A questo punto usando il fatto che per tali n

abbiamo 7, (sy) = sf\n) e il fatto che tali sg\n) sono una base di A¥ segue che anche gli s sono una

base di A*: perché immagine inversa di una base tramite un isomorfismo. O
Definizione 11.4. Denotiamo con efnn’fk) il polinomio
e R = (X1, X 1,0, Xy, X))

ottenuto dal polinomio elementare e$") valutando la variabile X a 0.

Esempio 11.5. Posto n = 4 abbiamo e:())4’_2) che ¢ X1 X3X4.

Definiamo la matrice M = ( (—1)”*ie(n’_k))i7kl. che quindi appare come nella forma seguente

n—1 _(n,—1 n—1 _(n,—n+1 n—1 _(n,—n
) L R G
M= : : : :
_egn,—l) o _egn,—n—l-l) _egn,—n)
1 1 1

Teorema 11.6. Per ogni a € N" se Ao = (X;")ij € Ho = (ha;—5;)i,j = (hay—n+j) (dove si pone
ht =0 set <0) allora Ay = Ho M.

!Dove le i indicizzano le righe e i k le colonne.
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Dimostrazione. Fissiamo n € N e consideriamo E(™—F) (t) = ZQ;& 67(6”7*’@151"' Vale che Em—F) (t) =
[T 2x(1 + Xit). Quindi

n

n n,— 1 1
a@En 0 = 1= 10 -x0 = 7—%5
i=1 Y itk

Dunque il coefficiente di t® in H™ (t)E™—*)(—t) &

A questo punto possiamo distinguere due casi

1. se n < «; allora sappiamo che e,(ﬂ”’fk) =0 pern <r < q; e quindi
a; n
Z(_l)rey(nn,*k)hai_r _ Z(_l)re(n,fk)hai_r
r=0 r=0

2. se invece n > «; allora abbiamo che h,,—, = 0 per a; < r < n, poiché a; —r < 0 e quindi

Yo e P hg =Y (1) e kg,
r=0 r=0

In entrambi i casi abbiamo dunque che il coefficiente di grado a; di H™ (t) E(™*)(—t) & pari a

n n

r_(n,— n—r (n,—k
Z(_l) 67(~ ’ k)hai—r = Z(_l) €£Z_T )haz‘*(ﬂﬂ“) :

r=0 r=0

D’altra parte perd abbiamo visto che H™ (t) E(=k)(—t) = (1 — Xt)~! e quindi il coefficiente di
di grado a; dovrebbe essere anche uguale a X%, dunque

(o7 - n—r_(n,k
Xk = Z haif(nfr)(_l) 651—7‘)
r=0

B SIE
r=0

Per concludere basta osservare che

n

_ —k

(HaM)igk =Y hays, (~1)" el
r=0

= (Aa)iyj -
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Teorema 11.7 (Formule di Jacobi-Trudi). Sia A una partizione con l(A) < n vale che
1. S\ = det(h)\i_i+]’),
2. sy =det(ex ;)

Di seguito ci limitiamo a dimostrare la prima parte del teorema, la seconda la rivedremo in
seguito come conseguenza del primo pezzo tramite un piccolo passaggio di algebra lineare.

Dimostrazione. Si ha che

aq = det(Ay) = (det Hy)(det M) .

Pera =60 cond =(n—1,n—2,...,1,0) abbiamo

ho hl *
0 hg *
Hs=1 . . .
0 0 ... hg

e quindi det Hs = hy = 1. In particolare segue che
aq = det Hyas .

Posto o« = A + 6 abbiamo

A\+6
as

= det(hn,+5,-5;) = det(hr,—it;j) -

S\ = :detH)\+5

O]

Osservazione 11.8. Nel teorema precedente abbiamo dimostrato che sf\n) = det(hE\:L)_ i +j), cioe la
relazione tra polinomi simmetrici in n-variabili.

Possiamo definire det(hy,—i1;), dove adesso gli h, sono funzioni simmetriche non polinomi,
tramite la seguente equazione:

det(hy,—it;) = > sen(o) [ ha—izo)
=1

€SN

dove Sy ¢ il gruppo delle permutazioni di N in se stesso che permutano solo un numero finito di
elementi o equivalentemente le permutazioni definitivamente identiche (i ¢ € NN tali che o(k) = k
per ogni k > n per un certo n, che siano biettivi).

Prima di proseguire cerchiamo di dare un senso all’espressione precedente. Anzitutto osservia-
mo che per ogni ¢ € Sy possiamo definire n, come

ne =max{n € N: o(n) #n}+1,

ovvero il primo naturale a partire dal qualche la ¢ diventa costantemente 1’identita.
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A questo punto abbiamo che per ogni i > max{n,,l(\) + 1} vale

h i —ito(i) h—ivi=ho =1
e

=0

quindi & sensato definire k, = max{n,,l(A\) + 1} e

[o.¢] ka
H h)\i—i'f'o'(i) = H h)\i—i-f—O'(i) .
i=1 i=1

Questo da senso alle produttorie infinite nella definizione di det(hy,—;4+;) resta da provare che
la risultante somma infinita converga, ovvero abbia senso. A questo punto osserviamo che per ogni
o € Sy se ny > l(\) + 1 (quindi k, = n,) allora abbiamo che o(n, — 1) < n, — 1. Se, per non
appesantire la notazione, poniamo m = n, — 1 otteniamo che

h )\m —m~+o(m) = h—m —+ O'(m) =0
\:/-’O T/

e quindi

H hM—i-i-U(i) = H hAi—i-i-U(i)
=1 =1

= H h)\ifi+cr(i) h/\mfero'(m) =0.
—— —

i#Em -0

Ora se identifichiamo S, con il sotto-gruppo di Sy formato da tutte le permutazioni che fissano
tutti i naturali maggiori strettamente di n, o equivalentemente il sotto-gruppo di tutti i o tali che
ne < n—+ 1, allora abbiamo

Z sgn(a) H h)\z‘*iJrU(i) = Z sgn(a) H h/\ifiJra(i) + Z Sgn(a) H h)\ifiJrJ(i)
=1 1=1 i=1

€SN oESI(N) g€SN\SI(»)
—_—
=0

= Z Sgn(U)HhM—i—i—a(i)
i=1

UESl(A)

dove ricordiamo che i []; hy,—i4o() = 0 per o € Sy \ Sj(\) perché questi sono esattamente i o con
ne > 1(A)+ 1. Quindi abbiamo che anche la sommatoria nella definizione di det(hy,—;+;) ha senso.

A questo punto ¢ una facile conto osservare che valutando a 0 tutte le variabili X; con i > n
otteniamo

ko
det(hy, i) (X1, ., X0, 0,0,...) = Y sen(o) [T, 00
i=1

gESy
- Z sgn (o) thz)—i-&-a(i)
ogESh i=1
= det(h{" )
Ai—i+j
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da questo, per le proprieta dei limiti inversi ne segue che

det(hx,—i4s) = (det(h" ;) = (53)n = sx -

Vediamo qualche esempietto.
Esempio 11.9. Posto A = (n,0,...,0) allora

sx = det(hy,—i+j)

hn hn+1 o h2n—1
0 hy ... hp_ -
=det | . . . =hphy™" = hy
0 0 ... ho =t
Esempio 11.10. Se prendiamo A = (1,1,1,1,...,1) abbiamo
sx = det(ex i)
€n €n+1 ... €2n-—1
0 €0 N )
= . T =gl =
: S~~~
0 0 €0 =

per la seconda formula di Jacobi-Trudi.

11.2 Ortogonalita

11.2.1 Alcuni lemmi preliminari
Cominciamo il seguente teorema.

Teorema 11.11. Consideriamo due famiglie infinite di variabili {X,: n € No} e {Y,: n € Np}.
Valgono i sequenti fatti

1. 1L ,;(1 = XiY5)7h =002 oA (X)pa(Y)
2. [1,;(1 = XiY5) ™" = 3 a(X)ma(Y) = 30, ha(Y)ma(X)
3. 11 ;(1 = X3Y5) ™1 = 3o\ sa(X)sa(Y).

Dimostrazione. 1. Si considerano le {Z; ; = X;Y;}; ; e prendiamo
Ht) =] - (Ziyt) ' =] - X:v50)~"
(2] 2
= Zz;lp)\(Z@j)tw per il teorema 10.7
A

ma si ha che px(Z; ;) = pA(X)pa(Y) e quindi

H(t) =)z pa(X)pa(V)tH
X

Valutando ¢t a 1

D A-XY) T =D 2 pa(X)pa(Y)
X

1,3
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2. Partiamo con l'osservare che H(t) = [[,(1 — X;t)~! e quindi

[Ta-xv)' =[EW)
ij j
=1>_m&x)Y,
i r
= hay - ha Y7LV

= Z ho Y

dove hoq = haq, ... hqay,,- Raggruppando i termini « che siano equivalenti a meno di permu-

tazioni alla partizione A otteniamo

[[a-x => > Ja Yy

1,7 A OlG)\SN =h,

:;h,\ > v

aEASy

=Y a(X)ma(Y)
)\

3. Ci mettiamo nel caso di finite variabili X1,...,X, e Y1,...,Y,. Abbiamo

as(X)as(Y) [J(1 - Xi¥5) ™" = as(X)as(Y) Y ha(X)Y

:M(z Yaw) (o)

wWE Sy

Z sgn(w YO““S“J

=as(X ngn w)hg—suw( )YB

= | as(X) D sen(w)hgsu(X) [ Y7
5

wESy

=det Hg
usando il fatto che ag(X) = det Hg(X)as(X) abbiamo che

as(X)as(Y) [J(1 - Xi¥) ™' =D ag(X)Y”
B

i?j
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dove sappiamo che gli ag non nulli sono tutti e soli quelli della forma 5 = (§ + X\)o per
qualche o € S, e A partizione, quindi

as(X)as(V) [ - Xy) ' => "> a \ii,_, ) Yo
i,j A 0E€Sn =sgn(o)as+(X)
= a5 A(X) (Z Sgn(U)Y(HA)U)
A oc€ESh
= Za5+)\(X)a6+A(Y) :
A

A questo punto dividendo entrambi i membri per as(X)as(Y') otteniamo

H(l _ XiY‘vj)fl _ Z)\ axts(@)ar+s(y)

as(z)as(y)

= sa(X)sa(Y
A

i’j

dove lo ricordiamo stiamo lavorando con gli insiemi di variabili finite { X1,..., X, } e {Y1,..., Y }.
Passando ai limiti per n che tende all’infinito si ottiene 'uguaglianza

H(l—XY Zs,\

tra serie di potenze, e quindi funzioni simmetriche.

11.2.2 Prodotto scalare per funzioni simmetriche

Definizione 11.12. Sfruttando il fatto che le due famiglie {hy}x e {mx} sono due basi per A,
dall’algebra lineare sappiamo che esiste una ed una sola forma bilineare che soddisfi le seguenti
equazioni

(—, )i AxA—7

<h)\7 mﬂ> = 5Anu‘

dove 4 ¢ la delta di Dirach. Tale forma. si estende in modo naturale a una forma Q-bilineare definita
su Ag.

Proposizione 11.13. Date due Q-basi {uy} e {v\} di Ag?. Sono equivalenti i sequenti fatti
'Z' <u)‘7 UM) = 5)‘71“

2. 1L,;(1 - X;Y5)7h = ua(X)ua(Y).

La proposizione 11.13 ci permettera di provare che la famiglia {s)}, & una base ortonormale
di Ag per il prodotto scalare definito.

2L’anello delle funzioni simmetriche tensorizzato su Q.
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Dimostrazione. La dimostrazione & essenzialmente un conto. Poniamo uy = ) p axphy, e vy =
Zg bx,eme. Abbiamo che valgono le seguenti uguaglianze

(ur, vu) = Z(ak,pbu,ﬁ) (hps meg)

23
= Z axpbup
P

S unX)oay) =Y (Z aA,pbA,£> ho(X)me(Y) .
P A

A

Se prendiamo le matrici A = (ay,)x, € B = (byg)ae,” e consideriamo i due prodotti ‘AB e A'B
non e difficile vedere che

(AB)au =Y axpbup
p

e che

(‘AB)pe = Y axpbae
A

quindi abbiamo che

(ux, vp) = (AtB)A,u

S ur(X)oa(Y) = S (AB)  chy(X)me(Y) .

A 223

Ora valgono le seguenti equivalenze logiche

(A'B)y, =6y, < AB=id <= AB=1id <= ("AB),¢ = 0,¢

inoltre sappiamo che i prodotti hy (X )m, (Y) formano una base per il Q-spazio vettoriale Ag[X, Y],*
e quindi 'uguaglianza

Z(tAB)péhp(X)mf(Y) = Z Sp,ehp(X)me(Y)
pi€ p:€

=3 hp(X)me(v) = [J(1 - X:v5)!
P

i7j
vale se e solo se

'AB = (8,¢) =1id .

3Dove usiamo le partizioni come insieme di indici.
4Questo ¢ conseguenza del fatto che I’anello dove vivono i prodotti h,(X)me(Y) & un prodotto tensore di Ag con
se stesso.
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Riassumendo abbiamo che

(ur,vp) = 0rp == AB=id += AB=id <= > uy(X)ua(X)=[](1 - X;v;)™"!
A

i7j

ovvero la tesi.

O
Corollario 11.14. 1. (2,p,) = b5,
2' <S)\7 SH‘> = 5)‘7“
Dimostrazione. Per il teorema 11.11 sappiamo che
[z paXpa(v) =1 = X575
A i,
quindi per la proposizione precedente abbiamo che
Px
<77p,u> = 5/\,u .
2\
Sempre per il teorema 11.11
[T -X¥)" =D sa(X)sa(Y)
i,j A
da cui segue che
(8)" 8#) = 5)‘7/'[’ °
O
Corollario 11.15. La forma (—, —) é simmetrica e definita positiva, ovvero ¢ un prodotto scalare.
Dimostrazione. Dalla definizione sappiamo che (—, —) & una forma Q-bilineare. Per vedere che ¢

simmetrica basta osservare che sugli elementi della base si ha

(Sx:8u) = O = Opx = (Su, S2)

quindi usando la bilinearita abbiamo che per ogni u =) aysyev =) , busy st deve avere che

(u,v) = Z axby (sx, su)
Ap
= Z axby <5m SA)
Ap
= (Z b“Su, Z a)\S)\> = <'U, u)
I A

che prova la simmetricita della forma (—, —).
La definita positivita segue dal banale conto

<Z CASAs ZC)\S)\> = Zc,\cu (Sx,Su)
A A A
= Zci >0
A

dove la diseguaglianza sopra ¢ sempre stretta tranne che nel caso ¢y = 0 per ogni A.
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Capitolo 12

Algebre di caratteri
Lezione 12 (14/04/2016)

12.1 Alcuni risultati di ortogonalita sulle funzioni simmetriche

Ricordiamo che abbiamo visto 'isomorfismo

che ovviamente estende a un isomorfismo

w:AQ—>AQ

w(en) = hy .

Proposizione 12.1. L’isomorfismo w é un’isometria rispetto a (—,—).

IAI=1(M)

Dimostrazione. Abbiamo gia visto che w(py) = (—1) py e sappiamo che i vettori p) sono

ortogonali.
Un rapido conto ci mostra che

(wpa),w(pa)) = ()N ()W (g )

0se A#
lse A=pu,

in tutti i casi abbiamo che

(w(pa);w(pp)) = (Pr, Pu)

questo, con il fatto che i py formano una base di Ag e la bilinearita di (—,—) ci permette di
concludere che effettivamente w € un isometria.

O]

Osservazione 12.2. Prima di andare oltre osserviamo che, grazie a risultati di algebra lineare, &
possibile estendere il prodotto scalare (—, —), in uno ed un solo modo, a un prodotto hermitiano
definito su Ac = C ®z A. In maniera analoga ¢ possibile estendere la w a un isometria (ovvero un
applicazione unitaria) w: A¢ — Ac.
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12.2 Anello dei caratteri

Definizione 12.3. Sia G un gruppo (finito), A una Q-algebra commutativa e siano f,g: G — A
funzioni. Allora possiamo introdurre il prodotto

(—,—): [G,A] x [G,A] — A

1 _
(.90 = 17 > faHg(x)

zelG

Osservazione 12.4. Prendendo A = C e restringendo il prodotto al sotto-spazio di [G, A] formato
dalle sole funzioni classe', il prodotto scalare ottenuto diventa il prodotto hermitiano definito nel
capitolo 3.

Notazione. Sia w € S,, sappiamo che esistono e sono unici i cicli disgiunti ¢y, ..., c; € Sy, tali che
w=c0---0cy. Posto p; pari alla lunghezza del ciclo ¢;, a meno di permutare gli indici dei cicli’
possiamo supporre

pL=>p2 2 2 Pg

In questo modo possiamo associare ad ogni permutazione w € S,, un unica partizione

p= (plaan”'vpkaovo"') .
Con p(w) indicheremo la partizione associata alla permutazione w.

Definizione 12.5. Sia ,,: S, — A definita da

¢n(w) :pp(w) :ppl . 'ppn .

Per non appesantire la notazione nel seguito useremo ¢ (w) al posto di ¥, (w), laddove sia chiaro
dal contesto quale sia il naturale n per cui w € 5,,.

In questa sezione e nel prossimo capitolo finalmente mostreremo il collegamento che esiste tra le
funzioni simmetriche e le funzioni classe degli S, (e quindi della relazione tra funzioni simmetriche
e rappresentazioni degli \S,,).

In quello che segue considereremo S, X S, come sotto-gruppo di Sy, con I'ovvia immersione
che manda una coppia (o,7) € S, X Sy, nell’elemento o x 7 € S,,1,, definito dalla seguente
equazione

(0 % 7)(i) = {U(z’) sei<n

T(i—n)+nsen<i<n+m.
Definizione 12.6. Chiamiamo R lo Z-modulo generato dai caratteri delle rappresentazioni
irriducibili di S,.

Poniamo R = @,y R™.

Osservazione 12.7. Vale chiaramente R(©) = Z.

! Che ricordiamo sono le funzioni costanti sulle classi di coniugio di G.
2Cosa che possiamo fare visto che i cicli sono disgiunti, quindi commutano rispetto alla composizione di S,,.
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Definizione 12.8. Per ogni Xy € R™ ¢ Xy € R(™ caratteri irriducibili definiamo

XV . XW = Xlndsn+m (V®W) 5

SnXSm

dove V ® W e visto come S,, X S,,-modulo con 'azione data da

(0, 7)(u®v) = (ou) @ (Tv) .

Estendendo per bilinearita otteniamo una famiglia di mappe bilineari

. RM  pm) __y p(ntm)

che danno a R la struttura di una Z-algebra graduata.

Esercizio 12.9. Verificare che il prodotto cosi definito da a R la struttura di un anello graduato.

Soluzione. Sappiamo gia che il prodotto definito su R e distributivo, in quanto Z-bilineare. Per
concludere dobbiamo solo far vedere che ¢ anche associativo e unitario.

Per provare l'associativita basta osservare che se V', W e K sono rispettivamente rappresenta-
zioni irriducibili di Sy, S, e Sy allora

Indgn+m+k (Ind§”+m VeoW)eK) = Indgzygjnik (V® IHdgmHC (W®K))

'ntm XSk 'n X Sm 'm XSk

e che i caratteri di queste due rappresentazioni sono rispettivamente (Xy - Xw)-Xg € Xy - (X - Xx ).
Quindi

(Xv - Xw) - Xk = Xy - (Xap - Xi)

ovvero l'associativita vale per gli elementi di una base di R, per bilinearita segue ’associativita
generale.

Per vedere che R ¢ unitario osserviamo che preso 1 = X¢ 1'unica rappresentazione irriducibile
di So = {id}, per ogni S,,-modulo irriducibile V' abbiamo che

Imd o (V®C) =V =Indd ¢ (CaV)
da cui segue che
Xy-1=Xy=1-Xy,
dalla bilinearita segue che 'uguaglianza di sopra si estende anche a tutti gli elementi di R, ovvero
frl=f=1-f

per ogni f € R non necessariamente carattere irriducibile di qualche S,,.

Definizione 12.10. Diamo il seguente prodotto scalare su R (a valori in C):

(f.9) = {fargn)s,

neN

dove f = (fn) € Re g = (gn) € R eivari (fu,gn)g, sono (le opportune restrizioni) dei prodotti
scalari definiti prima sulle mappe in [S,,, C].
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Quello che vorremmo dimostrare a questo punto e che esiste un isomorfismo tra gli anelli R e
A. Per fare questo sara necessario prima passare dalle C-algebre Ac = A®Ce Rc = R® C.

Osservazione 12.11. Prima di continuare ci teniamo a far osservare che
R(C = @R(n) ®C= @(R(n) ® (C) = @Ccls(sn) ’
n n n

ovvero che R ¢ un anello i cui elementi sono combinazioni lineari di funzioni classe sugli S,.

Osservazione 12.12. Esiste ed € unico un prodotto hermitiano definito su R¢ che soddisfi I'equa-
zione

<f7g>RC = Z <fnagn>Sn

n

dove gli f,, e g, sono delle S,,-funzioni classe, ovvero degli elementi di R((Cn), f=>,.fmeg=>, 0n
Tale prodotto essenzialmente restringe sui sotto-spazi R™ al prodotto hermitiano definito sullo
spazio delle funzioni classe C.4(Sy,) visto nel capitolo 3.

Proposizione 12.13. Sia ch l"unico morfismo di C-spazi vettoriali tale che

ch: R(C — A(C

hf):% Z f(w)pp(w)a

’ wESn

per ogni f € R((Cn) = Cus(Sn). Tale morfismo € un isomorfismo isometrico di C-algebre munite di
prodotto hermitiano.

Dimostrazione. Non ¢ difficile rendersi conto che ch & effettivamente C-lineare: & 'unico morfismo
che manda ogni S,-carattere irriducibile Xy nel polinomio % > wes, Xv(W)ppw)-

Vogliamo far vedere che questa mappa € un omomorfismo di anelli e che & biettiva. Iniziamo
con il far vedere che ch ¢ un omomorfismo di anelli.

Usando la definizione si vede facilmente che ch(1) = 1. Siano ora Xy e Xy due caratteri
irriducibili rispettivamente di S, e S, se riuscissimo a far vedere che ch(Xy Xy ) = ch(Xy ) ch(Xw),
per ogni coppia di rappresentazioni irriducibili V' e W allora per C-bilinearita seguirebbe che
ch(fg) = ch(f)ch(g) per ogni coppia f,g € Rc. Procediamo con i conti:

h () = T D XX (w)ppw)

weSner

- (n+m) 'Z Z XXy (w
A p(w)=X

= n+m,z D XuXw (w)ea(w)pa
A p(w)=X

:Z Z (—i—lm)XVXW( w)ex(w) | pa

A wESn+m

= (XvXw, g, P
X

dove cy: Sptm — C e la funzione classe che vale 1 su tutte le permutazioni di forma A e 0 sulle
altre.
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Se ci concentriamo per un attimo sui prodotti scalari nell’ultima equazione possiamo osservare,
usando Frobenius, che

XvXw,eas,,,, = “mdﬁﬁi’é‘m V®W’Ck>sn+m

_ Sn+m
— <XV®W> ReSSnXSm C’\>Sn><Sm

dove Resgzygym ¢y ¢ la funzione classe ottenuta restringendo c) al sotto-gruppo S, x Sy,. A questo
punto sviluppando otteniamo

1

Sn m
(Xvew,Resg 5 eg g = - >, Xvew(o,T)e(07)
T (6,7)ESR X S,
1
= ol Z Xy (o)Xw (T)ea(o,7)
(0,7)ESR X Sm

e sostituendo nell’equazione principale abbiamo che

ch(vxw) = Y L > Xw(o)Xw(r)ea(o,7) | pa

nlm!
Adn+m (U)T)Gsn X Sm
1
== D> D w@Xw(nelo s
(o,7)ESRXSm A

Posto di indicare p(o,T) la sequenza ottenuta prendendo i numeri in p(o) e p(7) ordinandoli in
modo decrescente, che quindi & una partizione, abbiamo che per ogni A vale

ex(o, ) #0

se e solo se A = p(o, T), pertanto abbiamo che

1
ch(XyXw) = —— > W (@XW(T) oo (0,7) Do)
wm: (o,7)ESn X Sm

1
= > Xv(@)Xw (N)Pyorr)

o€ESy TESH

=1

per concludere osserviamo che per come ¢ stato definito p(co, ) vale che
Pp(o,7) = Pp(a)Pp(7)

e quindi

11
ch(XyXw) = ol Z Z Xv (0)Xw (T)Pp(o)Pp(r)

" 0€Sy, TESK
1 1
= > Xv(9)Pp(o) > Xw (T)pyir)
O’ESn TESm
= ch(Xy ) ch(Xw) .

Per quanto detto sopra questo ¢ sufficiente per provare che ch ¢ un omomorfismo di anelli. Non
resta che da provare che ch e anche biettiva.

Per provare l'iniettivita facciamo vedere direttamente che ch € un isometria da R¢ in A rispetto
a prodotti hermitiani definiti su questi C-spazi vettoriali, da questo segue automaticamente che ch
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¢ iniettiva per i risultati ben noti di algebra lineare. Siano quindi f € Rg) e ge R™ ovvero f e
g sono delle funzioni classe definite rispettivamente su S, e S;,, e vogliamo far vedere che

(ch(f),ch(g))n. = ([, 9 g -

per farlo distingueremo due casi, quello in cui n # m e quello in cui n = m, tuttavia prima di

k)

: : (
procedere osserviamo che per ogni f € R

1
= E Z f(g)pp(a)

) €Sk

abbiamo che

dove f()) denota il valore di f su tutte le partizioni di Sy, di forma A, da questo segue I'uguaglianza

(ch(f =5 Ve Yz g(wp)

AFn uEm

=" 2 FNg(w) (25 pas o)
A

che tornera molto comoda nel seguito.
Torniamo al problema principale e cominciamo a considerare il caso n # m e quindi (f, g) e =0

abbiamo che
(ch(f),ch(@a. =D ) 20 ) (23 'Pas )
AFn pEm

che & pari a 0 poiché n # m e quindi le partizioni A e u sono sempre distinte, essendo rispettivamente
una partizione di n e m, e quindi (z;lp)\,pu> = 0 per tutti i A e p. Quindi in questo caso
effettivamente (ch(f),ch(g)) = (f, 9).

Passiamo ora al caso n = m, in questo caso abbiamo che

(ch(f),ch(9)a, = D 2z F(Ng(r) (23 Py,

A, ubn

=Y "2 f g

A-n

n,z (0) = {f,9) e

p(o)=X

Piu in generale per f,g € Rc, poste f =) fn e g =), gn le decomposizioni di f e g come
elementi di Rc =@, R((Cn), ovvero fp, gn € Ré:n), allora abbiamo

{ch(f), Ch(g»AC = Z (ch(fn), Ch(gm)>A¢;
= Z <Ch<fn)7 Ch(gn»[\c

= (fnr 9n) e
Z<fnvgn> <f’g>R¢;

n
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che appunto prova che ch & un isometria, quindi in particolare & iniettiva.
Rimane solo da dimostrare che ch sia suriettiva, per provare questo osserviamo che per ogni n
abbiamo che M, o ) ¢ la rappresentazione banale di Sy,

Ch(XM(n,o,“.)) = Z Z;I XM(n,o,.‘. ) (1) Pu
—_— —

_{
pn ~

:hn

da questo segue che Im ch contiene tutti gli h,, che sono un insieme di generatori per Ac e quindi
Imch = Ag, cioe ch & suriettiva.
Quindi abbiamo provato che ch: R¢g — Ac € un isomorfismo isometrico di C-algebre munite di

prodotto hermitiano.
O

Osservazione 12.14. Nella precedente dimostrazione abbiamo fatto vedere che per ogni n
Ch(XM<n,o,.4.)) = hn .

Usando la prima formula di Jacobi-Trudi, che ricordiamo ci diceva che
Sy = det(h)\i—i—i-j) ,

indicando con ) la funzione classe

X = det(Yn,—ivj)

dove 1, = XMno... )3 abbiamo che

sx = ch(xa) -

Usando il fatto che ch ¢ un isometria e che (sy, sy) = 1 abbiamo che (xx, x») = 1. Ricordiamo che
i 1y, essendo dei caratteri di rappresentazioni, sono combinazioni a coefficienti interi dei caratteri
irriducibili degli S, e quindi dato che x = det(¢y,—;+;) abbiamo che devono esistere dei coefficienti
interi ¢, tali che

X = ZCMXSM :
o

Da questo segue che

che puo essere uguale a 1 solo ed esclusivamente quando esattamente uno dei ¢, ¢ pari a %1.
Dato che i x) sono mandati negli sy che sono linearmente indipendenti questo ci permette di
dire che per ogni A esiste uno ed un solo u tale che x) = +Xg,.
Nel seguito vedremo che per in verita x, = Xg, (ovvero che ch(Xg,) = sy), tuttavia quanto
fin detto e sufficiente per dirci che gli s) sono esattamente tutti e sole le immagini dei caratteri
irriducibili degli S,,, modulo il segno.

Teorema 12.15. La mappa ch: Rec — Ac restringe a un isomorfismo di anelli ch: R — A.
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Dimostrazione. Da quanto visto nell’osservazione 12.14 sappiamo che gli sy, che lo ricordiamo sono
una base di A, sono immagini, a meno del segno dei caratteri delle rappresentazioni irriducibili
degli S.,, ovvero sono immagini di una base di R. Da questo segue che

ch(R) = ch((Xs,: A)) = (sx: A\) = A,
e dunque ch restringe un omomorfismo suriettivo di anelli
ch: R— A

che per di piu e iniettivo, in quanto restrizione di un morfismo iniettivo, e quindi questo € un
isomorfismo. O
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Capitolo 13

Relazione tra rappresentazioni
irriducibili degli 5;, e funzioni
simmetriche

Lezione 13 (21/04/2016)

13.1 Relazione tra gli s, e i caratteri degli S,

In questo capitolo ci apprestiamo a provare che ch(Xg, ) = sy.
Prima di poter arrivare a dimostrare questo ci serviranno una serie di risultati preliminari.
Ricordiamo che per ogni n avevamo

¢TL - XM(n 0,...)
per cui valeva ch(vy,) = h,. Nel seguito poniamo per ogni A = (A1,..., A\g,0,...)
Yx =Py - P,

e quindi avremo ch(t¢y) = hy.

Proposizione 13.1. Abbiamo che per ogni A vale l'uguaglianza

Y = Xy,
dove con M) indichiamo la rappresentazione dei tabloid di forma .

Dimostrazione. Per definizione abbiamo che 1\ = 9y, ... %), quindi dalla definizione del prodotto
in R segue che

1/1)\ = XM()\l) . XM(Ak)

=X EIN

Ind N[(A1)®®M(/\k)

S/\lx--»xs/\k

ricordando che ogni M,,) ¢ una rappresentazione banale, e quindi ¢ isomorfa a C come spazio
vettoriale, otteniamo che

S|l
SMX"'XSM@

Sal
S)‘l ><'~><S>\]C
~ Tnd> A
= IndS)\l X"'XS)\k (C

gC[Sw/S)\l X oo X S/\k] gM)\ s

Ind M(A1)®"'®M(>\k) =~ Ind (C®k

da cui appunto segue la tesi ¥y = Xy, . O
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Osservazione 13.2. Dato che gli s, sono una base di A abbiamo che per hy esistono certi ¢y, € Z
tali che

hy = chsu ,
n
in particolare dato che hy € A, posto n = ||, abbiamo che
h)\ = ZC)\MSH ,
pin

ovvero possiamo supporre i ¢y, = 0 per ogni x4 che non sia una partizione di n. Da questo, posto
di indicare per ogni p con x, I'elemento in R tale che ch(x,) = s, otteniamo la relazione

Py = Z C\pXp -
I

Nel seguito calcoleremo esplicitamente i ¢y, ma per ora chiediamo al lettore di fidarsi del fatto
che cyy = 1, fatto che useremo nella dimostrazione del teorema 13.3, ovvero il teorema di questa
sezione.

Da quanto appena visto sappiamo che ¢ = Zu cxusy d’altra parte sappiamo che vy ¢ il
carattere della rappresentazione M) e che vale I'isomorfismo

My = @ ExuSu
H=A

da cui segue 'uguaglianza di caratteri
Ya =Y kaXs, -
“w

Ci apprestiamo a questo punto a provare come promesso che X, = X, ovvero che ch(Xg,) = s,
e inoltre vedremo che k), = cy,.

Teorema 13.3. Per ogni partizione A abbiamo che Sy = xx e inoltre i coefficienti cy, che
compaiono nella decomposizione

hy = Z CapSp
o
sono i numeri di Kostka gia visti, cioe cy, = ky, per ogni coppia di partizioni \ e p.

Dimostrazione. Cominciamo a considerare il caso in cui A = (n,0,...). In questo caso sappiamo
che M), ¢ la rappresentazione di S, banale e quindi My = S}, in particolare

’QD/\ :XSA )

inoltre vale anche hy = sy e quindi ¥y = x\. Da questo segue che Xg, = x) e, per 'unicita della
scrittura di ¢\ come combinazione Z-lineare nei Xg, e nei x,,, che ky, = ¢y, per ogni p.

A questo punto supponiamo che per ogni partizione p > A, rispetto all’ordinamento lessicogra-
fico (che un ordinamento totale su un insieme finito, quindi un buon ordinamento), dove p - n, si
abbia che Xg, = x,. Da un lato abbiamo che

My =P kruSu = Sx & €D kauSu
I

H=A
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e quindi che

¥a=Xg, + > kauXs,
m

=Xg, + > kauXs,
“w

dove nell'ultima uguaglianza sappiamo che ky, = 0 se u 2 A. Dall'ipotesi induttiva possiamo
anche riscrivere 'ultima equazione come

Py = Xs, + Zk/\,uXu .
1

D’altra parte noi sappiamo che'

Yy =X+ Z CauXp
I

e sappiamo che a meno di segno i x, sono dei caratteri irriducibili. Abbiamo quindi due riscritture
di v come combinazione lineare di caratteri irriducibili, ovvero una base di R, da questo possiamo
concludere che

o per ogni p > A si deve avere ky, = cy,

e per A abbiamo che Xg, ¢ I'unico carattere diverso dai x, che compaia nella prima decompo-
sizione di vy, essendo x ) un carattere, anche esso diverso dai x,, che compare nella seconda
decomposizione dalla lineare si deve avere che Xg, = xx,

« infine per i restanti u si deve avere ¢y, = 0 = k).

A questo punto per induzione, sull’ordinamento lessicografico inverso sulle partizioni di n, che &
un buon ordinamento, segue la tesi. O

Con quest ultimo risultato abbiamo finalmente provato, come promesso, il legame tra i caratteri
delle rappresentazioni irriducibili degli S;, e le funzioni di Schur. Questa relazione in particolare
ci dara un modo per calcolare i numeri di Kotska k), come coefficienti della decomposizione

h)\ = E k AuSu
M
come vedremo nella prossima sezione.

13.2 Decomposizione degli h), e un nuovo metodo per il calcolo
dei numeri di Kotska

Prima di enunciare il teorema cardine di questa sezione diamo una definizione.

Definizione 13.4. Fissata una partizione A 4 n un tableau semi-standard di forma A & un riem-
pimento del diagramma di Ferrer associato a A in cui gli elementi (numeri naturali) siano disposti
in ordine debolmente crescente lungo le righe e strettamente crescente lungo le colonne: piu for-
malmente un tableau semi-standard é una funzione ¢: Iy — {1,...,n} tale che t(i,5) < t(i,j + 1)
e t(i,j) < t(i+1,7) per ogni coppia (i,j) € Iy.

'Ricordiamo che abbiamo gia anticipato che cxx = 1, fatto che seguira da quanto vedremo nella prossima sezione.
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In questa sezione dimostreremo il seguente teorema

Teorema 13.5. Nella decomposizione
h)\ = Z kkusu
o
i kxy sono i numeri di p-tableau semi-standard contenenti A; elementi uguali a i, per ogni it =
1., l(N).
Per dimostrare questo teorema ci servira un risultato preliminare importante.

Teorema 13.6 (Regola di Pieri). Per ogni partizione u e un r naturale si ha

sphy = Z S\

eI,
dove I, € linsieme delle partizioni ottenute da p aggiungendo r quadratini in r colonne distinte.”

Dimostrazione della regola di Pieri. Anzitutto applicando 'involuzione w possiamo osservare che
la nostra tesi € equivalente alla

wswlhe) = 3 w(s) |

ATy,
dove
w(sy) = det(w(hy,—it;)) = det(ex,—iv;)
e quindi per la seconda formula di Jacobi-Trudi
w(sy) = sy -

Dunque la nostra tesi ¢ equivalente a provare
Surer = E Sy
che possiamo anche riscrivere come

Sper = g S
N

dove Jj; ¢ l'insieme delle partizioni ottenute da u aggiungendo r quadratini in r righe distinte,
anziché colonne. Non ci resta che provare questa uguaglianza.

Lavoriamo nell’anello Z[ X1, ..., X,] e osserviamo che
a5+ue$,") = Z sgn(o) X (0+me Z X X,
oc€Sn 1<i1 < <ipr<n
— Z Z Sgn(o.)X(M+5)a+a
0€ESy aEB,

2In verita a essere precisi avremmo dovuto parlare di diagrammi di Ferrer ma speriamo che il lettore ci perdoni
questo abuso di notazione.
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dove B, e formato da sequenze di lunghezza n i cui valori sono 0 o 1 e in cui 1 compaia esattamente
r-volte. Non e difficile osservare che per ogni permutazione o € S, e per ogni « € B,. esiste sempre
uno ed un unico 8 € B, tale che a = o e quindi

asipel™ = Y Y sgn(o) X7

oc€Sy BEB,

= Z Ap+o+p5 -

BeBr

A questo punto per quanto gia visto sugli a, sappiamo che a- # 0 se e solo se per ogni 7, j < n con
i # j si ha v; # ;. Consideriamo quindi un 3 come sopra e osserviamo che per ogni ¢ abbiamo
che

(L+0+08)i > pi+0;i > piv1+ i1 +1>(n+5+B)iy1

e quindi i (u + d + B); sono distinti se e solo se u+ § + [ & strettamente decrescente e quindi se e
solo se p + ¢ una partizione. Dalla forma che ha 3 questo ci dice che gli a, 545 non nulli sono
tutti e solo quelli dove p + 8 € una partizione formata aggiungendo a u esattamente r-elementi in
r righe distinte, ovvero

appset™ = axss
AT

a questo punto dividendo a entrambi i membri per as otteniamo

S&n)egn) _ Z Sg\n)
AeTn

che quindi passando ai limiti (inversi) ci da

Spuer = g S

AeT

come volevamo appunto provare.

A questo punto possiamo dare una dimostrazione del teorema 13.5

Dimostrazione del teorema 13.5. Ricordiamo che il nostro scopo € provare l'uguaglianza
ha=> kxusy
o

dove i ky, sono i numeri di p-tableau semi-standard in cui ogni ¢ < [(\) compare esattamente \;
volte. Per farlo procediamo per induzione su [(\).
Se I(A) = 1 allora sappiamo che

hx=h(x0,..) = $(A1,0,..) = Sx

e per ogni partizione p possiamo vedere che il numero di u-tableau semi-standard con esattamente
A1 occorrenze di 1 sono 1 se = A e 0 altrimenti.
Supponiamo che per le partizioni di lunghezza n valga la tesi e sia [(A) = n+ 1, infine poniamo

di indicare con A la partizione (M, An,0,...). Allora abbiamo che
hy=hy, ...hx,hy, .,
= h)\‘h)\n+l °
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A questo punto applicando I'ipotesi induttiva a h,| otteniamo

h)‘ = Z k/\luslu'h)VH»l ?
o

usando la regola di Pieri otteniamo

h)\:Zk)\m Z Sp
I

And1
pel,™
=2 2. s
A
Iz peluﬂrf—l

=D _ sy
p
dove d), ¢ pari alla somma dei vari k| p bercui p € I, ,i‘"“. Resta solo da far vedere che

k= > k-

A
pelun+1

Per definizione sappiamo che p € I, ,1\”“ se e solo se p si pud ottenere da p aggiungendo A,y
elementi in A, 41 colonne distinte, o visto al contrario se e solo se p si puo ottenere da p rimuovendo
An+1 elementi da A\, colonne distinte. Ovviamente per ogni p cosi fatto esiste un unico modo di
aggiungere A, 11 elementi in modo da ottenere p e quindi per ognuno dei k|, tableau semi-standard
esiste uno ed un solo modo di estenderlo a un p-tableau semi-standard avente \,41 occorrenze di
n + 1: basta estendere il diagramma t: I, — {1,...,n} aunt': I, — {1,...,n + 1} che manda
ogni (i,7) € I, \ I, in n + 1, questo & I'unico modo di estendere ¢ a un tableau semi-standard che
abbia \; occorrenze di i per ogni ¢ < I(A). D’altra parte ogni p-tableau semi-standard ¢ ottenuto in
modo unico da uno e un solo p-tableau semi-standard in cui occorrano \; i per ogni i < n = I(A):
in questo caso basta osservare che per il fatto di essere semi-standard l'insieme ¢t~1({1,...,n}), le
coppie (4, j) su cui ¢t vale meno di n+ 1, & lo schema di un diagramma di Ferrer per una partizione
p e quindi restringendo ¢ a I, otteniamo un p-tableau semi-standard che ¢ determinato in modo
unico.

Quanto detto nell’ultima parte in pratica ci dice che c’¢ una corrispondenza biunivoca tra
I'insieme dei p-tableau semi-standard con \; occorrenze di i (per i < n), ottenuti al variare di p
tra le partizioni per cui p € I[L\"“, e i p-tableau semi-standard contenenti \; occorrenze di ¢ per
ogni i <n+1=1[(\). Ora il primo di questi insiemi ha cardinalita > 4 kA, mentre il secondo a
kxp elementi e quindi dal fatto che i due insiemi siano in biezione segue che

ko = Z ko = dxp
pEI;"rH»l

e quindi con questo concludiamo che
h A= Z k,\psp .
p

Per induzione segue la tesi. O

Osservazione 13.7. Dalla definizione dei k), tramite i tableau semi-standard segue facilmente che
kxx = 1. In questo modo abbiamo mantenuto la promessa fatta nella sezione precedente, ovvero
di provare che i cy) fossero tutti uguali a 1, cosa che c’era servita per provare che i caratteri degli
S fossero mandati dalla ch nelle funzioni di Schur.
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Prima di concludere questa sezione diamo un risultato che & equivalente al teorema 13.5.

Proposizione 13.8. Per ogni partizione A abbiamo 'uguaglianza
w = Z l@\um/\ .
o

Dimostrazione. Anzitutto ricordiamo che s, € A" una cui base ¢ formata dai my con A 4 n e
quindi esistono certi coefficienti ¢, € Z tali che

Sp = E Cunm

A

vogliamo far vedere che ¢, = ky,.
Osserviamo che per ogni f € R™ abbiamo

=> "2, f(o)py
p

e quindi dall’ortogonalita dei p, otteniamo che (ch(f),p,) = f(p), questo in particolare ci dice che
(haspp) = (ch(¥r), pp) = ¥a(p)
(sx,2p) = {ch(xx), pp) = xa(p) -

A questo punto abbiamo che se
Pp =Y dpxma
A

allora si deve avere che

<h>\,pp> = de,u <h>\amu> = dp)\
o

e quindi

Pp = Z <h)\app> my = sz\(p)m)\a

A A
d’altra parte

Z SusDp) Su (poiché gli s, sono base ortonormale)

—ZZ Suapp CudT )
©A

= Z ( ,u)\Xu > my
A

e quindi si deve avere

St = 3 (S esrato)) m
A A ©
e usando il fatto che i m) sono linearmente indipendenti ne segue che
P) = uxulp)
o
ma noi gia sappiamo che

Yy = Z k/\uXu
A

e quindi di nuovo per I'indipendenza lineare si deve avere che ¢,y = k), per ogni coppia A e . [l

160



Osservazione 13.9. La formula

{ch(f),pp) = f(p)

introdotta nella dimostrazione della proposizione 13.8, ci da un modo per calcolare i caratteri
delle rappresentazioni irriducibili di \S,,, infatti preso x\ = Xg, , il carattere della rappresentazione
irriducibile S, abbiamo

Xa(o) = <8,\7pp(a)>
dove p(o) & la solita partizione che descrive il tipo di della permutazione o.*

13.3 Alcuni lemmi preliminari per la dimostrazione della seconda
formula di Jacobi-Trudi

Ricordiamo che nel capitolo 11 e nello specifico nel teorema 11.7(le formule di Jacobi-Trudi) ave-
vamo provato solo una delle due formule, nel prossimo capitolo proveremo la seconda formula.
Prima di poter dimostrare la seconda formula di Jacobi-Trudi ci servira introdurre alcuni lemmi
preliminari.

Lemma 13.10. Siano A e B due matrici tali che AB = cid per qualche costante ¢ e siano (S, S’)
e (T, T") due partizioni di {1,...,r} di forma (k,r — k), ovvero

SuS =TuT ={1,...,r}

S| =1T| =k S| =T =r—k.

Poniamo di indicare con os g ,or 1 € S, le permutazioni definite da

1y perl <k ip perl <k
os,5(l) =4 orr (1) =4,
Ji—g perl >k Ji_p perl >k

dove S ={y: 1<k}, S"={j: 1 <r—k}, T={i: 1<k}, T"={jj: 1 <r—k}.
Vale la sequente uguaglianza:

" Fdet Agr = sgn(og,s)sgn(op 1) det Adet Bgr 7

dove per M matrice e A e B due sotto-insiemi di {1,...,1} con M p indichiamo la sotto-matrice
ottenuta da M prendendo gli elementi i cui indici di righe stanno in A e gli indici di colonna in

B.

Dimostrazione. Cominciamo con l'indicare con Pg g/ e Prp/ le matrici di permutazione associate
a 055 € o7, ovvero le matrici tali che

PS,S’ei =€ PT,T’ei =€

7,50 (%) op (i)

dove gli e; sono i vettori della base canonica. Un conto ci mostra che valgono le seguenti
uguaglianze:

_ Ast  Ast 1 Brs DBrg
Pl AP = ' ’ P57, BPgg = ’ ’ )
5.5 AT T < Agr Agp T BPss Bris Brs

3Ricordiamo che il tipo di una permutazione & la partizione che descrive la fattorizzazione in cicli disgiunti della
permutazione stessa.
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dove le matrici a secondo membro sono rappresentate come matrici a blocchi.
A questo punto per provare il lemma ¢ sufficiente fare una serie di osservazioni furbe.
Prima osservazione furba: vale I'uguaglianza

<AS,T AS,T’) <BT,S Br s

_ p—1 -1
Asir Ag ) N Pszs'APT’T,PTvT'BP&SI

By s Brig
= st}q,ABPS,S,
= g,év,c idr PS7S/

= cid,

che quindi sviluppando i conti ci da

< AstBrs+ AsmBr s AstBrs + Asr B s ) _ (C idg, 0 >
AsirBrs+ Asi By s AsiBrs + Asi 1 Brr s 0  cidpyg -

Seconda osservazione furba: valgono le seguenti uguaglianze

sgn(og s) sgn(or ) det A = det Pg}q, det Adet Pp g
= det Py &, APr 1

_ idy  Br,s
det By g = det ( 0 Brg ,

da questo otteniamo che

sgn(og.s)sgn(op ) det Adet Byr gr = det (AS’T AS’T/> det (ldk BT’S/>
’ ’ ’ Asr Asir 0 Br.g

—1
PS,S/APT,T’

_ det <<AS7T AS,T’ ) <1dk BT,S’ >>
AS/’T AS/7T/ O BT/7S/
~ det <AS,T AsrBr,s: + As B s >
Agir Ag rBrs + Ag By s

A questo punto dalla prima osservazione sappiamo che
AsrBrs + Asr By g1 =0 Agsi7Brsi + Asi 7By g0 = cidy

e quindi otteniamo

=" F det Ast ,

sgn(og s ) sgn(or /) det Adet Byv gr = det (AS’T 0 )

Agir cidp_g
che & appunto quello che volevamo dimostrare. ]

Lemma 13.11. Sia A\ una partizione e siano n e m numeri naturali tali che n > 1(\) e m > I(N).
Allora gli insiemi

S={Ni+n—iri=1,...,n} S'={n—-14j-XN:j=1,...,m}

formano una partizione dell’insieme {0,...,n+m — 1}.

162



Figura 13.1: Immersione di un diagramma di Ferrer in un reticolo: in blu € rappresentato il
diagramma di Ferrer, mentre la linea rossa rappresenta il cammino C' che connette i punti (n,0) e
(0,m) estremi del reticolo.

Dimostrazione. La dimostrazione che diamo fa uso di alcune idee geometriche. Cominciamo
con l'osservare che possiamo immergere il diagramma di Ferrer dentro un reticolo {0,...,n} x
{0,...,m} identificandolo con I'insieme dei punti

{(,7) €{0,....,n} x{0,....m}: 0<ji< X\ } .

La figura 13.1 mostra un esempio di tale immersione.
In tale insieme possiamo prendere I'insieme dei punti

C={(,X ):i=1,..n}u{(N,j—1):j=1,....m}
che geometricamente sono rispettivamente

e i punti che stanno in posizione in basso a destra dell’ultimo quadrato di una riga del dia-
gramma di Ferrer (consideriamo anche le righe vuote, ovvero gli estremi verticali a sinistra
del reticolo, con punti di coordinate (0, k));

e i punti che stanno in posizione in basso a sinistra dell’'ultimo quadrato di una colonna del
diagramma di Ferrer (dove consideriamo anche le colonne vuote, ovvero gli estremi orizzontali
in alto del reticolo).

Non ¢ difficile vedere che i punti (i, A;) e (A}, —1) sono distinti e che, aggiungendo il punto (0, m),
formano un cammino sul reticolo {0,...,n} x {0,...,m} che va dal punto (n,0) al punto (0,m),
in cui ogni punto del cammino e ottenuto dal precedente tramite uno spostamento di 1 passo a
destra o in alto.*

Dal fatto che il cammino ¢ ottenuto con movimenti di +1 a destra o in alto segue che le distanze
intere dal punto (n,0) dei vari punti del cammino formano un insieme di numeri naturali che va
0 e che ad ogni passo cresce di +1 (per distanza intera tra due punti (i,7) e (i, ;') intendiamo
il numero |i — 4’| +|j — j'|). Da questo segue I'insieme di tali distanze coincide con 'insieme dei
numeri {0,...,n+m} e se escludiamo il punto (0,m) questo diventa l'insieme {0,...,n+m — 1}.
D’altra parte per ogni punto del cammino, sempre escluso (0, m), abbiamo che

o 0 il punto ¢ della forma (i, \;) che quindi dista A\; +n — i da (n,0)

e 0 ¢ della forma (A}, — 1) e quindi la sua distanza da (n,0) e n — A} +j — 1

4Di questo non diamo i dettagli che allungherebbero notevolmente la dimostrazione.
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da questo segue che

{ distInt((i, ), (n,0)): (,j) € C}={ Ai+n—izi=1,....n}U{n—-1+j-N:j=1,....,m},

ma da quanto detto prima questo insieme & anche uguale all’insieme {0,...,n 4+ m — 1}, quindi
{)\i—l—n—i:i:1,...,n}U{n—1+j—)\;~:j:1,...,m}:{O,...,n—i—m—l} ,

e per il principio dei cassetti segue chei \; +n—iten—1+7j — )\; sono distinti: infatti formano

un insieme di al pitt n + m numeri, ma formano proprio Uinsieme {0,...,n +m — 1} di n +m
elementi, quindi devono essere tutti distinti.

Ne segue che gli insiemi {\; +n—i:i=1,...,n} e {n—1+j—N:j=1,...,m} sono una
partizione di {0,...,n +m — 1}. O
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Capitolo 14

Alcuni esercizi sulla regola di Pieri e

il calcolo delle dimensioni degli S
Lezione 14 (28/04/2016)

14.1 Regola di Pieri: parte II

Ricordiamo che abbiamo visto i seguenti risultati.

Lemma. Date due matrici A e B tali che AB = cid, per una constante ¢, e date due partizioni
(S,8") e (T, T"), di forma (k,r — k), dell’insieme {1,...,r} allora

¢"Fdet Agr = sgn(os,s/) sgn(rr,rv) det Adet By g .

Lemma. Data una partizione X e n > l(\) e m > I(N) allora gli {\i +n—i:i=1,...,n} e
{n—1+j—)\9:j:1,...,m} danno una partizione di {0,...,n+m — 1}.

Con questi siamo pronti a dimostrare la seconda formula di Jacobi-Trudi ovvero:
Teorema. Per ogni partizione A abbiamo che
s = det(ex ;) -

Dimostrazione. Poniamo k = [(\) e | = [(\) e consideriamo le due matrici

A= (hij) B=((-1)""e;)
un conto ci mostra che
AB =id,
dove n =k + 1.
Per il lemma 13.11 abbiamo i due insiemi
S={N+k—i+1:i=1,....k} S'={k+j-N:j=1,...,1}
formano una partizione dell’insieme {1,...,n}. D’altra parte possiamo considerare un’altra parti-

zione di {1,...,n}, quella data da
T={k—i+1lii=1,... .k} T ={k+j:j=1,...,0},

in questo modo abbiamo le due permutazioni og s/, 077 € Sy, e per il lemma 13.10, applicato alle
matrici A e B come sopra, otteniamo che

det Agr = sgn(os s ) sgn(or ) det Adet By g .
=1
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Ora osserviamo che
Asr = (hnth—it D) —(k—j+1) = (Axi—itj)
e quindi
det A = s)

per la prima formula di Jacobi-Trudi. D’altra parte abbiamo che

BT’,S’ = ((—1)(k+i)_(k+j_/\j)e(k—‘,—i)—(k—i—j—)\;)) = ((_1))\j_j+ie)\;—j+i)

(_1)21' A2y 1205 det(

= (=D det(ex_i1;) ,

6,\;7i+j)

e quindi

sgn(os,s') sgn(or,7) det By o = sgn(og s7) sgn(ogp) (1) det(ex; 1)

non e difficile far vedere, si tratta ancora una volta di un conto, che
sgn(og,s) sgn(or ) = (—1)
e che quindi
sy = det Agr = sgn(og s ) sgn(or ) det Byr g

= det(ex 1)

come volevamo appunto dimostrare.

14.2 Alcuni esercizi sulla regola di Pieri

In questa sezione vediamo alcune conseguenze della Regola di Pieri finalizzate al calcolo delle
decomposizioni di certe rappresentazioni.

Osservazione 14.1. Per ogni n e u b+ n abbiamo che

Sn+1 ~J
Indg" " S, = @B Si
Aerl

dove I)l\ lo ricordiamo ¢ I'insieme di tutte le partizioni di n+1 i cui diagrammi associati si ottengono
da quello di v aggiungendo un elemento ad una colonna.
Per vedere questo ci basta usare il fatto che

Indg* S, = Indg 1y, (g ™ s,)

[ Sn
= Indg" T, (Su ® C[S1] ),

M0,..)

e quindi, passando ai caratteri, che
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A questo punto basta ricordarsi che

ch(Xs,) = su ch(XMu’0 )) =m

e quindi

ch(XIndgnJrl Su) = s,h1 = Z sx (per Pieri).
" Ael}

Da questo applicando I’inversa di ch otteniamo che

X = E X
Indznﬁ_1 Su S
" Ael}

e quindi che

Indy" ™ S, = P Sy -

rer}
Osservazione 14.2. Per ogni n e p 4 m abbiamo che

Resgrrl S, = @ S

1
HEILY

che dice essenzialmente che la restrizione di S, a S, ¢ la somma di tutte quelle Sy per cui il A si

ottiene rimuovendo da g un elemento.
Per vedere questo basta usare il fatto che

Sn Y
Resg"™ 5, = € <XRes§Z“ 5 X531 5

e poi che, per Frobenius,

<XRes§Z+1 S, Xsy) = (Xs,., Xlndgfjl SA>
= Z <XSH’XSP>
pEl;
_ {1 se pu € I}\
0 altrimenti

dove la penultima uguaglianza segue dall’osservazione 14.1. Mettendo tutto assieme si ottiene che

Resgz+1 S, = @ Sy .

1
HEILy

Vediamo adesso di usare questi corollari alla regola di Pieri per calcolare qualche rappresenta-
zione
Esercizio 14.3. Trovare la decomposizione della rappresentazione Sy ® Sy con A = (4,1,0,...),

ovvero

)\:EFIZD.
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Soluzione. La soluzione di questo esercizio, come tal volta accade in matematica, parte da un
osservazione che sembra essere poco correlata, ovvero il fatto che

Indg® S = S @ S
questo segue dall’osservazione 14.1. Da questo ne possiamo dedurre che

SBjjj@InngSD]IgSBjjj@SDII@SHjE@SBJI
xS S| ) .
B:Dj@ Bjjj@ mmmn

D’altra parte per un esercizio gia visto! sappiamo dire che
ST ® Indg? Strrr = Tndg: (Resg: Sm @ Strrm)
= Indgi Resgi SB:ED
e a questo punto usando le osservazioni 14.1 e 14.2 abbiamo
Resg; S = Soom @ Sgmo
e quindi
Ind® Resg® S = Indg® Serrm @ Ind? S
4 4 PH 4 .+ PHH

gSEFED@SEEEED@S H@SEEP@SEP:D.

Rimettendo tutto assieme abbiamo il seguente isomorfismo di rappresentazioni
55333@55333(5955:33%55333@553333@5@33@5533@55333 :

e quindi per I'unicita della decomposizione in irriducibili possiamo togliere un SB:ED ad ambo i

membri dell’isomorfismo ottenendo

SBjjj(@SBjjj%SBjjj@Sm@SEjj@SEBj.

O]

Osservazione 14.4 (La formula di Littlewood-Richardson). Ricordiamo che la regola di Pieri ci da

un modo per calcolare il prodotto syh, per ogni partizione A e un naturale r. Ricordandoci che

S(r,0,...) = hr questa ci da anche un modo per calcolare dei prodotti particolari della forma sys,.
Piu in generale vale la seguente formula

SASM = : :c)\’#’ysy

v

dove i ¢y, sono chiamati i numeri di Littewood-Richardson. Tali numeri sono pari hai numeri
dei cosiddetti tableau di Littlewood-Richardson. Non diamo qui i dettagli della definizione di tali
numeri, ma il lettore che fosse interessato puo trovare tutti i dettagli sul | ].

IParliamo del famigerato esercizio 5.6.

168



14.3 Un lungo esercizio: il calcolo della dimensione degli 5

Concludiamo la sezione con un esercizio per il calcolo della dimensione degli S).
Esercizio 14.5. Calcolare dim S).

Soluzione. Sappiamo che per ogni rappresentazione V vale
dimV = Xy (id) ,
quindi in particolare
dim S) = Xg, (id) .
A questo punto possiamo ricordarci che

Xs, (id) = (ch(Xs, ), Ppiia)) = (Xsy,Pp)

dove
p=p@id) =(1,...,1,0,...),
——
n
e quindi
Pp = Z <5)\app> S)
A
= ZXSA(P)SA ;
A
ovvero che

Dp = ZdimSAsA .
An

In questo modo abbiamo ridotto il problema del calcolo dei dim .Sy a trovare i coefficienti della
decomposizione di p, come combinazione lineare degli s.

Per fare questo calcolo passiamo ai polinomi in r variabili, con r > n, dove sappiamo che
continua a valere

p,(o’") = Z dim S)\sg\r) )
An

e gli sg\r) continuano a restare Z-linearmente indipendenti. Moltiplicando ad ambo i membri per

as otteniamo

a(;pgf) = Z dim S’)\a(;sg\r)
A

= Z dim S)\a(pr)\
A
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e sviluppando il primo membro vediamo che

asp) = as (p(r))

T
sgn(o X‘S(’) (Z XZ>
oES: i=1
— ( sgn(o X5”> > Xy X,
oES,

('Lle{lv T })l
105
1

sgn(a)X5”> Z H n! Xa

|a|=n,l(a)<

sgn (o) X%
S laf=n,l(a)<ri=

-(2
-(z

= sgn(o)=——X ota
Sl

>
Z()l

XT o(1)+aa ”ercr(r)+ar ]
IT; ou! "

A questo punto osserviamo che per ogni A la variabile X9t* compare solo nel polinomio antisim-
metrico agyy e quindi il coefficiente di X S+A ip aspp e uguale al coefficiente di asyy, ovvero a
dim S)\.

D’altra parte nell’espansione di asp, abbiamo che gli X dote che siano uguali a X%t sono
esattamente tutti e soli quelli per cui si abbia

Og(i) + i = 0i + A
ovvero quelli per cui
o = i +0i = 05(i)

per ogni 1.
Rimettendo assieme quanto fin qui detto segue che

n!

dim Sy = Z sgn(o)m

o,x
dove la somma ¢ fatta solo sulle coppie o € S, e « tali che a« =6 + A — do, e quindi

n!

[T\ + 0 — 50(1'))!

dim Sy = Z sgn(o)

dove in questo caso la somma ¢ fatta solo per quei o per cui A; +0; —d4(;) > 0, visto che i A+ —do
corrispondono agli « di sopra e che per costruzione a; > 0.
A questo punto possiamo osservare che

r 50‘(2) 1

n!
oy Tl weverarl | O ) CRRY

i=1 k=0
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dove questa uguaglianza vale sia per i o che soddisfano la condizione A; + d; — d,(;) > 0 per ogni
1, sia per i o che non la soddisfano. In realta vale qualcosa di piu: per i ¢ per cui esista un i tale
che A\; +0; — d5(;) < 0 abbiamo la situazione descritta dalla seguente formula

)\i+5i>>\i—|—5i—1>-">>\i+5i—((5g(i)—l)
—— -

20 <0

per cui per qualche k =0,...,05(;—1 si ha che A; +9; — k = 0 e quindi vale 'uguaglianza

9o(s)—1

)\+6'HH (Ni+0i—k)=0.

L’ultima uguaglianza ¢ estremamente importante perché ci permette di riscrivere dim S in
una nuova forma:

r Oo(iy—1

dim Sy = )\+5 ngn H H (N +0; — k)

i=1 k=0

dove, e lo enfatizziamo ancora una volta, i o possono essere qualsiasi proprio perché per i o che
soddisfano la condizione A; + d; — d5(;) > 0 quei termini comparivano nella scrittura di dim.Sy
mentre per gli altri ¢ il termine & pari a zero, quindi possono essere inseriti nella formula della
dimensione senza far danni.

Ricapitolando abbiamo visto che

RO
dim Sy = )\+5 ngn H H (Ni +0; — k)
i=1 k=0
e non ¢ difficile vedere che il pezzo
n 9o()—1
Z sgn(o) (A +6; — k)
o i=1 k=0
¢ in realta il determinante della matrice
5;—1
MMy 461, A +6,) = | [T i+ 6 = k)
k=0
M+6)...M+01—(1—-1) ... (M+d)) 1
M +0n) ... A+ —(001—-1)) ... A+, 1
M+d)...(M+0—-n—-2) ... (M+01) 1
M +0n) ... A+ —(n—2)) ... A+, 1

A questo punto sviluppando i conti tramite la regola di Laplace si vede facilmente che

detMn()\1+51,...,)\n—|—5n) = ()\1—|—51)...()\1—|—51—|—n—2)detMn,1()\2,...,)\n)—I—...
=det My 1(A2 4+ 02, .., Ay + 3N AN 461, A+ 00)

dove h(X1,...,X,) ¢ un polinomio che in X; ha grado strettamente minore di n — 1. Sostituendo
si vede facilmente che

det My, (N + 0i, Ao + 02y ...y Ay +0,) =0,
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per ogni ¢ > 2 e quindi, per fatti ben noti sui polinomi, segue che

det M (A1 + 01, An + 6n) = det My _1(Ag + 0, An 4 0n) [T (M +61) = (A +65))
i>1

e procedendo per induzione si vede che quindi’

det My (A1 + 01, A+ 0n) = [ (i +8:) = (A +65)) -
1<j

Questo ci permette, finalmente, di concludere il nostro calcolo e di dire che

n!
di = i+ 0 =N —0;
im Sy Hi()\i‘i‘(si)!g()\ + Aj— ;)

SRR G-

Mo et o) A

O
Osservazione 14.6. Ci teniamo a ricordare che nella formula appena vista
. n! , ,
dim Sy = —szl(Ai 0! 1<g<r((>\i —i)—(A\j— 7))
n = |A| mentre r puod essere un qualsiasi naturale che soddisfi la condizione r > n. Il lettore

scettico puo divertirsi a verificare che in effetti la formula non dipende dal r scelto.

21] lettore attento si sard reso conto che questo & essenzialmente lo stesso metodo che si usa per calcolare il
determinante della matrice di Vandermonde.
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Capitolo 15

Formula degli uncini e

rappresentazioni dei Gl(V)
Lezione 15 (02/05/2016)

15.1 La formula degli uncini e alcuni esercizi per il calcolo della
dimensione di rappresentazioni

Abbiamo visto nel precedente capitolo la seguente formula per il calcolo della dimensione delle
Sp-rappresentazioni irriducibili Sy

n!

dim $* = I =it

—_
Hi:l()‘i +0;)! 1<i<j<k

dove d =(k—1,k—2,...,1,0), |\ =nek >n.
Ci apprestiamo a dare un’altra formula per calcolare dim Sy, la cosiddetta formula degli uncini.
Prima di introdurre questa formula diamo qualche definizione.

1

Definizione 15.1 (Uncini). Data una partizione A e per una coppia (i,7) € I il suo (7, j)-esimo
uncino e l'insieme

Uy ={(i,k): j<k<XNIU{(kj):i<k<X},

Z7j =

0, equivalentemente, 'insieme degli elementi del diagramma di Ferrer che stanno a destra e sotto
I’elemento di posizione (i, j).
A

Nel seguito poniamo di indicare con u;; la cardinalita dell'insieme UZ-Aj.
I k2

Esempio 15.2. Nella figura 15.1 possiamo vedere I'uncino (2,3) della partizione A = (4,3,3,1)
individuato dagli elementi di colore rosso, per il quale u§‘73 =3.

Ora siamo pronti per dare la formula degli uncini.
Proposizione 15.3. Data una partizione \ allora vale la sequente uguaglianza

[A[!

dim S) = ——— .
iiger, ui

Dimostrazione. Procederemo per induzione su n = [(\'), ovvero sul numero delle colonne in A.

Tn inglese & nota come hook-formula.
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Figura 15.1: Esempio di uncino: I'uncino (1,2) di (4,3,3,1).

Per n = 1 abbiamo che A = (1,...,1,0,...) e quindi per la formula gia vista da un lato
~——

k

abbiamo?

o TLO = 0= 0y =)

1<j

dim S) =

k! .
ETaEr e | S

T 1<i<j<k

- H,f“ 16 - !

k!
:H:

e dall’altra parte, sviluppando la formula degli uncini, otteniamo

ALK
II@aJeLxuij IIiSk“?l
k! k!

- S
[licy p(k—i+1) k!

che appunto prova che la tesi vale per tutte le partizioni con [(\) = 1.
Supponiamo come ipotesi induttiva che la tesi valga per partizioni con meno di n colonne,
ovvero che per ogni y tale che (i) < n si abbia

, ]!
dimS, = = .
m
H(ivj)EIu uivj
Sia A una partizione con I(\) = n, cioé con (diagramma con) n colonne, e chiamiamo p la partizione
ottenuta togliendo a A la prima colonna: in pratica u € la partizione tale che pu; = A; — 1 per ogni

i <I(\) e u; = 0 per i restanti ¢. Sviluppiamo la dimensione di S con la formula che conosciamo

20ppure ci possiamo ricordare che in questo caso Sy & la rappresentazione segno, che ha dimensione 1.
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ottenendo

QYD)

I1;: |
H:()\M-i—-irl(;) I[T:(N ‘f! +6;)! 1;[(()\’ —1=i)=(Aj—1-J))

HW . |
— j:|N|+1'] ’:LL’ H ) _]))
[L;(N +6i) T (pi + 62)! H
Ry .
— Hj:|u|+1j

L +6)

1<j

dim S,

a questo punto usando l'ipotesi induttiva otteniamo

RY :
[T 410 !
[T +60) T jyer, v

dim Sy =

per concludere osserviamo che per ogni (i,5 + 1) € Iy

Upjan = U
e che
up=Xi+tk—i=X\N+6
e quindi
dim Sy = Hlj/\=‘|u|+1j ]!
Hi(“?@) H(i,jJrl)eI)\ “Z\,j+1
Al!

)

A
i jer, uiy

appunto quello che volevamo provare.
Per induzione segue la tesi. O

FEsercizio 15.4. Calcoliamo la dimensione di Sy, con A = (n —k,n —k,1,1,1,1...,1).
—_—————

k volte
Soluzione. Osserviamo che il diagramma associato a A € della forma

dove ci sono esattamente n — k elementi sulle prime due righe e i restanti k elementi sono messi
sulla prima colonna.
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Si vede che

wi=n—k+k+l=n+1

u%"lzn—k—i-k:n
Ui\,i:n—k—(i—l)+1=n—k—i+2(peri22)
w;=n—k—(i—1)=n—k—i+1 (peri>?2)
Uilzk—(j—3)=k—j+3(peer?)),

e quindi per la formula degli uncini

. |A|!
T
B (2n — k)!
(n+ DIl (n—k =i+ TS (0 — k=i + DI (k=5 +3)
B (2n — k)!
(n+Dnmn—k)!(n—k—1)k!
(2n — k)! (n—=1!n

T A Dn—k-D(n—k)lkn

- :L<2:+_1k> <Z> '

15.2 Rappresentazioni di G1(V)

Iniziamo a uscire dai meandri dei gruppi finiti e cominciamo a studiare le rappresentazioni di
gruppi infiniti.

Da questo momento noi cercheremo le rappresentazioni irriducibili di G1(V'), nello specifico

riusciremo a trovare una famiglia di G1(V')-moduli irriducibili che sono delle sotto-rappresentazioni
dei V4 visti come G1(V')-moduli con 'ovvia azione di tensore di G1(V')-moduli. Alla fine daremo
anche un teorema, di cui non daremo la dimostrazione, che classifichera tutte le rappresentazioni
irriducibili di GI(V).
Osservazione 15.5. Ovviamente per ogni spazio vettoriale V' & un GI(V)-modulo. Da quanto
visto nel capitolo 2 sappiamo anche che ogni spazio vettoriale V®?¢ ha un’ovvia struttura di
G1(V)-modulo. In aggiunta a questa, V®¢ ha anche un’altra ovvia azione, quella di S; data
dalla seguente mappa

VOl X Sq — VI

(V1@ ®Vg)T = V(1) @+ + @ Vg(q)

questa azione commuta con quella di sinistra di GI(V'). Inoltre questa azione induce un anti-
omomorfismo di gruppi da Sy in GI(V'), ovvero un applicazione

p: Sq — GI(V)
tale che

plooT)=p(r)op(o)
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per ogni 0,7 € Sg. Tale applicazione & definita come

p(o)v) =v-o .

E facile far vedere che questa mappa da a V®? la struttura di un C[S4]-modulo destro, quindi &
possibile trattare V®¢ come rappresentazione destra di Sy. In particolare possiamo applicare dei
teoremi analoghi a quelli visti per le Sy-rappresentazioni (i C[S,]-moduli sinistri) a V9,

Ricordiamo che Sy = V) = C[S,]C; R} C C[S,] per un qualsiasi A-tableau t.

Notazione. Supponiamo di scegliere per ogni partizione A un A-tableau ¢, allora nel seguito deno-
teremo con ¢y I'elemento C; R;'.
Questo elemento ci servira per definire le rappresentazioni irriducibili di GI(V).

Osservazione 15.6. Nella definizione di ¢y come sopra la scelta del A-tableau non ¢ vincolante: le
costruzioni che vederemo nel seguito risultano essere invarianti per il cambio dei tableau (a meno
di isomorfismo).

Osservazione 15.7. Possiamo considerare il G1(V')-modulo V®%.¢y, questo a senso perché cy € C[S,,]
e V¥4 & come abbiamo detto, un Sz-modulo (destro), quindi un C[Sg]-modulo (destro).

Definizione 15.8. La mappa’
S\ : Vecte — Vectc
S\(V) = V®cy

¢ detta funtore di Schur.
Il nome funtore deriva dal fatto che Sy si estende a una mappa definita anche sui morfismi di
Vectc ponendo per ogni ¢: V — W

S,\((,D)Z S)\(V) — S)\(W)
Sx(p)((01 @ - ®va)en) = @((v1 @ -+ @ vg)ey)
= (p(v1) ® -+ @ p(vg))en -
Esempio 15.9. Prendiamo A = (d,0,...,0) allora
S(V) =V g

gESy

=1 Dt ® @y @ vy €V
gESy

= Sym®(V)

Esempio 15.10. Per A = (1,...,1,0,0,...) allora
~———
d

Sy (V) =V > sen(g)g
9ESa

:{ngﬂ(g)vgu)@---@vg(k)iv1®--~®vk;€V®d}
9

= AV

3In realtd Sy & anche un endofuntore di G1(V')-mod, la categoria dei G1(V')-moduli sinistri.
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Esempio 15.11.

abbiamo

e quindi

Perd=3e X =(2,1,0,0,...) allora preso un tableau

= 1]2]

ey = (id —(1,3)) (id +(1, 2))

S\(V) = V®ey = V(e — (1,3) 4 (1,2) — (1,2,3))

¢ il sotto-spazio generato da tutti gli elementi della forma

V1 QU2 ®U3 — V3 QU2 QU] + V3 XV Uz — V2 QU3 XU

al variare di vy, v9 e v3 in V.

Osservazione 15.12. Vale che

VE = Sym*(V) @ A’V @ (5(2,1)(V))2
=S (V)® Sa1,y(V)® 5(2,1)(‘/’)2

Nel seguito vedremo che piu in generale vale

Osservazione 15.13 (Calcolo del carattere di S)(V') quando A = (d,0,0,...)). Per quanto visto

V®d — @SA(V)dimSA )
A

prima sappiamo che

Fissata una base vy, ...,v, di V, un conto permette di mostrare che Xgymd ) (T') & una funzione
polinomiale nei coefficienti della matrice che rappresenta T nella base scelta. L’idea e di sfruttare

S\ (V) = Sym?(V) .

questa proprieta per calcolare il carattere.

Restringiamo per un attimo I’attenzione gli elementi 7" € GI1(V') che siano diagonalizzabili. Per
., Un, tale che T' e D siano

ogni tale T" abbiamo che esiste un D € GI(V') diagonale nella base v1, ..

coniugati, e dato che i caratteri sono costanti sulle classi di coniugio vale

XSymd(V) (T) = XSymd(V) (D) :

Sia quindi D come sopra, allora per ogni 7 esiste un x; € C tale che

Dv; = z;v;
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Qn

quindi per ogni vettore della base canonica di Sym?(V'), ovvero un elemento della forma ot LLoogn,

con « sequenza della forma [(«) < n e |a| = d, abbiamo che

T(vft...ogm) = (To)™ ... (To,)*"

n

— 01,01 Qn ,O0n . .01 Qn Q1 Qn
=TV XU =TT U Uy

ovvero I'applicazione p(T'), associata dalla rappresentazione Symd(V) a T, & ancora diagonalizzabile
con base di autovettori data dai vettori della base canonica. In particolare ne segue che

lo|=d,l(a)<n
= hd(xla v 7xn)
dove hg era il d-esimo polinomio simmetrico completo e come sappiamo hg = p(e1,...,e,) per
un opportuno p € Z[Xi,...,X,]. In particolare come visto nell’esempio 9.7 per ogni matrice
A € Matcxy(n), avente autovalori 1, . .., ¥y, abbiamo che

61‘(')’1, CIEaE 7’)/71) = SZ(A) )

dove gli s; sono le funzioni polinomiali che associano ad ogni matrice A i coefficienti del suo
polinomio caratteristico. Questo ci dice che

XSymd(V)(D) = hg(x1,...,20)
=p(s1(D),...,sn(D))

per ogni applicazione diagonalizzata dalla base vy, ..., v,. Ovviamente vale I'uguaglianza analoga
anche nel caso di applicazioni diagonalizzabili, in quanto Xymd(v) ¢ invariante per coniugio.

Quindi Xgymd(v) € p(s1,...,8,) sono due funzioni polinomiali nei coefficienti delle matrici che
rappresentano le applicazioni lineari in G1(V'), che coincidono sulle matrici diagonalizzabili, che
ovviamente sono un denso in GI(V)* e quindi Xsymd(v) = p(s1,...,8,). In particolare per ogni
applicazione T € GI(V'), se v1, ..., v, sono gli autovalori di 7', abbiamo che

Xsymav)(T) = ha(y1, -, 7m) -

Esercizio 15.14. Trovare il carattere di A%V,

Soluzione. Anche in questo casso, fissata una base v1,...,v, di V, € possibile dimostrare che
il carattere Xa(y(D) ¢ un polinomio nelle componenti della matrice associata a D € GI(V') nella
base v1,...,Up.

Anche questa volta iniziamo a concentrarci prima sulle applicazioni diagonalizzabili. Per ogni
applicazione D € Gl(V) diagonalizzata dalla base {vi,...,v,}, e tale che Dv; = x;v; per ogni
1=1,...,n, abbiamo che

D(viy -+~ Avig) = (Dui) A= A (Duy,)

:xil...xidvilA"-/\md

4Per lo stesso motivo per cui le diagonalizzabili (non necessariamente invertibili) sono un denso in Matcxn, (n).
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dove possiamo supporre 11 < iz < --- < 34. Da quanto detto segue che

XAd(V)(D) = Z Tiy .. Tiy = eq(T1,..., %) ,
11 <-<tg

dove z1,...,x, sono gli autovalori di D, e quindi

Xpavy (D) = sa(D)

per ogni D diagonale. L’uguaglianza Xjany = sq vale ovviamente anche per tutte le applica-
zioni diagonalizzabili, perché X,a(y) ¢ invariante per coniugio. Quindi, per densita delle matrici
diagonalizzabili, ne segue che Xpa(y) = sq su tutte le applicazioni in G1(V). Da questo segue che

XAd(V) (T) = ed(’}/l, cee ,’Yn)

dove 71, ...,7, sono gli autovalori dell’applicazione lineare T € G1(V). O
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Capitolo 16

C|G]-moduli destri e caratteri degli
Sa(V)
Lezione 16 (05/05/2016)

16.1 Proprieta dei C[G]-moduli destri
Teorema 16.1. Se G ¢ un gruppo finito allora
C[G] = & Endc(W))

dove i W; sono le rappresentazioni irriducibili di G.

Osservazione 16.2. In particolare il teorema ci dice che C[G] = @, Mat,,, xn, (C), dove n; = dim W;.

Dimostrazione. Per quanto visto nel capitolo 1 sappiamo che ogni G-rappresentazione W e anche
un C[G]-modulo e quindi ad esso ¢ associato un omomorfismo C-algebre ¢: C[G] — Endc (W), dove
Endc (W) & la C-algebra degli endomorfismi C-lineari su W. In particolare per ogni G-rappresentazione
irriducibile W; abbiamo quindi il morfismo di C-algebre ¢;: C[G] — Endc(W;) e combinando questi
possiamo ottenere

¢: C[G] — @Endc(Wi)

(2

©(g) = (pi(9))i

che & ancora un omomorfismo di C-algebre.
Osserviamo che se h € C[G] & un elemento tale che

0= @(h) = (¢i(h)):
allora per ogni w; € W; abbiamo
hwi = wl(h)(wl) = 0

in particolare ne segue che per ogni C[G]-modulo, e quindi ogni G-rappresentazione, W abbiamo
che

hw = 0 per ogni w € W.

Prendendo W = C[G] otteniamo che
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Da questo segue che I'unico h € C[G] tale che ¢(h) =0 & h = 0, ovvero ¢ ¢ iniettivo.
Sappiamo che dim C[G] = 3", dim W2 e similmente

dim @ Endc¢ (W, Z dim End(W,

:Zdimwf.

Dunque ¢, essendo un morfismo di C-algebre, & un morfismo iniettivo, C-lineare, tra spazi della
medesima dimensione, quindi ¢ biettivo e quindi & un isomorfismo. O

Osservazione 16.3. Sia G gruppo finito, U un C[G]-modulo destro' e B = homg[U, U]>.

In particolare U ha una struttura di B-modulo sinistro e ’azione di B commuta con 'azione
destra di G.

Presa una decomposizione di U come C[G]-modulo destro®

v=u
abbiamo
B = homg[P U™, € U™ = @5 home (U™, U] .
i i ,J
Ma grazie al lemma di Schur parte 2 abbiamo
homg[U;™, U;-nj] = (homg|U;, Uj])™ "™
B (OULE= Maty,, xm,(C) sei=7j
o altrimenti

e quindi

B = homg[U, U] = @Matmzxml C) .

Proposizione 16.4. Sia U un C[G]-modulo destro di dimensione finita e B = homg|[U, U] allora
per ogni ¢ € C[G] abbiamo un isomorfismo di B-moduli.

U ®(C[G] (C[G]C =Uc.
Dimostrazione. Consideriamo il diagramma seguente

o cla
U ®cig CIG] — U @gie ClGle 299 U g ClE]

| I J»

U - Uc - > U

'Quindi non una rappresentazione di G, quelli sono i moduli sinistri.

2Qvviamente 1 € homg[U, U] significa che ¢ & C-lineare e che valga ¢ (ug) = ¥(u)g.

3Questa decomposizione esiste per argomenti di dualitd: un C[G]-modulo destro & la stessa cosa che un
C[G°P]-modulo sinistro, e quindi G°P-rappresentazione, dove G°P & il gruppo duale a G.
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dove « ¢ I'isomorfismo canonico U ®cjg) C[G] = U di C[G]-moduli destri e i & 'embedding di Ue
dentro U. Possiamo facilmente osservare che il morfismo

(c)oa=Bo(c)

¢ suriettivo, in quanto composizione di due morfismi suriettivi, e quindi anche S deve essere
suriettivo:

Impg D Im(-c)oa=Uc.
In maniera analoga osservando che
iof =ao(i®C[G])

e che ao (i ® C[G]) & iniettivo, in quanto composizione di morfismi iniettivi, ne segue che anche
deve essere iniettivo. Quindi 8 deve essere un isomorfismo. O

A breve vedremo un modo per costruire a partire da un C[G]-modulo destro U una famiglia
di homg[U, U]-moduli (sinistri) irriducibili, questo risultato ci servira per trovare una famiglia di
G1(V)-moduli irriducibili.

Prima di proseguire diamo alcuni risultati sugli anelli prodotto e gli anelli di matrici che ci
serviranno.

Osservazione 16.5. Sia data una famiglia finita di anelli unitari (A;);, non necessariamente com-
mutativi, e sia A = @), A; 'anello prodotto,* valgono le seguenti proprieta.

1. Per ogni ideale sinistro I dell’anello prodotto A = @, A; esiste una famiglia (I;);, dove I; &
un ideale sinistro di A; per ogni indice i, tale che I = &, I;.

2. 1l risultato appena enunciato vale anche nel caso degli ideali destri: se J € un ideale destro
di A = @p, A; allora esistono una famiglia (J;);, dove ogni J; ¢ un ideale destro di A;, tali
che J = J;.

3. Dati un ideale sinistro I = @, I; e un ideale destro J = @ J; di A = @, A; allora abbiamo
I'isomorfismo

J@AIgEB(-]ﬂ@AiIi) .

4. Ogni ideale sinistro I di A che sia irriducibile,” & generato da un elemento z = (x;) € A della
forma

{Osej;éz'
T =

r; € Ay per j =1
per un unico indice 4. Il risultato analogo vale per gli ideali destri irriducibili.

Di questi fatti non diamo una dimostrazione.

Osservazione 16.6. Sia A = Mat,,x,,(C) un anello di matrici e sia I C A un suo ideale sinistro
irriducibile, allora I ¢ generato da una matrice avente tutte le righe nulle tranne una sola, inoltre
ogni coppia di ideali sinistri cosi fatti sono isomorfi come A-moduli.

Se invece J C A e un ideale destro irriducibile allora J & generato da una matrice avete tutte le
colonne nulle tranne una. Anche in questo caso due qualsiasi ideali destri irriducibili sono isomorfi
ma come A-moduli destri.

4Ricordiamo che, per famiglie finite di anelli, prodotto diretto e somma diretta sono la stessa cosa.
SRicordiamo che ideali sinistri e sotto A-moduli sono la stessa cosa per un anello A.
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Dimostrazione. Sia I un ideale sinistro irriducibile, allora deve contenere una matrice M non nulla.
Per l'irriducibilita segue che

Matan(C)M - I

e dato che M # 0 deve avere almeno una riga non nulla. A meno di moltiplicare a sinistra per
delle matrici di permutazione possiamo supporre che M abbia non nulla la prima riga® a questo
punto possiamo considerare la matrice E data da

1 0 ... 0
1 0 O 0
El == .
0 0 0
e un conto ci mostra che
M,y
1 0
M = ETM = . ,
0

ovvero che M’ ¢ la matrice ottenuta da M azzerando tutte le righe tranne la prima.

Ovviamente M’ # 0 e Maty,x,(C)M’ C I & un sotto-ideale non banale. Per lirriducibilita di
I ne segue che I = Mat,x,(C)M’, ovvero I ¢ generato da M’ che & appunto una matrice avente
tutte le righe nulle tranne che la prima.

Dalle proprieta della matrici sappiamo che esiste almeno una matrice G € Gl,,(C) C Mat,, . (C)
tale che GY(M;) = ey, ovvero tale che la matrice G mandi il vettore corrispondente alla prima riga
di M nel vettore e;, dove ey € il primo vettore della base canonica, ovvero

Possiamo allora considerare l'isomorfismo di Maty, x,(C)-moduli sinistri

A AG

che moltiplica a destra per la trasposta di G. Non ¢ difficile che vedere che 'immagine tramite
questo isomorfismo del sotto-modulo I € I'ideale

I -'G = Maty (C)M''G

e dato che
M'G ={G'M)
=YGi(My) 0 ... 0)
=(e1 0 ... 0)=Ef

5Le matrici di permutazione sono unita di Matnxn(C) e quindi moltiplicare per essi non cambia 'ideale generato.
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questo ci dice che
I = Mat,,x,(C)E] ,

dove 'isomorfismo ¢ un isomorfismo di Mat,, «,,(C)-moduli sinistri. Questo prova che tutti i sotto-
moduli (ideali) sinistri di Mat,,x,, (C) irriducibili sono isomorfi a Mat,, x,, (C)E7.

In maniera del tutto analoga si prova il risultato per gli ideali/sotto-moduli destri, basta riper-
correre gli stessi passi fatti nella dimostrazione avendo cura di scambiare le moltiplicazioni sinistre
e destre. ]

Proposizione 16.7. Dato W un C[G]-modulo sinistro irriducibile e U un C[G]-modulo destro
irriducibile allora U @cjg) W € isomorfo a C oppure ¢ il modulo nullo.

Dimostrazione. Sia dunque U un C[G]-modulo destro irriducibile. Dall’ipotesi di irriducibilita
di W e U sappiamo che W e U sono isomorfi a dei sotto-moduli irriducibili, rispettivamente a
uno sinistro e uno destro, di C[G]. Inoltre sappiamo dal teorema 16.1 che vale I'isomorfismo di
C-algebre

C[G] = @D Matp, xn, (C)

dove n; sono le dimensioni dei sotto C[G]-moduli sinistri di C[G] (equivalentemente le rappresen-
tazioni irriducibili di G).

Mettendo quanto detto con le osservazioni 16.6 e 16.5 ne segue che W e U devono essere
isomorfi rispettivamente a un ideale sinistro irriducibile e a un ideale destro irriducibile di C[G], e
quindi abbiamo degli isomorfismi di C[G]-moduli sinistri e destri

WP U=

I 0 peri+#k 7= 0peri#l
o I peri=k%k f Jperi=1

dove I e 'unico (a meno di isomorfismo) sotto-modulo sinistro irriducibile di Mat,,, xn, (C) e J &
'unico sotto-modulo destro irriducibile di Maty, xn, (C).
Da quanto enunciato nell’osservazione 16.6 sappiamo che vale 'isomorfismo

U Qcig) W = (@ Ji) <delte] (@ Ii)
=P e I

dove M; = Mat,,, xn, (C).

E chiaro che se k # [ allora per ogni ¢ almeno uno tra I; e J; & un modulo nullo e quindi tutti
i prodotti tensori J; @y, I; sono nulli. Quindi nel caso k # [ abbiamo che U ®¢jg W = (0) che ha
dimensione 0.

Supponiamo ora che k = [ e quindi W = (0)* 1@ I a (0)" % e U = (0)*1 @ J @ (0)"F, allora

U e W =D (Ji o, 1)

= (0)" @ (J @ I) @ (0

Ricordiamo che per costruzione J e I sono isomorfi rispettivamente al sotto-modulo destro e
sinistro generati dalla matrice E11 € M}, = Maty, xn, (C). Da questo segue che J Q®cia L & isomorfo
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al sotto spazio di My ®pr, My generato dagli elementi della forma (E{A) ® (BE}) e restringendo
I'isomorfismo

A® B— AB

a J ®c|q) I otteniamo l'isomorfismo

J ®ciq) I = { E}ABE}: A, B € Maty, xn,(C) }
= { (AB)1,1E{: A, B € Maty, xn, (C) }
:{/\Ell:AEC}§(C

che prova che J ®c|g) I € uno spazio di dimensione 1, quindi irriducibile.
O

Osservazione 16.8. Dalla dimostrazione precedente segue che per ogni G-rappresentazione irridu-
cibile W esiste al pitt un unico C[G]-modulo destro U irriducibile tale che U ®cjg) W # (0): nello
specifico se

W= (0)"! e C[G|EL @ (0)"!

allora il C[G]-modulo in questione ¢

U= (0)"teElCGl e 0)"".

Osservazione 16.9. Osserviamo che se U ¢ un C[G]-modulo destro irriducibile allora per ogni n
naturale abbiamo la seguente catena di isomorfismi:

home[U™, U™ 2 homg|[U, U™ 2 €™ = Mat,xn(C) ,

dove i vari isomorfismi sono date dalle proprieta universali dei prodotti e delle somme dirette, oltre
che dal fatto che homg[U, U] = C per Schur.
Usando le definizioni di questi isomorfismi universali e facile vedere che I'isomorfismo

i: Maty,xn(C) — homg[U", U"|

¢ definito dalla seguente equazione:
uy > A
il |=]
Da teoremi generali sui moduli sappiamo che se W & un C[G]-modulo sinistro allora U™ ®¢jg W
¢ un B = homg[U", U™]-modulo sinistro con ’azione
Maty, xn(C) x U™ elle) W —U" Aca] w

uy > Avju;
Al P | ow= : Qw .
Un Zj An,juj
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Tramite I'isomorfismo U™ ®cig) W = (U ®cjg W)" otteniamo 'azione

Matyxn(C) X (U @cig) W)™ — (U ®cig) W)"

definita implicitamente dall’equazione
u ®w > Arju @ w
A- : = :
Up @ W Zj Apjuj @ w
Nel caso particolare in cui W sia un C[G]-modulo irriducibile sinistro e U @cig W # (0), quindi

U &cjg) W = C, allora possiamo osservare che, indicando u ® w un generatore di U ®@cg; W come
C-spazio vettoriale, ogni elemento di (U ®cjg W)" & della forma

AU Q w

)\n’U, ® w
per opportuni coefficienti A; € C e quindi I'azione di B = Mat,,x,(C) su (U ®@cjg) W)" diventa

A1u®w Zj Alyj)\ju®w
Al = :
At @ w Zj Apjdju® w
Usando I'isomorfismo

(U @cigg W) =C"
)\111, & w /\1

)\nu.® w )\n
lazione di Maty,x,(C) su (U ®cjg) W)™ passa all’azione
Mat,, x,(C) x C" — C"
A1 > A1
Al | = : )
An > AnA

cioe I'azione su C" data dalla moltiplicazione per matrice.

Rimettendo assieme tutti i passaggi visti questo ci dice che U" ®c(g W come B-modulo
¢ isomorfo a C", dove C" ¢ il naturale B-modulo con 'azione di B = Mat,x,(C) data dalla
moltiplicazione di matrice.

Teorema 16.10. Dato un C[G]|-modulo destro irriducibile U e una G-rappresentazione (ovvero un
C[G]-modulo sinistro) irriducibile, allora per ognin, U™ @cig) W € un B = homg[U", U"]-modulo
(sinistro) irriducibile oppure é nullo.

Dimostrazione. Da quanto detto nell’osservazione 16.9 segue che B 2 Mat,, x,(C) e che U QW
come B-modulo ¢ isomorfo a C" con l'azione di B = Mat,«,(C) data dalla moltiplicazione per
matrice.

Chiaramente C™ ¢ un B-modulo sinistro irriducibile: ogni suo sotto-modulo non banale deve
contenere tutti i vettori raggiungibili da un vettore non nullo tramite un’applicazione lineare,
quindi deve contenere tutti i vettori, ovvero deve essere tutto C™.

Grazie all’anzidetto isomorfismo segue che U™ @cjg W € un B-modulo irriducibile. O

187



Teorema 16.11. Sia U un C[G]|-modulo destro e W una C[G]-modulo sinistro irriducibile, allora,
posto B = homg([U,U], o U ®cig W ¢ il modulo nullo oppure é un B-modulo irriducibile.

Dimostrazione. Grazie ai teoremi di decomposizione sappiamo che esistono degli U; sotto C[G]-moduli
destri irriducibili di U tali che
U= @ur
i

per certi naturali n;.
In particolare per ogni componente U;", che & essenzialmente un sotto-C[G]-modulo destro di
U, esiste un ovvio omomorfismo’

homg(U, U] — homg[U;", U;"|
¢ el -

Tale omomorfismo da agli U;" la struttura di B-sotto-moduli di U.
A questo punto tensorizzando con W otteniamo

U @cie) W = (EB UZ“) Seie) W
=D U™ @i W -

Per quanto detto nell’osservazione 16.8 sappiamo che per al pit una componente U; si puo
avere che

Ui @cigg W # (0) .

Dato che abbiamo

Uscq W =@Urew
= P &cjg W)™

ne segue che:

e mel caso in cui U; ®cjg W = (0) per ogni componente irriducibile U; allora si ha
U &cig) W =(0) ;

« mel caso in cui invece esista un U; tale che U; @cjg) W # (0), e tale U; & unico per quanto
detto, allora si ha che

U @cig W = U™ @cig) W,

dove l’isomorfismo € un isomorfismo di B-moduli.

Osserviamo adesso che i B-sotto-moduli di U;" ®¢jg W sono tutti e soli i suoi homg[U;", U;"]-sotto-
moduli. Ma per il teorema precedente U;" ®cig) W ¢ una homg[U;*, U;*']-modulo irriducibile

e quindi & anche un B-modulo irriducibile.

Da quanto detto segue che o U @cjg W ¢ il B-modulo nullo oppure ¢ un B-modulo irriducibile.
O

"Questo segue dal fatto che o(U;"") C U per i motivi visti nella dimostrazione del teorema 2.19 sull’unicita
della decomposizione delle rappresentazioni.
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Proposizione 16.12. Nelle ipotesi della precedente proposizione, se W; = C[G|e¢; sono, al variare
di tutti gli i, tutti i C[G]-moduli sinistri irriducibili allora U 25 @,(U - ¢;)"™Wi in cui gli Uc;
sono B-moduli irriducibili.

Dimostrazione. Vale il seguente isomorfismo di B-moduli
Uu=U Xc[q) C[G]
d’altra parte
U &cjg) ClG] = U &g (@iWidimWi)

o~ @ (U elfe] Wi)dimWi

~ @(Uci)dimwi
i
I'ultimo isomorfismo segue dalla proposizione 16.4.
Dai teoremi precedenti sappiamo che i
(UCi)dimWi ~ (U ® VVZ)nZ

sono nulli oppure sono dei B-moduli irriducibili. Quindi la decomposizione data ¢ effettivamente
una decomposizione in B-moduli irriducibili.

O

Esempio 16.13. Sia G = Sy sia U = V®4, allora

Vel = @ (v,
A

o @ (S)\V)dim SA
A

)dimSA

dove S)\V € o un B-modulo irriducibile oppure 0.

16.2 Caratteri degli S)(V)

Teorema 16.14. Sia k = dim V' allora
1. per ogni g € GI(V) wvale Xg,(vy(9) = sx(z1,...,7k), dove gli x; sono gli auto-valori g;
2. se l(A\) >k allora S\(V) =0, sel(\) <k allora

dim Sy(V) = sx(1,1,1,...,1)
Dimostrazione. La cosa difficile & far vedere che effettivamente per ogni partizione A si ha che

Xs,(v)(9) = sa(z1,- .., @)

dove x1, ...,z sono gli autovalori di g € GI(V).
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Cominciamo con il ricordare che My = C[S,]R;", da questo segue che

VEIR, =2 V¥ g, My

- k
= V& acs, | DS
U=

= PVe! @cis,) Su)
H=A

= @ Su(V)P .

u=A

Dunque vale la seguente uguaglianza di caratteri:

XV®dR;L - Z k)\,u,XS#(V) .
H=A

D’altra parte abbiamo 'isomorfismo di G1(V')-moduli

V®dR;'_ ~ V®/\1R; R ® V®)\ZR?;
>~ Sym™M (V) ® - - - ® Sym™ (V)

dove [ = [(A).
Abbiamo gia visto nel capitolo precedente che

Xsymr(vy(9) = hi(z1, ..., o)

dove gli x; sono gli autovalori di g € GI(V). Questo ci permette di concludere che

Xyears (9) = Xgymr1 (v)(9) -+ Xsymae 1) (9)

:h,\l(:cl,...,xk)...h)\l(ajl,...,a:k)
= h)\(.%'l, . ,{L‘k)
= Z k)\,usu(xla c. ,:ck)
H=A
dove z1, ...,z sono gli autovalori di g € GI(V).

Dunque abbiamo che per ogni A vale 'uguaglianza

D kaaXs, 01)(9) = D kapsulan, - zr) - (16.1)

B [

Nel caso in cui A = (n,0,...) allora abbiamo che ky, # 0 solo quando 1 = A e quindi 'equazione
di sopra diventa

Xs,(v)(9) = sa(z1,. .., 2p) -

Altrimenti supponiamo induttivamente di aver provato per tutti i g > A che

Xs,v)(9) = su(@1,. .. 2K)
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dove gli x; sono come sempre gli autovalori di g € GI(V'). Allora abbiamo che

D X, (01)(9) = Eax Xsy(17)(9) + D kapsu(za, .., 2x)

Pz A 1 A

e quindi usando I’equazione 16.1 abbiamo che

Xs,(v)(9) + Z Exusu(x1, ... o) = sx(@, ..., 25) + Z Exusu(1, ..., o)
=X =X

che si semplifica a

Xs,(v)(9) = sx(x1, .- 21) -

Per induzione segue che Xg, (v)(g) = sa(¥1,...,2x) per ogni g € GI(V), dove z1,..., 7} sono
gli autovalori di g.

L’altro punto del teorema ¢ una banale conseguenza dell’uguaglianza provata. Cominciamo
con il caso k < I(A), allora sappiamo che s) = 0 e quindi S)(V') ha carattere nullo, che ¢ possibile
se e solo se S\(V) ¢ la rappresentazione nulla, ovvero

Supponiamo che k > [(\) allora

dim S,\(V) = X‘g/\(v) (1d)

=sx(1,...,1).
~———
k volte
O
Nel prossimo capitolo calcoleremo esplicitamente il valore di s)(1,...,1), e quindi il valore di

Prima di concludere il capitolo diamo il seguente enunciato, di cui non diamo una dimostrazione,
che mostra la piena importanza dei funtori di Schur nello studio dei G1(V')-moduli.

Enunciato. Tutte le rappresentazioni irriducibili di GI(V'), di dimensione finita, sono della forma

S)\(V) 0 S)\(V) ® det.
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Capitolo 17

Ultime proprieta sugli S)(V) e
decomposizione dei V%4 come

Gl(V)-rappresentazioni
Lezione 17 (09/05/2016)

17.1 Dimensione degli S)(V)

Teorema 17.1. Sia V un C-spazio vettoriale e k = dim V' allora

N
dim Sy(V) = sx(1, ..., 1):1‘[]2,_?‘7.
7<t

Se poniamo X; = X*~! allora abbiamo le seguenti uguaglianze di matrici
(X;\j+n_j)i’j _ (X(i‘l)(*j*”_j)i,j
= ((xAtn=d)i=L)y,
se poniamo Y; = X Ai+n=7 inoltre abbiamo
(XM= = (Y Ny

e quindi

det(X DD, 5 = det(V])iy = [[(vi - vp) = [J(xAFnr - xbined),

J<i J<t
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Da questo segue che
det X (i=1)(Aj+n—j)
sy(L X, xn1y = detX AT
det(X (i=1)(n=j))
Hj<i(X)\i+nfi _ X)\j‘i’nfj)
- Hj<i(Xn_i — Xn)
Hj<i X)\ri»’nfi(l _ X)\jf)\»rH;fj)
T, XN (XN Neimd 1)
a Hj<i(Xi7j -1)
Per calcolare sy (1, ..., 1) basta sfruttare la continuita dei polinomi, rispetto alla topologia Euclidea,
ottenendo che

sx(1,...,1) = )l(linl sx(1,X,..., X"

X LX)

a questo punto usando la regola di de I’Hopital & facile vedere che effettivamente

IL(—Xi+i—))
[L;<i(i—3)

sx(l,...,1) =

e usando il fatto che
dim SA(V) = Xs/\(v)(id) = S)\(l, ey 1)

segue la tesi.

17.2 Decomposizione di V*? come gl/(V)-modulo

Da quanto visto nel capitolo 16 sappiamo che vale la seguente proposizione.

Proposizione 17.2. Si ha il sequente isomorfismo di B-moduli, dove B = homg, [V®d, V®d],

Vel = (O 5, (v)dm s
A-d

Tuttavia vale un risultato piu forte: l’isomorfismo di sopra ¢ in verita un isomorfismo di
G1(V)-moduli. Per vedere questo risultato prima ci servira il seguente lemma.

Lemma 17.3. Dato B come sopra, esso é generato, come C-spazio vettoriale, dagli elementi della
forma ¢ ® -+ @ ¢ dove p € End(V').

Osservazione 17.4. In particolare, per B come sopra, abbiamo abbiamo I'embedding

End(V) — B

@ %7
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che dice che ogni B-modulo puo essere visto in modo naturale come End(V)-modulo,! e in maniera
analoga si vede che puo essere visto anche come Gl(V')-modulo.

Il lemma ci dice che un B-modulo M ¢ irriducibile se e solo se € un End(V')-modulo irriducibile,
e dato che GI(V') & denso in End(V') questo ci dice che M ¢ irriducibile come B-modulo (e quindi
come End(V)-modulo) se e solo se lo & come G1(V)-modulo.?

Non ci resta che provare il lemma.

Dimostrazione del lemma 17.3. Sia W uno spazio vettoriale di dimensione finita e sia wq,...,w,
una sua base.

Per dimostrare il nostro lemma ci serve prima il mostrare che Symd(W) e generato dagli
elementi della forma

w'=w-w

per fare cio useremo la cosiddetta tecnica del funzionale: faremo vedere che per ogni ¢ € (Symd(W))*

se p(w?) = 0 per ogni w € W allora ¢ = 0, da cui, per risultati generali di algebra lineare, segue
che

Symd(W) = (w: we W) .

Sia quindi ¢ € (Sym?(W))*. Per ogni famiglia di coefficienti 71, ...,y, € C, posto z = > Yiwi,
abbiamo

sviluppando il membro a sinistra si ottiene

p(z4) = w((z yiw;)?)

d! o
R | Qn Q1 Qn,
(p(éa all...ad!% S Yp Wy Wy

d

|

* o (0% (07 (6

E — 'go(wll...wn")yll...'yn".
o a1:...0n,:

Posto

! i
Q(Xy,...,Xy) = Z mﬂ“@m e Wa(k)) X

allora da quanto detto segue che per ogni (7y1,...,7,) € C™ si ha che

d! a1 « a1 (0%
Qs+ 7n) Z;MSD(% (D L T
= So(zd) =0,
quindi Q(X7,...,X,) = 0. Da questo segue che i coefficienti di @) devono essere tutti nulli, ovvero
d!

'Pit1 correttamente come un C[End(V)]-modulo.
2Vederemo questa cosa un pochino pitt in dettaglio dopo aver dimostrato il lemma.
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da cui segue che
ow .. wpm) =0.

Ma i wi* ... w4, al variare di « tra le sequenze con |a| = d e I(o) < n, formano una base di

Symd(W) e quindi questo ci dice che ¢ = 0. Questo prova che I'unico funzionale ¢ che si annulli
su tutti i vettori della forma z¢ ¢ il funzionale nullo e che quindi

Sym(W) = (w: w e W) .

Siamo ora pronti a dimostrare il lemma. Abbiamo che

B = homg, [V®?, V]
(hom[V®d, V@d])sd
(Vo) @ Ve
((V*)®d ® V®d)Sd

(V' @ V)=

= (homl[V, V]*%)%
=~ Sym¢(hom[V, V]) ,

i1 1R

I

dove gli isomorfismi sono quelli noti di Sg-moduli. Seguendo esplicitamente questi isomorfismi,
ovvero tramite conti, si riesce a far vedere che I’omomorfismo

¢ ® - ®p € homg, [V, V)
viene mandato in
©? € Sym?(hom[V, V]) .

Dato che i ¢¢ sono dei generatori di Sym?(hom[V,V]), per quanto visto prima, ne segue che i
©® -+ ® ¢ generano homg, [V, V4| come C-spazi vettoriale. O

Teorema 17.5. Dal lemma seque che la decomposizione
V®d ~ @ S}\(V)dimSA )
Ad

é una decomposizione in componenti irriducibili di GL(V')-moduli.
Dimostrazione. 1l teorema richiede essenzialmente di provare due cose:
1. che gli Sx\(V) sono dei G1(V)-moduli irriducibili
2. che 'isomorfismo dato sia un isomorfismo di G1(V')-moduli.

Iniziamo con I'osservare che la struttura di G1(V')-moduli su V% e sui S)(V) & quella indotta
dall’omomorfismo di gruppi

r: GI(V) — hom[V®4, V&i* = p*
P PR Ry,

dove B* ¢ il gruppo delle unita di B, non il duale. Tale omomorfismo estende come ben sappiamo
a un omomorfismo di C-algebre

7: C[GL(V)] — B

che, essendo un applicazione lineare tra spazi vettoriali finito dimensionali, risulta anche essere
continuo per le ovvie topologie Euclidee sui i relativi C-spazi.

In particolare la chiusura di Im 7 contiene 'insieme degli elementi della forma ¢ ® --- ® ¢ al
variare di ¢ € End(V) e per il lemma 17.3 questi formano un sistema di generatori per B. Dunque
7 ha immagine densa in B, ovvero la chiusura di Im# ¢ tutto B, e questo ci dice due cose:
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1. ogni applicazione lineare tra due B-moduli & un omomorfismo di B-moduli se e solo se & un

omomorfismo di Gl(V)-rappresentazioni®

2. (banale conseguenza di quanto sopra) un sotto-spazio vettoriale di un B-modulo ¢ un B-sotto-
modulo se e solo se & una sotto-G1(V)-rappresentazione.*

Da quanto detto segue che:

1. gli S\(V) sono Gl(V)-moduli irriducibili, infatti non hanno sotto-B-moduli non banali e
quindi non hanno neppure sotto-Gl(V')-rappresentazioni non banali

2. l’isomorfismo noto

Ad

¢ un isomorfismo di G1(V')-moduli

che & appunto quello che volevamo dimostrare. ]

Le costruzioni sin qui fatte si possono fare in modo uguale per SL(V') e altri gruppi lineari noti.
Si puo dimostrare il seguente teorema.

Teorema (di Weyl). Ogni rappresentazione di dimensione finita di GI(V') o SL(V') si spezza come
somma diretta di rappresentaziont irriducibili.

Tuttavia noi non daremo una dimostrazione di questo teorema ma ci accontentiamo di enun-
ciarlo.

FEsercizio 17.6. Calcolare S)V ® S,V visti come GI(V')-moduli.

Soluzione. Posto n = |A| e m = |u| allora abbiamo che

S\V®S, V2V, @ V¥,
o~ (V®n ® V®m) @ Cu

dove gli isomorfismi sono di S;, x Sp,-moduli. A questo punto dato che ¢y x ¢, ¢ un elemento di
C[Syn x Sm] = C[Sp+m] sappiamo che esiste un ¢ € C[Sy, ] tale che ¢y ® ¢, = ¢, e quindi

S\V @ 8,V = VEntme,

Cerchiamo una formula del tipo

Xs\V@s,w = ZNK,MXSVV :

Noi sappiamo che per la formula di Littlewood-Richardson sys, = cX uSv € Xsy (v) (9) = salm,- .-
per ogni g € GI(V) i cui autovalori siano 1, ..., 7v,. Quindi abbiamo

X5, (V)@5,(v)(9) = X, () (9)Xs, vy (9) = sa(15 -+ s ) su(V15 -5 )

e quindi

XS)\(V)®SM(V) (g) = Z CK,uSV(717 s 7'771)

=> & Xs,0n(9)

che appunto ci da la formula cercata. O

311 solo se segue dal fatto che I’azione di G1(V) & indotta dall’lomomorfismo r, mentre il se segue dal fatto che
Im# & denso in B.

4Ricordiamo che per un anello unitario A e due A-moduli M e N, con N C M, N & un A-sotto-modulo di M se
e solo se 'immersione ¢ A-lineare.
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Osservazione 17.7. Ricordiamo che Sy C M)y, dove M) & la sotto-rappresentazione di C[S,,] gene-
rata dagli elementi della forma {t} = R;t e S) & la sotto-rappresentazione generata dagli elementi
della forma e; dove e; = Cy {t}.
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Capitolo 18

Basi di §) e una breve introduzione ai
gruppi di riflessione
Lezione 18 (16/05/2016)

18.1 Un lungo esercizio: il calcolo di una base per S,

Nella prima parte di questo capitolo cercheremo di provare il seguente teorema.

Teorema 18.1. Glie; cont tableau standard' danno una base di Sy: ovvero, posto t un \-tableau,
gli elementi della forma C; RT, al variare di ~y tra i tableau standard di forma X\, sono una base

Yoy
di C[S,|Cy Ry .

Prima di passare alla dimostrazione del teorema ci serviranno alcune osservazioni e dei lemmi.
Richiamiamo una definizione gia vista in precedenza.

Definizione. Una serie di composizione di n ¢ una successione di naturali v = (v,), che sia
definitivamente nulla, ovvero 65, = 0 per ogni k maggiore di un certo n, e tale che ). v; = n.

Esempio 18.2. Le seguenti sono composizioni di 6: (1,3,2,0,...) ma anche (1,0,3,2,0,...).

Definizione 18.3. Sulle composizioni si estende [’ordine di dominanza definito per le partizioni:
presi v = (71,---,7,0,...) e 0 = (01,...,05,0,...) allora v = 6 se e solo se per ogni i vale

22:1 gl 22:1 Oc.
Osservazione 18.4. 1l () & effettivamente un ordinamento sulle serie di composizione:

e banalmente vale 6 < 6,

e se <y e~ =0 allora per definizione questo vuol dire che per ogni k si ha

k k k
D Oi<> w<> b
i=1 i=1 i=1

da cui segue che

k k
Z 0; = Z Vi
i—1 =1

e con una facile induzione si fa vedere che quindi 6, = y; per ogni k, ovvero che 6 = ~;

'Ricordiamo che un tableau standard & un tableau in cui gli elementi sono disposti in modo tale da essere crescenti
su ogni riga e su ogni colonna.
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e infine se §# < v e v < n allora questo vuol dire che per ogni k

e quindi per transitivita

k k
D i< m
i=1 i=1
che appunto prova che 6 < .

Ricordiamo che nell’osservazione 6.16 avevamo dato una caratterizzazione dei tabloid come
delle famiglie di insiemi, nel dettaglio avevamo detto che dato un tableau t il tabloid ad esso
associato {t} puo essere identificato con la famiglia (T}); di sotto-insiemi di {1,...,n} definita
come

Tk = {th: j S )\2} .
In quello che segue dovremmo considerare una generalizzazione di questa nozione.

Definizione 18.5. Data una partizione A chiameremo A-tabloid parziali le famiglie (T}) di sotto-
insiemi di {1,...,|\|}, che soddisfino le seguenti condizioni:

e per ogni coppia i # j si deve avere T; NT; = ()
o per ogni ¢ deve valere |T;| < A,.

In generale per rappresentare i tabloid parziali useremo lo stesso tipo di diagramma usati per i
tabloid normali, con la differenza che in questo caso non abbiamo piu garanzia che le righe di tali
diagrammi siano di lunghezza decrescente.

Osservazione 18.6. Dal fatto che una partizione A ¢ definitivamente nulla segue che per ogni tabloid
parziale (T),), esiste un n tale che T = () per ogni k > n.

Osservazione 18.7. Ovviamente tutti i A-tabloid sono dei A-tabloid parziali. D’altra parte ogni
A-tabloid puo essere pensato come un A-tabloid a cui siano stati rimossi degli elementi.

Prima di procedere proviamo a vedere qualche esempio di tabloid parziale.

Esempio 18.8. Sia A = (4,3,1,0,...) i seguenti sono tutti dei A-tabloid parziali

({2,3),{1,4,8},{6}.0,...)= 2 3
1 4 8
6

({1},{2,3,4},0,...)= ~

2 3 4
(@,{1,2,3}7{4},0), .. ) =

1 2 3

4

Ci teniamo a far osservare come in alcuni casi i tabloid parziali possano anche avere delle righe
vuote, come nel caso dell’ultimo esempio mostrato.
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Definizione 18.9. Dato un tabloid parziale T' = (T},) chiameremo serie di composizione associata
a T la serie di composizione (6,,) tale che per ogni n si abbia 6,, = |T,|.

Definizione 18.10. Supponiamo che {t} sia un tabloid di forma A - n. Per ogni indice k =
1,...,n indichiamo con {t}* il tabloid parziale ottenuto da {t} rimuovendo tutti gli elementi
maggiori strettamente di k, ovvero {t}* = (7}); con

2 4 . Allora
1 3

Esempio 18.11. Prendiamo per esempio {t} =

e = 2
1 T

=2 W==_2
1 3 1

S

w

Definizione 18.12. Siano {t} e {s} due tabloid e siano ({t}*); e ({s}*)) le successioni di tabloid
parziali associate ad essi. Posto di indicare con 6 la serie di composizione associata a {t}* e con
7* la serie di composizione associata a {s}*, diremo che {t} domina {s}, e scriveremo {s} < {t}
se per ogni k si ha v* < 6%,

Osservazione 18.13. La dominanza tra tabloid definisce un ordinamento sui tabloid, infatti
o ¢ banale vedere che {t} < {t};

o se {t} =< {s} e {s} < {t} questo vuol dire che per ogni i si deve avere #° = +*, dove 6 & la
serie di composizione di {t}* mentre +* & quella di {s}?, in particolare con un induzione si fa
vedere che da questo segue che {t}' = {s}' per ogni i e che quindi {¢t} = {s};

e se {t} = {s} e {s} = {u} allora, posto di indicare con (6);, (7%); e (n'); le famiglie di serie
di composizione associate ai tre tabloid, abbiamo che per ogni %

0" <y =<',

e dunque, per la transitivita del raffinamento su serie di composizione, da questo segue che
0" < n" per ogni i, ovvero che {t} < {u}.

Lemma 18.14 (Di dominanza per i tabloid). Se k <1 e k appare in una riga pit in alto di quella
di 1 in {t} (ovvero lindice di riga di k ¢ minore di quello dil) allora (k,1){t} < {t}*.

Dimostrazione. Chiaramente (k,1){t} = {(k,1)t} e {t} sono due tabloid diversi, quindi per provare
che {(k,1)t} < {t} ci basta solo provare che {(k,l)t} =< {t}. Quindi dobbiamo provare che le
successioni di serie di composizione (6%); e (7%); associate rispettivamente a {t} e (k,1){t} = {(k, ()t}
sono tali che v¢ < 6% per ogni 1.

Prima di cominciare chiamiamo ¢; e i3 le righe in cui rispettivamente k e | compaiono in {t}.
Per I'ipotesi che k stia in una riga superiore a quella di [ ne segue che deve essere i1 < 5.

A questo punto osserviamo che

e perognii < ki tabloid parziali {t} e {(k,1)t}’ sono uguali e quindi vale I'uguaglianza v’ =
tra le loro serie di composizione;

2Dove (k,1) ¢ la trasposizione.
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e per k <i < 11itabloid {t}* e {(k,1)t}* differiscono solo per la posizione dell’elemento k che
in {t}* compare nella riga i; mentre in {(k,1)t}* compare nella riga is, questo fa si che

Vi, Per m # iy, io
0., =<~ +1perm=i;
Al —1 per m = ig

e quindi facendo il conto si vede che 7% < 6;

o infine per i > [ i due tabloid {t}* e {(k,)t}’ differiscono solo per lo scambio di k e [, in
particolare tutte le righe hanno lo stesso numero di elementi, quindi anche in questo caso
,y'L — 91‘

Riassumendo quanto fin qui detto abbiamo che 4 < €% per ogni i e quindi per definizione
(k,D){t} 2 {t}, ovvero la tesi. O

Definizione 18.15. Sia v = ), ¢;{t;} un generico elemento di M. Diremo che {¢;} appare in v
se ¢; # 0.

Proposizione 18.16. Se t ¢ un tableau standard allora per ogni permutazione w € C; vale

{mt} < {t}.

Dimostrazione. Per provare la nostra tesi sfruttiamo il fatto che ogni w# € C} si puo fattorizzare
come prodotto di trasposizioni che agiscono colonna per colonna su ¢ e procediamo per induzione
sulla lunghezza k di tale fattorizzazione.

Se k = 0 allora 7 ¢ l'identita e quindi 7{t} =< {t}. Supponiamo che la tesi valga per le
permutazioni che si fattorizzano con meno k trasposizioni e sia w € C; una permutazione che si
fattorizzi come prodotto di k trasposizioni in Cy. Per proprieta dei gruppi di permutazione non ¢
restrittivo supporre che m = (k,l) o’ dove k < [ e k compare in una riga superiore rispetto a [ nel
tableau 7't. A questo punto abbiamo che

o per ipotesi induttiva 7'{t} < {t}
o per il lemma di dominanza per tabloid (k,l) o «'{t} < «'{t}
da questo segue che
m{t} = (k1) o' {t} < {t} .
Per induzione segue la tesi. O

Lemma 18.17. Siano vi,...,vy, elementi di M,, e supponiamo che per ogni v; possiamo scegliere
un tabloid {t;} che appare in v; e tale che

e {t;} é massimo tra i tabloid che appaiono in v;
e i {t;} siano distinti tra loro.
Allora i v1,...,v, sono linearmente indipendenti.

Dimostrazione. L’idea e di procedere per induzione su m.

Ovviamente la tesi € vera a vuoto per m = 1: ogni vettore non nullo & linearmente indipendente
e v1 € non nullo dato che ci compaiono dei tabloid.

Supponiamo che la tesi sia vera per famiglie di m — 1 vettori che soddisfino le ipotesi del
teorema. A meno di permutazioni degli indici dei v; possiamo supporre che {t;} sia un tabloid
massimale tra i {¢;}. Supponiamo di avere una combinazione lineare della forma

cavi+ -+ ey, =0 .
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Cominciamo con 'osservare che {¢;} pud comparire solo in v1: per ogni altro i, se per assurdo
dovesse comparire {t1} in v; allora, per la prima ipotesi sui {t;}, si dovrebbe avere {t1} < {t;},
quindi per 'ipotesi di massimalita di {¢;} si dovrebbe anche avere {t;} = {1}, che pero va contro la
seconda ipotesi del teorema (che i {t;} siano distinti), siamo giunti quindi ad un assurdo dobbiamo
concludere che {t1} pud comparire solo in v;.

Dall’osservazione appena fatta, e dal fatto che i tabloid sono una base per M, segue che {1}
compare in ZZ ¢;v; con coefficiente ¢1, e dato che per costruzione ZZ c;v; = 0 ne segue che ¢; = 0.

A questo punto abbiamo quindi che

m
E C;U; = 0
=2

e una combinazione lineare nulla di m — 1 vettori che verificano le ipotesi del teorema, quindi per
ipotesi induttiva ne segue che per ogni ¢ > 2 si deve avere ¢; = 0. Questo appunto prova che i v;
sono linearmente indipendenti.

Per induzione segue la tesi. O

Teorema 18.18. Per ogni partizione A i politableau e¢, al variare di t tra i tableau standard,
formano una base di S).

Dimostrazione. Non ¢ difficile provare che se ¢ e t3 sono due A tableau standard e distinti allora
{t1} e {t2} sono distinti. Inoltre grazie all’ipotesi di essere standard dalla proposizione 18.16
abbiamo che per ogni ¢ il tabloid {¢} domina ogni altro tabloid che appaia in e;.

Dunque la famiglia degli (e;);, con i ¢ tableau standard, verifica le ipotesi del lemma 18.17 e
quindi gli e; sono indipendenti.

Un conto di combinatoria ci mostra che i tableau standard sono proprio pari a dim Sy, e quindi
gli e; formano una base di S perché sono linearmente indipendenti e nel numero giusto. O

18.2 Gruppi di riflessioni (complesse)

Definizione 18.19. Dato V un C-spazio vettoriale un s € GI(V') & detta essere una riflessione se
ha ordine finito e se i suoi punti fissi formano un iperpiano.

Osservazione 18.20. Per la definizione segue che se s € una riflessione allora per un opportuna base
si puo mettere nella forma

¢

dove ¢ & una radice r-esima dell’unita, con r pari all’ordine di s.

Piu nel dettaglio abbiamo che per ipotesi esiste un r naturale tale che s” = id. Da questo segue
che il polinomio minimo di s divide " — 1, e dato che questo polinomio non ha radici multiple
(per il criterio della derivata) questo ci dice che s ¢ diagonalizzabile. A questo punto per ipotesi
sappiamo che dimker(s —id) =n — 1, dove n = dim V, e quindi e chiaro s ha un altro autovalore
¢, ovvero s puo essere messa nella forma indicata sopra.

Il fatto che ( sia una radice r-esima dell’'unita segue dal fatto che s” = id e quindi deve valere
I'uguaglianza matriciale

T

1 1
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Definizione 18.21. Sia V' C-spazio vettoriale allora G < GI(V') & un complez-reflezion-group(CRG),
piu brevemente detto gruppo di riflessioni, se ¢ finito e generato da riflessioni.

Osservazione 18.22. E possibile classificare tutti i gruppi di riflessione, tale classificazione & stata
fatta nel 1944 da Shepard e Todd. Per ogni CRG G si ha una delle seguenti possibilita:

e 0G=G(r,p,n)conr,pneNep|r
e oppure G ¢ uno dei cosiddetti 34-casi eccezionali.
Con G(r,p,n) viene indicato il prodotto semi-diretto H x, S,, dove
H={("....,¢¢"):Yia; =0 modp} C(C")"
e l'azione di S,, su H & data dall’omomorfismo
w: S, — Aut(H)
P(@)(GH -, G = (67 )

Esempio 18.23. Nel caso p = 1 G(r,1,n) = Z x S, che & scritto anche come Z,}S,, e in questo
caso si parla di wreath product® di Z, con S,,.

Esempio 18.24. Un altra famiglia di gruppi interessanti ¢ data dai gruppi G(2,1,n) detti gruppi
iperottaedrali, tali gruppi sono gruppi di riflessioni che fissano degli ipercubi, da cui il nome. In
generale si usa indicare con B, il gruppo G(2,1,n).

Osservazione 18.25. Ogni G(r,p,n) si pud anche vedere come un sotto-gruppo di GI(C") i cui
elementi sono le applicazioni lineari g(e, o), parametrizzate dai o € Sy, e e: {1,...,n} — C, (dove
C, ¢ il sotto-gruppo moltiplicativo di C* generato da (), definite dalla seguente equazione:

g(e,0)e; = €(i)ey;

Ci teniamo a precisare che i g(e, o) sono tutti gli elementi di G(r,p,n), non solo le riflessioni.
Nello specifico un conto mostra che per una coppia (€1,01) e (€2,02)

(9(e1,01) 0 g(e2, 02))e; = gle1, 01)(€2(i)eqy (i)
= €1(02 (i))e(dlom)(i)

e quindi, identificando ogni ¢; con la tupla (€;(1),...,¢;(n)) € H, questo di dice che

g(e1,01) o g(e2,02) = g((e1,01) - (€2,02))

dove il (-) del secondo membro rappresenta la composizione del gruppo H x S,: in sostanza
abbiamo appena fatto vedere che

g: Hx S, — GI(C")

¢ un omomorfismo di gruppi, non & difficile vedere che & iniettivo.
Non ¢ difficile trovare le riflessioni che generano questo gruppo, si tratta di tutte le riflessioni
che fissano i piani della forma

H={X;,=0}
o della forma

Hij={X;—C°X; =0} .

3Per chi fosse interessato alla teoria generale dei wreath product (G™ x S, = G}S,) la pud trovare in [ ], la
teoria € simile a quella delle funzioni simmetriche.
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Nel seguito supponiamo di aver fissato un V' spazio vettoriale su C (anche se quello che diremo
vale piu in generale su ogni campo K con char(K) = 0).

Notazione. Prendiamo S(V*) = Sym(V*), dove

Sym(W) = P Sym" (W) ,
k

tale spazio vettoriale ha naturale struttura di K-algebra graduata, con prodotto commutativo.
L’algebra Sym(W) e caratterizzabile come il quoziente della C-algebra (non commutativa)
T(W) =@, W per le relazioni commutativitd. In particolare se dim¢ W = n allora S(W*) =
ClX1,..., Xy
Sia G un gruppo che agisce in modo lineare su V', ovvero V' & una G-rappresentazione. Allora
sappiamo che G agisce anche su V*, con ’azione vista nel capitolo 2, e questa azione induce su
Sym(V*) = S(V*) la struttura di G-rappresentazione descritta dalla seguente equazione

g(s1---sn) =s1(g7" =) .. snlg =)

dove sp - -+ s, € un generico generatore di S(V*).
Per non appesantire troppo la notazione denoteremo con S l’algebra S(V™*).

Definizione 18.26. Nelle notazioni di sopra si indica con S lo spazio degli elementi G-invarianti
in S, ovvero I'insieme degli elementi s € S tali che per ogni g € G valga gs = s.

Esempio 18.27. Se G = S, ¢ S = Sym(C") = Sym(C™*) allora S ¢ lo spazio dei polinomi
simmetrici in n-variabili, ovvero Cley, ..., e,] con gli e; polinomi simmetrici elementari.

Esempio 18.28. Se G = B,, = (Z§ x S,) su R™ allora S = R[X}, ..., X,] e posto

S 2: 2 2
67:— xll.:U,Lk

1<ip << <n

allora S¢ = K[ey, ..., &)

Pit in generale vale il seguente teorema.

Teorema (Chevalley-Shepard-Todd). Sia V' una G-rappresentazione, con G < GlI(V') sotto-gruppo
finito, allora sono equivalenti i sequenti tre fatti

1. R= S(V*)% ¢ una C-algebra di polinomi
2. S(V*) é un R-modulo libero
3. G e un gruppo finito generato da riflessioni.

Esempio 18.29. Come contro-esempio per vedere che se non vale 3 non vale 1 possiamo considerare
V =C?e G =7Zy = {id, —id}. Allora S non & un’algebra di polinomi.
Infatti S¢ = C[22, 4% @ (x,y)C[z2,3?] che non puo essere generato polinomialmente.
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Capitolo 19

Il teorema di Chevalley Shepard Todd
Lezione 19 (19/05/2016)

Richiamiamo il seguente teorema, gia enunciato precedentemente.

Teorema 19.1 (Chevalley-Shepard-Todd). Sia V' una G-rappresentazione, con G < GL(V) e G
finito, allora sono equivalenti i sequenti tre fatti

1. R=S(V*)% ¢ una C-algebra di polinomi
2. S(V*) é un R-modulo libero
3. G ¢ un gruppo finito generato da riflessioni.

Nel seguito dimostreremo una delle implicazioni del teorema, nello specifico la (3) = (1).

Invece di fare la dimostrazione in un unico blocco la spezzeremo in una serie di lemmi che tutti
assieme proveranno l'implicazione a cui siamo interessati.

Nel seguito denoteremo con R, l'ideale ker vg N R dove vg € 'omomorfismo di valutazione in 0,

Vo: S(V*) :(C[Xl,...,Xn] — C

v(p) = p(0)
e quindi
R, ={peR:p(0)=0} .
Siano {fi,..., fr} € R4+ un insieme minimale di generatori omogenei per SR, l'estensione di

R4 in S, quello che faremo vedere € che questo costituisce un insieme di generatori algebricamente
indipendenti per R.

Proposizione 19.2. Dato {f1,..., fr} € Ry, un insieme di generatori omogenei per SR, allora

R:C[flv"'vfr]-

Dimostrazione. Vogliamo far vedere che per ogni f € R esiste un h € C[X,...,X,] tale che
f =h(f1,..., fr). Per farlo cominciamo a provarlo per gli f che siano omogenei, procedendo per
induzione sul grado di f.

Sia dunque f € R un polinomio omogeneo. Se f = 0 o deg f = 0 allora f € C e quindi
chiaramente f € C[fy,..., fr].

Supponiamo adesso che f sia un polinomio omogeneo con deg f > 0 e supponiamo inoltre,
come ipotesi induttiva, che per ogni polinomio g € R omogeneo di grado strettamente minore di
deg f si abbia che g € C[fy,..., fr].
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Dato che f ha grado strettamente maggiore di 0 ed ¢ omogeneo chiaramente si ha f(0) =0 e
quindi f € kervg N R = Ry. Quanto detto implica che f € SRy e quindi esistono g1,...,g9, € S
tali che

f :Zgifi ,

inoltre per I'omogeneita di f e degli f; possiamo supporre che anche i g; siano omogenei, di gradi
rispettivamente deg f — deg f;, o zero per quegli indici ¢ per cui deg f < deg f;.
A questo punto usiamo lipotesi di G-invarianza di f e degli f;,

1
\G\ ng =1al > 9> aif)

geqG geG 7
=@ Z > (99:)(gfi)
geG 1

> L
dato che ’azione di g preserva I’omogeneita abbiamo che chiaramente gli elementi

~ deG ggl
gi 7’G|

sono tutti omogenei (perché combinazioni lineare dei gg; che sono tutti omogenei di grado deg g;)
e sono G-invarianti (gli elementi di G agiscono sui g; permutando i termini della somma 3/ gg;).
Dunque abbiamo che

f= Zgifi

dove i g; sono polinomi omogenei G-invarianti che sono nulli oppure hanno grado pari a deg g;, che
ricordiamo essere pari a deg f — deg f;, quindi strettamente minore di deg f.
Per ipotesi induttiva allora abbiamo g; € C[f1,..., f;] per ogni i e quindi abbiamo anche che

fzzgifi eClfr,..-, fr] -

Per induzione segue che per ogni f € R che sia omogeneo si deve avere che f € C[f1,..., fr] C
R.

Per f € R polinomio generico invece, detta f =" f (") la sua decomposizione in componenti
omogenee, dove quindi ogni f(") ¢ la componente omogenea di grado r di f, abbiamo che gli
f) e R e quindi per quanto appena dimostrato f(") e C[fi1,.--, fr], da questo concludiamo che
anche f ¢ in C[f1,..., fr].

O

Osservazione 19.3. Notiamo che la proposizione 19.2 ci dice che R = C[fy, ..., f;] ovvero che R ¢
un algebra finitamente generata su C. Resta da far vedere che si possono trovare dei generatori
algebricamente indipendenti.

Per trovare il nostro sistema di polinomi algebricamente indipendenti ci serviranno alcuni
lemmi.
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Lemma 19.4. Dato un polinomio f € C[X1,...,X,] e un polinomio lineare | € C[Xy,..., X,]
tali che

VIl)={zeC": l(z)=0} C{xzeC": flx) =0} =V(f),
allora esiste un polinomio h € C[X1,...,X,] tale che f = lh.

Dimostrazione. A meno di permutazioni nelle variabili possiamo supporre che in [ compaia la
variabile X, ovvero che degy (1) > 0.! Dalle proprieta dei polinomi sappiamo che esistono
heC[Xy,..., X, ereC[Xy,...,X,_1] tali che

f=hl+r.

Dobbiamo far vedere che r = 0.
Supponiamo per assurdo che r # 0 allora, per il principio di identitd dei polinomi, esistono
Z1,...,2n—1 € C tali che

(21, y2n-1) #0 .
D’altra parte Palgebra lineare ci dice che esiste un (unico) z, € C tale che
l(z1,...,2n) =0,

e quindi posto z = (z1,..., z,) avremmo che

ma da una parte

T(Z) = T(Zb R Zn—l) ?é 0

mentre dall’altra, dato che z € V(1) C V(f), si dovrebbe avere

flz)=0.
Siamo dunque giunti ad un assurdo, dobbiamo concludere che r = 0 e che quindi f = [h.
O
Lemma 19.5. Siano g1,...,9, € R un insieme di polinomi omogenei tali che g1 & S(ga,.-.,9r),
ovvero g1 non sta nell’ideale generato dagli altri g;, e supponiamo inoltre che esistano ai,...,a, € S

tali che

> aigi=0
allora a; € SR

Dimostrazione. Per cominciare restringiamoci al caso in cui gli a; siano omogenei.
Abbiamo due possibilita:

e a1 & una costante;

e a1 € un polinomio di grado diverso da 0.

% in particolare si deve avere deg x, (1) = 1, visto che [ ¢ lineare.
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Nel primo caso o a; = 0 e quindi sta in SRy oppure a; € C* e in tal caso si avrebbe

,
-1
g1 = E aq Q;g; ,
i=2

e quindi g; € S(g2, ..., gr), contro l'ipotesi del teorema.
Passiamo al secondo caso e procediamo per induzione. Supponiamo che per ogni polinomio a}
omogeneo con dega) < dega; e tale che esistano a) per cui

Za;gi =0
i

si abbia che @] € SR4. Ricordiamo che G & un gruppo generato da delle riflessioni
che per ogni riflessione s € G possiamo trovare un polinomio lineare [; € S tale che

2 e sappiamo

V(i) ={2zeC" l5(z) =0} ={zeC": sz =a} =ker(s —1id) .
Per ogni a; abbiamo che, preso x € V (I;), si ha
(sa; — a;)(z) = sa;(z) — a;i(x) = a;(s 'x) — a;(z) = ai(x) —a;(z) =0,

quindi in particolare V() € V((sa;) — a;). Dal lemma 19.4 allora abbiamo che esistono degli h?,
che possiamo supporre omogenei, tali che

sa; — a; = lghj
e quindi per ogni ¢
sa; = a; + lsh .

Da quanto detto segue che

()

=D _(sai)(s1)

- zl:(sai)gi (gi € R = S(V*)C per ogni i)
= i (ai + Ushi) gi

= Zl: aigi+ Y _lshigi

0
- lszhfgl 5
7

e dato che questa uguaglianza vale nel dominio C[X1,..., X,], e che [5 non ¢ un polinomio nullo,
otteniamo che

thgizo-

2Questo & il punto chiave dove si usa lipotesi che G & un gruppo di riflessioni.
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A questo punto per ipotesi induttiva sappiamo che per ogni s riflessione h{ € SR, e quindi per
ogni riflessione s

sa; —ay = lsh; € SRy .
Supponiamo che per ogni stringa di lunghezza n di riflessioni (si,...,s,) in G si abbia che
$1...8,a1 —ay € SRy,
allora per una stringa di riflessioni (sg, s1, ..., $,) abbiamo che
S1...8,01 —a1 € SRy sopar — a1 € SRy
usando il fatto che SRy & G invariante®
8081 - .- Spa1 — Spa1 = So(s1-..Spa1 —ay) € SRy
da cui segue che
S081...85p,a1 — a1 = $09S1...8p,01 — SpA1 + Spa1 — a1 € SR+ .

Per induzione segue che sj...spa1 — a3 € SR per ogni stringa (si,...,sy) di riflessioni, ovvero
che per ogni s € G abbiamo che sa; — a; € SR. Da questo possiamo dedurre che

Z sa; — |Glay = Z(Sal —ay) € SRy

seG seG

e quindi che

a + SRy = — > say + SRy

1
|G| seG

a questo punto dato che a; € omogeneo di grado strettamente positivo, e quindi lo sono anche degli
saq, otteniamo che

1
al Zsal € kervg ,
| |s€G

inoltre ﬁ >, sa1 & chiaramente un elemento di S(V*)¢ e quindi di S(V*)“ Nkervyg = R;. Da

questo segue che ﬁ > ssa1 € SR, e quindi
1
@ZSU& +SR+ == SR+ s
S

ma avevamo visto che

1
a1+SR+ = @2801+SR+

e quindi si deve avere a; € SR..
Nel caso in cui gli a; non siano omogenei si procede considerando una decomposizione

a; = Zaﬁd) y
d

3Per vederlo basta osservare che ogni elemento in SRy ¢ della forma 3 ;0ifi, congli fi € Ry e a; €5, e quindi
per ogni s € G abbiamo che s(3_, a:fi) = > (sa:)fi che &€ un elemento di SR.
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(d)

, ¢ la componente omogenea di grado d di a;, a questo punto abbiamo che’

5 (S0 ) = S =0
d % 7

dove ogni a

—d;)

dove ogni ), aEd g; € il termine omogeneo di grado d di ), a;g;. Per ogni grado d si deve avere

Zagdfdi)gi _ 0

e quindi da quanto fatto per il caso omogeneo ne segue che agd_di) € SRy per ogni grado d. Quindi
ar =y 4 agd_di) € SRy, come volevamo provare. ]
Proposizione 19.6. Dato un sistema minimale {f1,...,fr} C R di elementi omogenei che

generino SRy essi sono algebricamente indipendenti su C.

Dimostrazione. La dimostrazione procedera per assurdo. Siano fi,..., f. come da ipotesi e sup-
poniamo che esista un h € C[X1,..., X,] tale che

h(flv"'afr):07

supponiamo inoltre che h sia un polinomio di grado minimale con tale proprieta.
Allora per ogni k = 1,...,n abbiamo le uguaglianze

0

@(h(fl,---,fr)) =0

che si sviluppano in

- 0 0
> (8X,~h> (flw--vfr)ai)(kfi =0.

=1

Indichiamo con h; i polinomi

h; = <8§(ih) (fi,-- s fr) €Clf1,..., ] C R,

e quindi abbiamo
0
himzwfi=0.

Osserviamo che i polinomi %h € C[Xy,...,X,] non possono essere tutti nulli, altrimenti h
dovrebbe essere una costante che si annulla negli f;, ma I'unica costante che si annulli & il polinomio
0 e per ipotesi h # 0. D’altra parte possiamo osservare che per quegli i tali che

0
0X;

h#0

non si puo avere

0
hi: <8th> (flv"'afT)zov

(d—d;)

4Ovviamente nel seguito quando d — d; < 0 il termine a; ¢ nullo.
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altrimenti aixih darebbe un polinomio non nullo, di grado strettamente minore di h, che si annulla
sugli f;, ma questo contraddirebbe l'ipotesi di minimalita del grado di h. Da questo segue che per
almeno qualche ¢ abbiamo che h; # 0, e quindi in particolare esistera un certo grado d tale che
hgd), la componente omogenea di grado di d di h;, sia non nulla.

Osserviamo che abbiamo la seguente decomposizione in componenti omogenee

9 L n—(degf-1)_0
zi:hlmfz_z:(Zhi & 8kaz> )

n i

poiché gli f; per ipotesi sono omogenei e quindi i loro polinomi derivati sono omogenei, di grado
deg f — 1, oppure sono polinomi nulli. A questo punto per la componente di grado d+ (deg(f) —1)
abbiamo

Z h(d fz =0,
(d)

dove la relazione vale per ogni k. Da questo segue che, a meno di rimpiazzare gli h; con gli h;
possiamo supporre che nelle relazioni

0
B f —
gli h; siano omogenei.
A meno di permutazioni possiamo supporre che per un m < r si abbia che {hq,...,hy,} sia
un insieme minimale di generatori per 'ideale S(hq,...,h,) e quindi per i j > m esisteranno certi

(93’,1)]',1 tali che

m
hj = gjihi ,
=1

dove al solito possiamo supporre che i g;; siano omogenei. A questo punto abbiamo che

~, 9 - 0
;himﬁ Z aX Dy ZgjmlaX fi

j=m+1 =1

" 0
:;hi Tka’ Z gjlaX

Jj=m+1
Grazie al fatto che gli hy, ..., h,, sono un insieme minimale di generatori dell’ideale S(hq, ..., h,),
in particolare h; & S(h1,...,hi—1,hit1,...,hm), e che sono elementi omogenei di R possiamo

applicare il lemma 19.5 all’'uguaglianza

i B
;hi X Z g“aX Zhax fi=0

j=m+1

ottenendo che per ogni i vale

0
e J;lgﬂaX fj € SRy .
Ma allora abbiamo che
ZXk f1+ Zg 8f‘ € SRy
k +1 7 OXk
j=m+
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e quindi sviluppando otteniamo®

0 4 0
Zk:Xkanfl-i- Z gj,lzk:Xkanfj:

j=m+1

=deg(fi)fi+ > giadeg(f)f; € SRy .
j=m+1

Da questa relazione seguirebbe che

1 T
fr=— > giadeg(fi)f
deg fl j=m+1
ma per ipotesi fi € S(fe,...,fr). Siamo dunque giunti ad un assurdo, dobbiamo concludere
che un h come sopra non puo esistere. Da questo segue che gli fi,..., fr sono algebricamente
indipendenti. O

A questo punto siamo gia in grado di provare la freccia (3) = (1) del teorema di Chevalley
Shepard Todd.

Teorema. Dato un gruppo finito G < GI(V), se G & un gruppo di riflessioni allora
R=8%=38(v"“
e un anello polinomiale.

Dimostrazione. Basta considerare Ry = kervgN R, dove vg: S — C ¢ il morfismo di valutazione in
0, e prendere un insieme minimale {fi,..., f,} € R di generatori omogenei per 'ideale SR. Per
la proposizione 19.2 sappiamo che R = C[fi,..., f;] mentre per la proposizione 19.6 gli f; sono
algebricamente indipendenti. Da questo segue che

SY=Clfy,..., ] =C[X1,...,X,] .

Per chiudere diamo anche un teorema che ci dica il grado di trascendenza di S©.

Teorema 19.7. Sia V uno spazio di dimensione n e G un gruppo finito generato da riflessioni di
V. Allora S¢ = S(V*)Y ha grado di trascendenza n.

Dimostrazione. Da teoremi di algebra sappiamo che una base di trascendenza su S¢ ¢ anche una
base di trascendenza sul suo campo delle frazioni Q(S%), quindi il grado di trascendenza di S¢
(sotto-inteso sempre su C) ¢ pari al grado di trascendenza di Q(S%).

Osserviamo che per i teoremi sulla localizzazione abbiamo il seguente diagramma commutativo
di anelli

§G . t g

dove i & I'immersione di S in S, j e ¢ sono le immersioni di S e S& nei loro campi di frazioni e
i € I'unico omomorfismo che faccia commutare il diagramma.

®Qui usiamo il fatto Iidentitd di Eulero che ci dice che per ogni polinomio omogeneo f vale (degf)f =
Zk Xk%f :
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In particolare dalle proprieta di i sappiamo che per ogni coppia p,q € S9, con g # 0, si deve

avere che |
(91

dove g a sinistra ¢ un elemento di Q(S“) mentre quello a destra ¢ in Q(S). Questo ci dice che

UES

Im3 & il sotto-anello (in verita si puo parlare di sotto-campo in quanto & isomorfo a Q(S%))

{S:pGSG,QGSG\{O}} .

Vediamo che questo sotto-anello & proprio I'insieme degli elementi G-invarianti per la naturale
struttura di G-modulo su Q(S): quella dove per ogni g € G e p,q € S si ha®

p_ 9p
q 99
Supponiamo di prendere p,q € S, con q # 0, p e g coprimi e tali che si abbia

p_9p_P

g
9 99 4

A questo punto abbiamo che vale I'uguaglianza

p_ lgeaor

q QngG\{1} gp

da questo segue che

¢ |1 gp:%ng

geG\{1} geqG

e dato che sia % che [] geG gp sono elementi G-invarianti anche ¢ [] geG\{1} IP ¢ G-invariante, in
particolare ¢ un elemento di S¢. Da quanto detto segue che g € Im<¢ in quanto rapporto di
ngG gp e queG\{l} gp che stanno in S€.

E adesso entra in scena la teoria di Galois. Per costruzione e facile vedere che 'azione di G su

Q(S) =C(Xy,...,X,) ¢ C-lineare, in particolare ci da un omomorfismo
p: G — Aute(Q(S))

che va da G nel gruppo degli automorfismi di C-algebre su Q(S). In particolare ogni p(g) fissa gli
elementi di C e quindi p(g) € Aut(Q(S)/C). Per la corrispondenza di Galois sappiamo allora che
I’estensione di campi

Q(S)Y C Q(S)

(dove Q(S)€ & il sotto-campo fissato da G, che per quanto visto prima & Q(S%)), & un estensione
di Galois, in particolare & algebrica.

Questo ci dice in particolare che Q(SY) = Q(S)% ha lo stesso grado di trascendenza di Q(S5),
ma

S=SV") =C[Xy,...,X,],
dove n = dim V, e quindi
Q(S) :(C(X177XTL) )

per cui Q(S) ha grado di trascendenza n, quindi anche Q(S%), e dunque anche S¢, ha grado di
trascendenza n = dim V. ]

5Non diamo una dimostrazione del fatto che in effetti questa azione di G sia ben definita, ovvero che non dipenda
dalla scelta di p e ¢ per rappresentare la frazione in Q(S).
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Rimettendo tutto assieme abbiamo che:

Corollario 19.8. Per G gruppo di riflessioni su V abbiamo che
S(VHY = C[Xy,..., Xdimv] -

Dimostrazione. Sappiamo che S(V*)¢ & polinomiale, in particolare S¢ = C[f1, ..., f.] per certi f;
elementi di S¢ omogenei e algebricamente indipendenti, e che n = dim V' ¢ il grado di trascendenza
di S¢.

Ricordiamo che il grado di trascendenza ¢ la cardinalita di ogni base di trascendenza, ovvero
di ogni insieme di elementi algebricamente indipendenti (sul campo base, in questo caso C) che
sia massimale. Da questo segue che r = n poiché gli f; sono chiaramente un insieme di elementi
algebricamente indipendenti, per costruzione, e massimale, visto che ogni altro elemento di S &
una combinazione polinomiale degli f;. O
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Capitolo 20

Un lungo esercizio: la decomposizione
delle S),-rappresentazioni delle
coomologie degli spazi di
configurazione

Lezione 20 (23/05/2016)

Quest’ultimo capitolo sara un lungo esercizio per il calcolo della decomposizione di una famiglia
di rappresentazioni: la coomologia degli spazi di configurazioni.

Proprieta interessanti di questi spazi vengono dallo studio della loro coomologia e, come ve-
dremo, un modo per ottenere informazioni su questa coomologia, in particolare trovarne una
decomposizione, viene dall’uso della teoria delle rappresentazioni.

Prima di entrare nel vivo del problema diamo una piccola introduzione che spieghi gli aspetti
geometrici.

20.1 Una breve introduzione geometrica al problema

In questa prima parte supponiamo che il lettore sia familiare con alcuni concetti di topologia, in
particolare con 'omologia e la coomologia singolare di uno spazio topologico. Come referenza per
questi concetti consigliamo le parti iniziali dei capitoli 3 e 4 dal libro di Hatcher [Hat].

20.1.1 Un po’ di topologia

Lo spazio delle n-configurazioni in R?, denotato con C,,(d), ¢ il sotto-spazio di (R%)" definito come

Culd) = { (b1, pa) € RY)":¥irj i # > pi# 9 | -

Esiste un’ovvia azione di S,, su Cy,(d), 'azione che permuta le componenti di ogni punto, ovvero
Sp X Cp(d) — Cy(d)
g (plv <o 7pn) = (p0(1)7 s 7p0(n)) :
Questa azione ovviamente estende a un azione

Sn x Top[A*, C,,(d)] — Top[AF, Cp(d)]
(0. f)—of
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dove o f & definito dall’equazione

(@f)(p) = o(f(p))

per ogni p € AF.

E chiaro che questa azione pud essere estesa a un’azione lineare su Cj(Cy(d)), ovvero sul
C-spazio vettoriale liberamente generato dalle funzioni continue dai A in C,(d).! Quindi abbiamo
una mappa

(o, Z Aifi) = Z Aio fi

dove i f;: A¥ — C,(d) sono mappe continue, ovvero elementi di Top[A¥,C,,(d)], e i \; sono
coefficienti in C. Dalla linearita dell’azione segue che abbiamo un omomorfismo

p: Sp — Autc(Cr(Cn(d)))

ovvero che Cy(Cy(d)) € una Sp-rappresentazione.

Non e difficile far vedere che le mappe di bordo del complesso singolare, le 0;: Cy(Cp(d)) —
Cx—1(Cr(d)), sono in realta degli omomorfismi di S,-moduli e che quindi il complesso (Cy(Cy(d)), d)
¢ un complesso di S,,-moduli.

Da questo segue che anche il complesso duale (C*(Cy(d)), "), formato dai C-spazi vettoriali
CF(Cp(d)) = (CL(Cr(d)))* e dalle mappe di (co)bordo

0% = (8)": C*H(Cn(d)) — CF(Cu(d))
¢ € (Cr—1(Cr(d))* = co b € (Cr(Cr(d)))",

& un complesso di S,,-moduli. Usando quanto visto nel capitolo 1 questo ci dice che:
o iker 0¥+ sono delle sotto-rappresentazioni dei C*(C,,(d))
o gli Im6* sono delle sotto-rappresentazioni dei C*(C,,(d)) e quindi anche dei ker 6*+*

« e quindi che i quozienti H*(C,(d)) = ker 6**1/Imé*, ovvero i moduli di coomologia, sono
anche essi degli S,-moduli.

Quindi da quanto detto segue che H*(Cy,(d)) = @, H*(C,,(d)) & effettivamente un S,,-modulo.
Con un po di lavoro si riesce ulteriormente a far vedere che la struttura di anello che esiste su
H*(Cp(d))? & compatibile con la struttura di S,-modulo.

20.1.2 Alcuni risultati sul H*(C,(d))

In questa sezione diamo alcuni enunciati, senza dimostrazione, di alcune proprieta della coomologia

di Cy(d).
Enunciato. Per ogni coppia d e n la coomologia H*(Cy(d)) ¢é isomorfa alla C-algebra A, data
dalla sequente presentazione: ¢ generata da un insieme di elementi della forma w;j con1 <i,5 <n
e quozientata per le relazioni
wi; =0
wij = (=1)%wj;
wijw g = (=1 wppwi; peri # h
Wi jWik = Wk (Wik = Wij) -

!Ovvero sul complesso singolare di Cy,(d).
211 prodotto indotto dal cup-product dei co-cicli.
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Tale algebra prende il nome di algebra di Arnold, dal nome del matematico che per primo le
studio nel caso d = 2.

Ovviamente la A, ha una struttura di algebra graduata in cui gli w;;, con ¢ # j sono gli
elementi di grado 1, e gli elementi di grado k sono combinazioni C-lineari di prodotti di k-uple di
Wi 5.

In verita vale il seguente fatto:

Enunciato. Data A, = @, A,]f“ la decomposizione di A, in componenti omogenee, abbiamo che
ogni Afl come C-spazio vettoriale ha come base l'insieme

{ wil,jl .. ‘wikvjj AES 17 DRI k-1 (ilajl) < (il+17jl+1) } )
dove l'ordinamento sulle coppie (i, J;) é quello lessico-grafico inverso: ovvero
(a,b) < (c,d) <= b<do(b=dea<c).

Ogni elemento di AX si puo scrivere in modo canonico (unico) come combinazione lineare di
prodotti della forma [],w;, ;, a patto di prendere solo quei prodotti ordinati.

Ovviamente A, ha la struttura di S,-modulo, essendo isomorfa a H*(C(d)), e ogni o € S,
agisce come 1'unica applicazione lineare tale che

OWij = W (i),o(j) »

per ogni ¢ e j con i # j.
Prima di procedere ulteriormente vediamo qualche esempio di A,,.

Esempio 20.1. Consideriamo il caso n = 2. In tal caso abbiamo la decomposizione
Ay = AY@ AL

dove A = C e A} ¢ il C-spazio generato dall’elemento w .

Esempio 20.2. Per n = 3 abbiamo la decomposizione
Az =AY @ A} @ A3
dove
. AJeC,
. A% ¢ il C-spazio generato da w2, w13 e wa 3,
. A% e il C-spazio generato dai prodotti wy swy 3, w1 2w 3, Wi 3w2 3.

In particolare abbiamo che

come C-spazi vettoriali.

Chiudiamo questa sezione con un risultato che servira nel seguito e risulta essere interessante.

Enunciato. La C-algebra A, ha una struttura di S,11-rappresentazione. Inoltre se vediamo Spi1
come il gruppo di permutazioni S({0,...,n}) e quindi vediamo S, = S({1,...,n}) come l'ovvio
sotto-gruppo con la naturale immersione, allora si puo vedere che l'azione di Sy11 estende l’azione
di S, vista precedentemente.

Tale azione inoltre rispetta le componenti graduate di A,,, ovvero gli Afl sono invarianti rispetto
a questa azione.

Non diamo una definizione esplicita dell’azione di 5,1 ma come curiosita puntualizziamo il
fatto che questa azione, a differenza di quella di S,,, non ¢ indotta da un’azione di Sp,4+1 su Cy(d).
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20.2 L’esercizio: capire che rappresentazione € A,.

Cominciamo qui il nostro esercizio, lo scopo che ci poniamo ¢ il seguente:
Esercizio. Trovare una decomposizione di A,, come somma di S,,-sotto-rappresentazioni irriducibili.

Per raggiungere questo scopo ci servira il fatto che A, ha una struttura di S({0, ..., n})-rappresentazione,
la cui azione di S({0,...,n}) estende quella naturale del sotto-gruppo S, = S({1,...,n}).
Dentro S, +1 = S({0,...,n}) abbiamo due sotto-gruppi

e H=S5S(0,...,n—1})
e« K=5(1,...,n})

N .

entrambi isomorfi a S, e dove Res}q{”“(Aﬁ) ¢ proprio A¥ con la struttura naturale di S,-modulo
descritta nella precedente sezione. A questo punto consideriamo la permutazione o € S({0,...,n})
definita come

c=(n—-1,n)(n—2,n-1)...(0,1)

la cui azione ¢ descritta dalla seguente equazione

) {i—lselgign
o(i) =

nse i =0.
Non ¢ difficile far vedere che posto di indicare con 7; = (i,7 4 1), per ogni i =0,...,n —1,
O'TiU_l = Ti—1
e dato che H = (19,...,7—2) e K = (11, ...,Th,—1) quanto detto sopra ci dice che
ocKo'=H.

A questo punto possiamo riscrivere I’equazione tra i 7; in
0T; = Ti—10 ,

posto di indicare con p: S,11 — Aut(AE) la rappresentazione di S({0,...,n}) su A% dall’equa-
zione abbiamo il seguente diagramma commutativo

n

o) | Jetm

AF 5 A
p(o)

indicando con p: S, = H — Aut(AF) e pX: S, = K — Aut(AF) le due restrizioni della p ai
sotto-gruppi H e K il diagramma di sopra puo essere riscritto come

Ak P9 gk

pK(mf ﬁH(m)
Ak k
"oplo) T

che esprime il fatto che p(o) ¢ un omomorfismo di S,, rappresentazioni: dalla Res}g("“(A’fL) alla
Resif“ (AF). Quindi abbiamo che le due restrizioni di A¥ sono isomorfe come S,-moduli.
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L’idea che adotteremo nel seguito e di sfruttare questo isomorfismo nel seguente modo: trovere-
mo una decomposizione di A¥ come H-modulo in termine di alcuni suoi sotto- H-moduli naturali,
quindi, usando l’isomorfismo appena trovato, questa decomposizione ci dara una decomposizione
di A% come K-modulo, ovvero come S,-modulo con l'azione naturale di S, su A%. In questo
modo troveremo una decomposizione in S,-moduli irriducibili di A,, visto come H-modulo ma tra-
mite I'isomorfismo questa decomposizione si prova essere anche una decomposizione di A, come
K-modulo, ovvero come S,-rappresentazione con l’azione naturale.

Cominciamo con la seguente osservazione.

Osservazione 20.3. Per Al abbiamo i seguenti sotto-spazi vettoriali

Ay = (wij:1<i<j<n-—1)
N=(wjp:1<i<n-1)

che soddisfano le seguenti condizioni:
. AL, NN =(0)
o« Al +N=A}
o equindi AL =2 Al  @®N.

Le proprieta di sopra sono conseguenza del fatto che AL ;| e N sono generati da due insiemi che

formano una partizione della base di AL. Non & difficile osservare che preso S, 1 = S({1,...,n —
1}), sotto-gruppo di S({0,...,n}), gli AL ; e N risultano essere dei sotto-spazi S,_j-invarianti,
dove vediamo AL come S,,_1-modulo con I'azione data dalla restrizione dell’azione di S({0,...,n})

(e quindi anche di K = S({1,...,n})). Da questo segue che "isomorfismo
A2 A BN

¢ anche un isomorfismo di S,,_;-rappresentazioni (non solo di spazi vettoriali), piti precisamente
abbiamo 'isomorfismo

Resgw1 Al =g Resg%l (Ao N .
Osservazione 20.4. D’altra parte abbiamo che AL ; & anche un sotto-H-modulo di AL* e quindi
per il teorema di Maschke sappiamo che esiste un altra sotto- H-rappresentazione T < Al tale che
« A, NT=(0)
o« Al +T=A}

e quindi AL = A} & T come H-modulo.
Usando il fatto che S,,—1 = S({1,...,n—1}) e sotto-gruppo di H possiamo passare 'isomorfismo
alle restrizioni ottenendo

Res§  (A)) =5, , Resd _ (AL_))@Res§ (T).
Ma per quanto visto nell’osservazione 20.3 ne segue che dobbiamo avere ’isomorfismo
Res _, (45,_1) ®Res§ _ (T) =5, , Res§ _ (A1) ® N,

che per l'unicita delle decomposizione delle componenti irriducibili c¢i permette di estrarre un
isomorfismo*

Resgn_l(T) =g N .

®Non dimostriamo questo fatto, che richiederebbe di conoscere esplicitamente I'azione di S({0,...,n}), ma
chiediamo al lettore di fidarsi.

“Dato che gli Res§,_, (A;,_;) hanno le stesse componenti irriducibili, Res§ | (T') deve contenere tutte e sole le
componenti irriducibili di V.
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Osservazione 20.5. Ricordiamo che per ogni o € S,,_1 e per ogni ¢ = 1,...,n — 1 abbiamo che
OWin = Wo(i)m »
da questo segue facilmente che la mappa seguente
f:ct— N
f(ei) = win

¢ un isomorfismo di S,,_i-moduli, dove C" ! lo vediamo con 'ovvia struttura di S,,_;-rappresentazione,
quella di permutazione.
Da questo segue che

n—2 n—1
N N
NEB:D:D@ED:D:D

e questa ci da la decomposizione di N in S,,_i-rappresentazioni irriducibili. Ma allora per quanto
visto nell’osservazione 20.4

n—2 n—1

Res§ (T) = e,

dove H = S,,. Per uno dei corollari alla regola di Pieri sappiamo che esiste un unica S,-rappresentazione
la cui restrizione a S,_1 sia uguale a

n—2 n—1
EFI:I:DEEEEED,

la rappresentazione
e quindi

dove I’isomorfismo & di H-moduli.
In particolare questo ci dice che

che ci da una decomposizione di A} in H-sotto-moduli.

Proposizione 20.6. Abbiamo che per ogni n e per ogni k vale
Ak = gk @ ARy

dove A ¢ visto come H-modulo e Aflfl, Af’;j e T come suoi sotto-spazi H-invarianti: questo ci

da una decomposizione di Ak come H-modulo.

Dimostrazione. Sappiamo che gli Aﬁ_l, Afl:ll e T sono dei sotto-spazi H-invarianti, ovvero degli

H-sotto-moduli, di A*¥. A questo punto se riuscissimo a far vedere che vale la seguente uguaglianza
tra spazi vettoriali

Ap=An AT,
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tramite argomenti di dimensione si puo concludere che A | N Aﬁ:llT = (0) e che quindi
L= LG Wt

dove I’isomorfismo ¢ H-moduli.
Per provare la nostra uguaglianza a questo punto osserviamo che vale 'uguaglianza

Ap = A4,

che € dovuta la fatto che entrambi gli spazi sono generati come C-spazi vettoriali dagli elementi della
forma (H;:ll)wim Wi, 5, » dove la sequenza (i, j;); € monotona rispetto all’ordinamento lessicografico
inverso e 4; < j; per ogni [. A questo punto ci ricordiamo che per quanto visto nell’osservazione
20.4 che A}L = A;_l + T e quindi
k k—
An = An—i (A%Lfl + T)
k—1 41 k—1
=A, A+ AT
k—
= Alrcz—l + An—llT ’
che ci da 'uguaglianza cercata. O
In particolare dalla proposizione 20.6 segue che:
Osservazione 20.7. Abbiamo al seguente decomposizione di A¥ come H-modulo:
ko~ gk k—1
An = Anfl @ An—lT

n—1

1,—/h

= Ay @ Ay D
n—1
_ ——
~ Ak @A) CJSEREER)

da questa sommando su tutti i k otteniamo
A= P Al =P (A 0 AT} o)
k k
= Ay @ (A1 ® FIID)

che ¢ ancora un isomorfismo di H-moduli.
In particolare possiamo riscrivere 1’isomorfismo come

n n—1
Ap = A, 1 ® (Djjjjjj@ajjjjj)

n—1
—
~ A, @ndd (D)

e usando lisomorfismo, che vale in generale per ogni coppia di gruppi H < G,
U ® Ind$(W) = Ind% (Res$ (U)) ,
dove W ¢ la H-rappresentazione banale, otteniamo
A, = Indgfn_l(Resgn_1 (An-1)) ,
ma la restrizione di A,_1 a S,_1 € proprio A,,_1 con la naturale struttura di S,,_1-modulo, quindi
A, 2Indd  (A,1) ,

dove adesso A,_1 & visto semplicemente con la struttura di S,_-rappresentazione.
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Proposizione 20.8. Vale lisomorfismo di S,-rappresentazioni
A, 2 Ind? (An_1)
Sn—l n 9
dove A, e A,_1 sono visti con le naturali strutture rispettivamente di S, e S,_1-moduli.

Dimostrazione. Abbiamo visto che vale I'isomorfismo
A, 2Indd _ (A,-1)
0 piu correttamente
Resyr ' (A,) 2 ndd (A1)
A questo punto ricordandoci 'isomorfismo
Resf("+1 (A) & Res}g{"+1 (Ap)

di S,-moduli, e usando il fatto che Res}g("“(An) ¢ proprio A,, visto con la naturale struttura di

Sp-rappresentazione otteniamo che

An = Resp? ™ (A,) 2 Indy" (A1) .

Corollario 20.9. Per ogni n abbiamo che
A, = Indg’; O.

Dimostrazione. Si procede per induzione su n.
Il caso n = 1 & banale: sappiamo che A; = C 'unica Si-rappresentazione, quella banale.
Supponiamo, come ipotesi induttiva, che A, = Ind:g;‘ (0). Allora per la proposizione 20.8
abbiamo

Ans1 = Indg" ™ (Ay,)
= Indg:“ (Indgzl (O))
>~ Indg"' () .
Per induzione segue la tesi. O

Come fatto conclusivo ci teniamo a dire che in generale il problema di trovare la decomposizione
degli A¥ in componenti irriducibili & ancora un problema aperto, si sa dire qualcosa per alcuni k
ma in generale non esiste alcuna formula nota che dia tale decomposizione.
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