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Complessi simpliciali

Definizione 1 (Complesso simpliciale astratto)

e Vertici: un insieme finito V'

e Complesso simpliciale astratto: un insieme A C P(V') con
» {v} € A per ogniv e V.
» seGeEAeF CGallora F € A.

(1), {2} {31, {4},
A = (12113} {230 (3.4}
{2,4},{1,2,3}.{2,3,4}
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Complessi simpliciali

Definizione 1 (Complesso simpliciale astratto)

Vertici: un insieme finito V'

Complesso simpliciale astratto: un insieme A C P(V) con
» {v} € A per ogniv e V.
» seGeEAeF CGallora F € A.

Facce: F € A
Faccette: facce massimali in (A, Q)

(1), {21 {31, {4},
A = (12113230 (3.4}
{2,4},{1,2,3}.{2,3,4}
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Complessi simpliciali

Definizione 1 (Complesso simpliciale astratto)

Vertici: un insieme finito V'

Complesso simpliciale astratto: un insieme A C P(V) con
» {v} € A per ogniv e V.
» seGeEAeF CGallora F € A.

Facce: F € A
Faccette: facce massimali in (A, Q)

3 = 4 {1,4}

& "

g (13,42}, {3}, {43,
X A = (1213} (2,30 (3.4,
{2,4},{1,2,3}.{2,3,4}
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Insiemi parzialmente ordinati

Definizione 2 (Poset)

e Poset: una coppia (P, <p)

e Diagramma di Hasse:

N oo
N

1 P
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Insiemi parzialmente ordinati

Definizione 2 (Poset)

e Poset: una coppia (P, <p)

e Poset limitato: esistono 0,1 minimo e massimo di <p
e Poset ridotto: P = P\ {0,1}

e Diagramma di Hasse:
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Insiemi parzialmente ordinati

Definizione 3 (Catena)

e Catena: sottoinsieme ¢ C P tale che (c,<p) & ordine totale

e Catena massimale: catena che & massimo in (M(P),C)

e Lunghezza: |c| — 1

1 P 1 P
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Insiemi parzialmente ordinati

Definizione 3 (Catena)

e Catena: sottoinsieme ¢ C P tale che (c,<p) & ordine totale

e Catena massimale: catena che & massimo in (M(P),C)

e Lunghezza: |c| — 1

1 P 1 P
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Order complex

Definizione 4 (Order complex)

e Order complex di P: un complesso simpliciale astratto A(P)

» vertici sono gli elementi di P
» facce sono le catene di P
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Order complex

Definizione 4 (Order complex)

e Order complex di P: un complesso simpliciale astratto A(P)

» vertici sono gli elementi di P
» facce sono le catene di P

5
g
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Order complex

Definizione 4 (Order complex)

e Order complex di P: un complesso simpliciale astratto A(P)
» vertici sono gli elementi di P
» facce sono le catene di P
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Face poset

Definizione 5

e Face poset di A: un poset (P(A), <) con
» clementi dati da A\ @
» relazione < data dall’inclusione C

3 4 {1,2,3} {2,3,4}

SN AN

N {1,2} {1,3} {2,3} {2,4} {3,4}

NOAAK X
{28 8 4
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Face poset

Definizione 5

e Face poset di A: un poset (P(A), <) con
» clementi dati da A\ @
» relazione < data dall’inclusione C

3 4 {1,2,3} {2,3,4}

SN AN

N {1,2} {1,3} {2,3} {2,4} {3,4}

AR

1 9 woE e
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Face poset

Definizione 5

e Face poset di A: un poset (P(A), <) con
» clementi dati da A\ @
» relazione < data dall’inclusione C

3 4 {1,2,3} {2,3,4}

SN AN

N {1,2} {1,3} {2,3} {2,4} {3,4}

NOAAK X
{28 8 4
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Suddivisione baricentrica

Proposizione 6

A(P(A)) é la suddivisione baricentrica del complesso A

3 {1,2,3} 3

a9 {1,2} {1,3} {2,3} =< 13 23
| /\ /\ | . )
1 2 {1} {2} {3} 12
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Omologia di poset

Siano P poset e K = Z o campo.

e Complesso di catene: per j > —1

C;(P;K) = K-modulo libero generato dalle j-catene

UniPi
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Omologia di poset

Siano P poset e K = Z o campo.

e Complesso di catene: per j > —1
C;(P;K) = K-modulo libero generato dalle j-catene

e Mappa di bordo:
Bj : CJ(P,K) — Cj_l(P;K)

j .
(xo < -+ < mj) — 2%)(—1)1($0<“‘<@<"'<xj)
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Omologia di poset
Siano P poset e K = Z o campo.
e Complesso di catene: per j > —1
C;(P;K) = K-modulo libero generato dalle j-catene
e Mappa di bordo:
0;: C;(P;K)  — . Cj—1(P;K)

J _
(xo < -+ < mj) — 2%)(—1)1($0<“‘<@<"'<xj)

e Omologia di poset:
{Bj(P; K) = Imd; 4

7 (PR — Z4(P;K)
Z;(P;K) = ker 9; H;(PiK) =225 B,(PiK)
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Coomologia di poset
Siano P poset e K = Z o campo.
e Complesso di cocatene: per j > —1
C;(P;K) = K-modulo libero generato dalle j-catene

e Mappa di cobordo:

j+1 ,
(o <---<mj) = > (=1 > (o< - <mjm1<y<z<---<x5)
i=0 ye(Ti—1,24)

e Coomologia di poset:
{BJ‘(P;K) =Imd;_,

23 poey — 20 (P;K)
Z1(P;K) = ker §; HY(P;K) ”Bi(P;K)
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EL-shellability
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Shellability

e Complesso puro: faccette di dimensione uguale
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Shellability

e Complesso puro: faccette di dimensione uguale

Definizione 7 (Complesso simpliciale shellable)

e Complesso shellable: esiste un ordine Fi, Fs, ..., F, delle
faccette tale che per j =1,2,...,n — 1 il sottocomplesso

(Uer)n > & puro

i=1 » ha dimensione dim(F};) — 1

io Sgubin
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Shellability

e Complesso puro: faccette di dimensione uguale

Definizione 7 (Complesso simpliciale shellable)

e Complesso shellable: esiste un ordine Fy, Fy, ..., F, delle
faccette tale che per j =1,2,...,n — 1 il sottocomplesso

(Ue)ni > & puro

» ha dimensione dim(F};) — 1

i=1




EL-shellability
O@00000

Shellability

e Complesso puro: faccette di dimensione uguale

Definizione 7 (Complesso simpliciale shellable)

e Complesso shellable: esiste un ordine Fy, Fy, ..., F, delle
faccette tale che per j =1,2,...,n — 1 il sottocomplesso

(Ue)ni > & puro

» ha dimensione dim(F};) — 1

i=1
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Shellability

e Complesso puro: faccette di dimensione uguale

Definizione 7 (Complesso simpliciale shellable)

e Complesso shellable: esiste un ordine Fy, Fy, ..., F, delle
faccette tale che per j =1,2,...,n — 1 il sottocomplesso

(Ue)ni > & puro

i=1 » ha dimensione dim(F};) — 1

4

= 3

3 3
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Shellability

e Complesso puro: faccette di dimensione uguale

Definizione 7 (Complesso simpliciale shellable)

e Complesso shellable: esiste un ordine Fy, Fy, ..., F, delle
faccette tale che per j =1,2,...,n — 1 il sottocomplesso

(Ue)ni > & puro

» ha dimensione dim(F};) — 1

4 4 4
172 1@2 14 Q2 1‘2
3 3 3

i=1
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Shellability

e Complesso puro: faccette di dimensione uguale

Definizione 7 (Complesso simpliciale shellable)

e Complesso shellable: esiste un ordine Fi, Fs, ..., F, delle
faccette tale che per j =1,2,...,n — 1 il sottocomplesso

(Uer)n > & puro

i=1 » ha dimensione dim(F};) — 1

lessio Sgubin
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Shellability

e Complesso puro: faccette di dimensione uguale

Definizione 7 (Complesso simpliciale shellable)

e Complesso shellable: esiste un ordine Fi, Fs, ..., F, delle
faccette tale che per j =1,2,...,n — 1 il sottocomplesso

(Uer)n > & puro

» ha dimensione dim(F};) — 1

i=1
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Shellability

Teorema 8

Ogni complesso shellable ha omotopia di tipo wedge di sfere:

#{i-sfere del wedge} = #{faccette omologiche di dimensione i}

4

SIS S Y
N 3 3

3 3
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Shellability

Teorema 8

Ogni complesso shellable ha omotopia di tipo wedge di sfere:

#{i-sfere del wedge} = #{faccette omologiche di dimensione i}

172 _) 1@2 _) 12 _) 1‘2
3 3 3 3
)

Faccetta omologica

j-1
or; € U (F)
i=1
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EL-shellability

e Edge labeling per un poset P:

A:E(P)—Z

DT L

e{’e o

UniPi
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EL-shellability
e Edge labeling per un poset P:

A:E(P)—Z
e Word associata a ¢ : (zg < 21 < -+ < &) massimale:

Ac) = Mzo, 1) A (z1, 22) o  NM@p—1,2p)

DT L

Ly =
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EL-shellability

e Word associata a ¢ : (zg < 1 < --- < x,) massimale:

Ac) = Mzo, x1)A(z1,22) o NM@p—1,2p)

<A<H<l) « 2

DT L

eﬁo DES0

UniPi




EL-shellability

0O00@000

EL-shellability

e Word associata a ¢ : (zg < 1 < --- < x,) massimale:

Ac) = Mzo, x1)A(z1,22) o NM@p—1,2p)

<A<H<l) < 24

DT L

eﬁo DES0

UniPi
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EL-shellability

e Word associata a ¢ : (zg < 1 < --- < x,) massimale:

Ac) = Mzo, x1)A(z1,22) o NM@p—1,2p)

<A< H<1) « 243

DT L

eﬁo DES0
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EL-shellability

e Word associata a ¢ : (zg < 1 < --- < x,) massimale:

Ac) = Mzo, x1)A(z1,22) o NM@p—1,2p)

0<A<H<1) « 243

0<A<G<l) & 234

DT

eﬁo DNSO

UniPi
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EL-shellability

e Word associata a ¢ : (zg < 1 < --- < x,) massimale:

Ac) = Mzo, x1)A(z1,22) o NM@p—1,2p)

<A< H<1) « 243

<A<G<l) < 234

increasing

DT L

eq@e s

UniPi
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Definizione 9 (Edge-1 graphic labeling

e EL-labeling: A : £(P) — Z tale che per P limitato

io Sgubin
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EL-shellability

Definizione 9 (Edge-lexicographic labeling)

e EL-labeling: A : £(P) — Z tale che per P limitato
» esiste un’unica ¢ € M(P) increasing

> M) =ming,  {N\d) | d e M(P)}
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EL-shellability

Definizione 9 (Edge-lexicographic labeling)

e EL-labeling: A : £(P) — Z tale che per ogni [z,y] C P
> esiste un’unica ¢ € M([z,y]) increasing
> A(c) = ming,, {A(d) [ d € M([z,y])}
[0,H] c P
O0<A<H) < 24
(0<E<H) « 41

0<C<H) < 42
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EL-shellability

Definizione 9 (Edge-lexicographic labeling)

e EL-labeling: A : £(P) — Z tale che per ogni [z,y] C P
> esiste un’unica ¢ € M([z,y]) increasing

) = EL-shellability
> A(c) = ming,, {A(d) [ d € M([z,y])}

[0,H] c P
O0<A<H) < 24
(0<E<H) « 41

0<C<H) < 42
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Risultati
Teorema 10 (Shelling order)
Sia P poset EL-shellable.
o lordine <jey su M(P) ~» shelling order di A(P)

(0<A<H) <ex (0 < E< H) <iex (0 < C < H)
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Risultati
Teorema 10 (Shelling order)
Sia P poset EL-shellable.
o lordine <jey su M(P) ~» shelling order di A(P)

(0<A<H) <ex 0<E<H)<1ex (0<C < H)
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Risultati
Teorema 10 (Shelling order)
Sia P poset EL-shellable.
o lordine <jey su M(P) ~» shelling order di A(P)

(0<A<H) <ex (0< E<H) <1y (0<C < H)
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Risultati
Teorema 10 (Shelling order)
Sia P poset EL-shellable.
o lordine <jey su M(P) ~» shelling order di A(P)

(0<A<H) <ex (0 <E<H) <1y (0<C < H)

C
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Risultati
Teorema 10 (Shelling order)
Sia P poset EL-shellable.

o lordine <jey su M(P) ~» shelling order di A(P)
e l'ordine indotto su M(P) ~ shelling order di A(P)

(0<A<H) <ex (0 < E< H) <iex (0 < C < H)

C
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Risultati
Teorema 11 (Base coomologia di poset)

Sia P = PU{0,1} EL-shellable.

{€| ¢ ¢ (i + 2)-catena decreasing di P} ¢ base di H'(P;C)

Catene decreasing
¢ (@ < {3.4} < {2,3,4} < {1.2,3.,4})
cr i (@ < {2,4} <{2,3,4} < {1,2,3.,4})

cs: (@< {1,4} < {1,3,4} < {1,2,3,4})
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Risultati

Teorema 11 (Base coomologia di poset)

Sia P = PU{0,1} EL-shellable.
{€| ¢ ¢ (i + 2)-catena decreasing di P} ¢ base di H'(P;C)

Catene decreasing

10 (2 < {34} < {2,3,4} < {1.2,3,4})

(5}

TATE >

T~
OENOEROEO,

o

2 (2 < {2,4} < {2,3.4} < {1,2,3,4})

o

30 (2 < {1,4} <{1,3,4} < {1,2,3,4})
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Risultati
Teorema 11 (Base coomologia di poset)

Sia P = PU{0,1} EL-shellable.

{€| ¢ ¢ (i + 2)-catena decreasing di P} ¢ base di H'(P;C)

Catene decreasing
¢ (@ < {3.4} < {2,3,4} < {1.2,3.,4})
cy i (@ < {24} <{2,3,4} < {1,2,3.,4})

cs: (@< {1,4} < {1,3,4} < {1,2,3,4})
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Risultati
Teorema 11 (Base coomologia di poset)

Sia P = PU{0,1} EL-shellable.

{€| ¢ ¢ (i + 2)-catena decreasing di P} ¢ base di H'(P;C)

Catene decreasing
¢ (@ < {3.4} < {2,3,4} < {1.2,3.,4})
cr i (@ < {2,4} <{2,3,4} < {1,2,3.,4})

cs: (2 < {1,4} < {1,3,4} < {1,2,3,4})
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Risultati

Teorema 11 (Base coomologia di poset)

Sia P = PU{0,1} EL-shellable.
{€| ¢ ¢ (i + 2)-catena decreasing di P} ¢ base di H'(P;C)

P = Catene decreasing

al

1 ({37 4} < {27314})

S ({2,4) <{2,3,4})

Q

aQl

3 ({154} < {173:4})
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Risultati

Teorema 11 (Base coomologia di poset)

Sia P = PU{0,1} EL-shellable.

{€| ¢ ¢ (i + 2)-catena decreasing di P} ¢ base di H'(P;C)

P = Catene decreasing
< ({3,4} < {2,3,4})
Ty ({2,4} < {2,3,4})

Ty : ({1,4} < {1,3,4})

Alessio Sgubin
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Risultati

Teorema 11 (Base coomologia di poset)

Sia P = PU{0,1} EL-shellable.

{€| ¢ ¢ (i + 2)-catena decreasing di P} ¢ base di H'(P;C)

A(P) = 234 Catene decreasing

al

1 ({37 4} < {27314})

S ({2,4) <{2,3,4})

Q

aQl

3 ({1’4} < {1’3:4})
123 124

HI(P) = <61762563>C
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Definizione

Definizione 12 (Algebra booleana)

e Algebra booleana: poset dato da
(Bn={FCc[n]}, )

e Algebra booleana troncata: per 0 <k <n

(Br={F Cn] | IF| 2 k}u{g}, C)




Definizione

Definizione 12 (Algebra booleana)
e Algebra booleana: poset dato da
(Bn={FC[n]}, C)
e Algebra booleana troncata: per 0 < k <n

(BE={F C[n]||F|2k}u{a}, C)




Definizione

Definizione 12 (Algebra booleana)

e Algebra booleana: poset dato da
(B.={FC[n}, C)
e Algebra booleana troncata: per 0 < k <n

(By={F Cn] | IF| 2 k}u{g}, C)

{1,2,3,4}

T RN

{1,2,3} {1,2,4} {1,3,4} {2,3,4}
2 _
Bi= | |
(L2} {13} {14} {23} {24} {3.4}

N\




EL-labeling

{1,2,3,4}
// \ 1
{1,2,3} | {1,2,4} 1 4 {1,3,4} . 4 {2,3,4}

{1,2} {1,3} {1,4} {2,3} {2,4} {3,4}

UniPi




EL-labeling

)\(RG):{maxG se F=@e|Gl=k

se G\ F = {a}
{1,2,3,4}
{1,2,3} 1 | {1,2,4} 1 4 {1,3,4} . 4 {2,3,4}

{1,2} {1,3} {1,4} {2,3} {2,4} {3,4}

\4\/3 =
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EL-labeling

)\(RG):{maxG se F=@e|Gl=k (—

se G\ F = {a}
{1,2,3,4}
{1,2,3} 1 | {1,2,4} 1 4 {1,3,4} . 4 {2,3,4}

{1,2} {1,3} {1,4} {2,3} {2,4} {3,4}

\4\/3 =
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EL-labeling

_ JmaxG se F=2¢|G|=Fk
)\(RG)_{ se G\ F ={a} (—

{1,2,3,4}
// ¥\
{1,2,3} 1 | {1,2,4} 1 4 {1,3,4} . 4 {2,3,4}

{1,2} {1,3} {1,4} {2,3} {2,4} {3,4}

\4\/3 =
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Rappresentazione della coomologia

Teorema 13 (Solomon)
Dati 0 < k <mn, sia A = (k, 1"7F).
gn—k—l(gi; C) EGn S)\




Grazie per 'attenzione!
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