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Capitolo

Spazi Vari

1.1 Spazi Normati e Banach

Definizione 1.1 - Seminorma e Norma
Una seminorma su un K-spazio vettoriale V' (lavoreremo solitamente con K = R/C) & una
funzione || - || : V. — [0, +00) tale che per ogni A € K e per ogni z,y € V verifica

o llz+yll <l +llyll
o [[Az]| = [A]- [lz].
Questa funzione & una norma se verifica anche:

e £ =0seesolose ||z =0.

Definizione 1.2 - Spazio normato e Banach
Una coppia (V, ]| - ||) si chiama spazio normato quando V' & un K-spazio vettoriale e || - || € una
norma su di esso. Con la distanza d(z,y) := ||« — y|| lo spazio V' & anche metrico.

Uno spazio normato ¢ Banach se & pure completo.

Esercizio 1.3 - Teorema di Fréchet-Kuratowski
Ogni spazio metrico si immerge isometricamente in uno spazio di Banach.

Definizione 1.4 - Serie Normalmente Convergente

o0
Una serie > x, dove (z,), € X spazio normato si dice normalmente (o assolutamente)
n=0

(o]
convergente se Y ||z, | < oo.

n=0

Proposizione 1.5 - Criterio di Convergenza per Serie
Uno spazio mormato é completo se e solo se ogni serie assolutamente convergente é anche
convergente®.

%Una serie si dice convergente se le somme parziali formano una successione convergente nello spazio.

Esercizio 1.6 - Spazi Quoziente
Sia (X, || - 1]) uno spazio seminormato ed N C X un sottospazio. Allora lo spazio vettoriale



1. Spazi Vari Spazi Vettoriali Topologici

quoziente X/N e dotato della seminorma quoziente:
N X
I€llx = Ik jlaf - vE € Sy

Valgono le sequenti proprieta (da dimostrare):

1. effettivamente || - ”X/N ¢ una seminorma.

2. la seminorma || - ”X/N é una norma se e solo se N ¢é sottospazio chiuso (indipendente-
mente dal fatto che || - || sia una norma o seminorma,).

3. se (X, -]]) & uno spazio normato ed N sottospazio chiuso di X allora:

(X, ][ -l) é completo <= N e X/N sono completi.
4. data la naturale proiezione w: X — X/N si ottiene che:

BX/N(O,T') =m (Bx(0,7)).

Fatto 1.7
Se E ¢ uno spazio normato tale che dimE* < 400 allora dimE < 400 (segue dal fatto che
E* separa i punti).

1.2 Spazi Vettoriali Topologici

Definizione 1.8 - Spazio Vettoriale Topologico
Uno spazio vettoriale topologico su K = R, C (indicato S.V.T.) ¢ un K-spazio vettoriale X con
una topologia che rende continue le operazioni vettoriali:

+: XxX — X o Kx X — X
(x,y) — x+y Nz) — Az

Osservazione 1.9
Sono stati lasciati per esercizio i sequenti fatti.

e Ogni spazio vettoriale topologico Ty & anche T3 (anzi T3+%)-

e Anche se uno spazio non fosse Ty, vale comunque un risultato interessante. Infatti ogni
SVT si scrive come prodotto (con la topologia prodotto indotta) di:

“SVT che ¢ Ty” X “Spazio topologico banale @”

1.2.1 Intorni dello zero in SVT

Definizione 1.10 - Filtro di Parti
Dato un insieme X un filtro di parti ¢ un sottoinsieme U C P(X) non vuoto che rispetti le
proprieta:

1. per ogni U € U vale U # @.
2. perogniU el edogni VDO U vale V eld.
3. per ogni U,V € U segue che UNV € U.

Si introducono due proprieta per sottoinsiemi di X un K-spazio vettoriale.




Spazi Vettoriali Topologici 1. Spazi Vari

Definizione 1.11 - Insieme Bilanciato
Sia A C X. L’insieme A si dice bilanciato se e solo se

VA €K con [A] <1 vale che - A C A.

Definizione 1.12 - Insieme Assorbente
Un insieme A C X si dice assorbente se e solo se

per ogni z € X esiste n, € R tale che x € t - A per ogni t > n,.
Si definisce la famiglia di tutti gli intorni di 0 in X SVT come:
Ux =U={UC X |Uintornodi 0 € X}
Questa famiglia ha quattro proprieta che si rivelano caratterizzanti su X SVT.

Proposizione 1.13
Sia X uno spazio vettoriale topologico. Vale che:

1. Ux ¢ un filtro di parti di X.
2. per ogni U € U esiste V € U tale che V —V CU.

3. per ogni U € U esiste V € U tale che V C U eV é bilanciato.

4. per ogni U € U wvale che U e assorbente.

Per le dimostrazioni di questi fatti, la seguente osservazione e fondamentale.

Osservazione 1.14
Sia X uno SVT. Allora le mappe di traslazione e di omotetia sono tutte continue, anzi sono
omeomorfismi.

Proposizione 1.15

Sia X un K-spazio vettoriale e U una famiglia di parti su X che rispetti le proprieta 1+243+4
della Proposizione 1.18.

Allora esiste un’unica topologia di spazio vettoriale topologico per X tale che U = Ux .

1.2.2 Funzionale di Minkowski

Si introduce questo funzionale che tornera utile in seguito nella costruzione di funzionali.

Definizione 1.16 - Funzionale di Minkowski
Sia X uno spazio vettoriale reale e C' C X un sottoinsieme convesso tale che 0 € C.
Si definisce il funzionale di Minkowski come:

po(x) =inf{t >0|t-C >z}
Valgono le seguenti proprieta.

e Se C'= Bx(0,1) allora pc(x) = ||z]|.

C' & assorbente se e solo se po(z) < co per ogni z € X.

Valgono le inclusioni:
{pc <1} CC C{pc <1}

Il funzionale pc € positivamente omogeneo.

Il funzionale po € subadditivo.
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1.3 Spazi Vettoriali Topologici Localmente Convessi

Definizione 1.17 - SVTLC
Uno spazio vettoriale topologico localmente convesso € uno spazio vettoriale topologico che
ammette una base di intorni di 0 convessi.

Proposizione 1.18
Uno SVTLC ha una base di intorni assorbenti, bilanciati e convessi.

Proposizione 1.19 - Caratterizzazione SVTLC
Sia X uno spazio vettoriale con una famiglia B C P(X) tale che:

e ogni B € B ¢ assorbente, bilanciato e convesso.
e per ogni Bi, Bo € B anche By N By € B.

Allora, denotato B Uinsieme delle intersezioni finite di elementi in B, seque che la famiglia

U={UC X |3In>0,B¢cB tali che rB C U}

e un sistema di intorni di 0 € X per una topologia di SVTLC su X.

1.3.1 Continuita degli Operatori e Forme Lineari su SVTLC

Fatto 1.20

Sia T : (X,P) = (Y, Q) forma lineare tra SVTLC le quali topologie sono indotte dalle famiglie
di seminorme P e Q rispettivamente.

Allora T ¢ un operatore continuo se e solo se per ogni q € Q seminorma esiste M > 0 ed
esistono seminorme p1,...,p, € P tali che:

q(Tz) <M(pyV---Vp)(z) VeeX

dove V indica 'operatore “massimo”.
Se Q ¢ filtrante, ovvero per ogni q1,q2 € Q esistono M >0 e g € Q tali che g1 V q2 < Mg,
allora la tesi si semplifica dicendo che:

Vge Q 3IM > 0,p € P tali che q(Tz) < Mp(x) Vz € X.

Fatto 1.21
Sia f: (X, P) = K forma lineare. Essa é continua se e solo se esistono pi,...,p, € P ed
M > 0 tali che:

(f,x)| < M(pyV---Vpr)(z) VeelX.

1.4 Teorema di Hahn-Banach

In questa sezione riportiamo i diversi enunciati del Teorema di Hahn-Banach.

Teorema 1.22 - Teorema di Hahn-Banach
Sia V' un R-spazio vettoriale ed M C 'V un sottospazio vettoriale.
Siano f: M — R funzione lineare e p: V — R funzione sublineare, cioé tale che:

p(x+y) <p(x)+ply) YeyeV
p(tx) = tp(x) Vt>0Vz eV’




Teorema di Hahn-Banach 1. Spazi Vari

Supponiamo inoltre che f > p su M. Allora la mappa f si estende ad un funzionale lineare
f:V =R tale che f <p.

Seguono diversi corollari.

Corollario 1.23
Sia X spazio normato, Y un suo sottospazio ed f :'Y — R lineare continua. Allora f si
estende ad un funzionale lineare continuo su X con uguale norma.

Osservazione 1.24 - Caso Hilbert

Nel caso di H spazio di Hilbert ed Y sottospazio chiuso di H, si puo considerare il proiettore
ortogonale P : H — Y. Ma allora una qualunque mappa lineare continua T :' Y — R si
estende per composizione TP : X — R.

Questo permette di ottenere lo stesso risultato del precedente corollario tramite una costruzione
esplicita.

Corollario 1.25
Sia X spazio normato. E’ possibile calcolare per x € X :

z|| = ma , X
lell = max (f,z)
i<t

dove il prodotto scalare indicato & la valutazione (f,x) = f(x).

Osservazione 1.26 - Caso Hilbert
Sia H spazio di Hilbert. Allora il precedente corollario é consequenza del Teorema di Riesz:
infatti l'associazione:

H — H*

x <'7 x>

e un isomorfismo, detto isomorfismo di Riesz.

Corollario 1.27
Data T : X — Y applicazione lineare continua tra spazi normati, si definisce [’operatore
trasposto come:
7. Y* — X7
f — foT~

Allora || T*|| = ||IT|-

Corollario 1.28 - Inclusione isometrica nel biduale
Sia (X, ]| - ||) uno spazio normato. Si considera la mappa:

ix: X — X*
T > evy

dove il funzionale evy : f +— f(x) & la valutazione in x € X. In particolare ix & un’inclusione
isometrica di X in X**.
D’ora in poi quando si scrivera X C X** si intende 'inclusione tramite la mappa ix .

Questo risultato motiva la seguente definizione.

Definizione 1.29 - Spazio Riflessivo
Uno spazio normato (X, | - ||) & riflessivo se ix € surgettiva e dunque isometria.

Enunciamo ora il Teorema di Hahn-Banach nel caso complesso.
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Teorema 1.30 - Teorema di Bohnenblust-Sobczyk
Sia X un C-spazio vettoriale normato ed Y sottospazio vettoriale. Dato un funzionale f € Y™,
questo si estnde ad un funzionale f € X* con stessa norma.

Riportiamo ora le forme geometriche del Teorema di Hahn-Banach.

Teorema 1.31 - Teorema di Separazione (I)
Sia X un R-SVT ed A un aperto convesso, B un convesso tali che AN B = &.
Allora esiste un funzionale F' € X* ey € R tali che per ogni a € A e b € B valga:

(Fya) <~v < (F,b).
In altre parole, AC {F <~} e BC {F >~}.
Teorema 1.32 - Teorema di Separazione (II)

Sia X un R-SVTLC e siano K,C convessi disgiunti di X tali che K compatto e C' chiuso.
Allora esiste un funzionale lineare continuo F su X e due valori reali v1 < 7y tali che:

<F,$>§71<72§<Fay> v.fEK,yEC.

Osservazione 1.33
L’ipotesi di locale convessita nel precedente teorema é necessaria.

1.5 Costruzione di Duali

Riportiamo due costruzioni generali per duali.

1.5.1 Prodotto di Normati

Siano (X, ||-|x) e (Y,|l-|ly) due spazi normati. Si pud considerare lo spazio prodotto (X x
Y |||l xxy) dove per x € X ed y € Y

1, 9) | x ey = max{[z]| x, [lylly }-

Allora passando ai duali si ottiene una isometria:

(X XY [ y)™ = (XY e+ D)

1.5.2 Quoziente di Normati

Sia (X, || - ||) uno spazio normato e consideriamo Y suo sottospazio vettoriale chiuso.
Definiamo I’annullatore di Y come Y+ = {f € X* | fly = 0} e allora si ottengono le seguenti
isometrie:

Y* ~ */YL e (X/Y)* ~Y+t.
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Operatori Lineari e proprieta
topologiche

2.1 Teorema della Mappa Aperta

Teorema 2.1 - Teorema della Mappa Aperta
Siano (X, ||+ llx) e (Y, || - lly) spazi di Banach. Sia T : X —'Y lineare, continua e surgettiva.
Allora T' ¢ aperta.

Osservazione 2.2
L’ipotesi di surgettivita puo essere sostituita con la richiesta che T(X) sia di II categoria.

Idea. Denotata con B la palla unitaria chiusa di X vogliamo vedere che
1. TB ¢ intorno di 0 € Y e questo vorra la completezza di Y.
2. TB ¢ intorno di 0 € X e questo vorra la completezza di X.

Questo concluderebbe la dimostrazione.

2.1.1 Conseguenze

Corollario 2.3
Un operatore lineare continuo tra spazi di Banach é omeomorfismo se e solo se é bigettivo.

Corollario 2.4
Sia T : X — 'Y operatore lineare continuo tra Banach. Esso induce un’applicazione:

x T vy
e
X/kerT

tale che T : X/kerT — Y ¢ lineare continuo ed iniettivo. Se T ¢ aperta, allora T ¢ un
omeomorfismo.

Corollario 2.5
Sia T : X —'Y lineare continua tra Banach. Vale che:

T e fortemente iniettiva se e solo se T ¢ iniettiva con ranT chiuso
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dove T si dice fortemente iniettiva quando 3 ¢ tale che ||Tz| > ¢ ||z].

Corollario 2.6
Dato un operatore T : X — Y lineare continuo tra Banach, vale che:

T ¢ un’inversa destra se e solo se T iniettivo con ranT addendo diretto di 'Y .
Dato S : Y — X lineare continuo tra Banach, seque che:

S e inversa sinistra se e solo se S surgettivo con ker S addendo diretto di 'Y .

Corollario 2.7
Due norme di Banach confrontabili sullo stesso spazio vettoriale sono equivalenti (inducono
la stessa topologia).

Esercizio 2.8 - Paradosso
Siano || - ||y e | - ||y due norme su X un K-spazio vettoriale. Sia | - |5 := |- ||, +] - |- Valgono
le sequenti proprieta:

1. una successione (Tn)nen € X converge in (X, | - ||3) se e solo se converge sia in (X, || - ;)
che in (X, |- |5)-

2. una successione (Tp)neny € X € di Cauchy in (X, | - ||3) se e solo se & di Cauchy sia in
(X, 11+ 111) che in (X, ][ - l5)-

Da queste osservazioni seque subito la sequente proposizione.

Proposizione 2.9
Tutte le norme di Banach su X spazio vettoriale sono equivalenti.

Pero e anche vero che su uno spazio normato X di dimensione dim X = oo. ci sono forme
lineari non continue (a) e pure involuzioni lineari non continue (b). Infatti:

(a) basta definire f : X — R in modo che fex, = k per ogni k € N per {ex}n vettori
linearmente indipendenti di norma 1.

(b) sia L : X — X dove Lz := = + (f,z)u per un certo u € X fissato ed una f forma
lineare. Allora:

Lz =z + (f,2)u+ (f,z + (f,x)u)u =z + (2(f, 2) + (f, 2){(f,u)) u.

Preso u € X tale che {f,u) = —2 allora L?> = id. Ma data una f non continua, neppure
L ¢ continua.

Si possono allora considerare una norma Banach || - ||; su X e la norma:
[l = || L]
che é sempre Banach per L come sopra. Questa norma rende:
L (X M) — (X5 -

un’isometria lineare. Ma dato che L non era continua, seque che ||-||; e |- ||y non sono
equivalenti.
Questo crea un paradosso con la proposizione sopra. Dov’é il problema?

10



Teorema del Grafico Chiuso 2. Operatori Lineari e proprieta topologiche

2.2 Teorema del Grafico Chiuso

Teorema 2.10 - Teorema del Grafico Chiuso
Siano X eY spazi di Banach eT : X — Y lineare. Allora:

T ¢ continua < graph(T) = {(z,y) € X XY | Tx = y} ¢ chiuso.

Fatto 2.11
Sia F un convesso di (X, ]| -]|). Esso é chiuso in || - || se e solo se é chiuso in w.
In particolare questo vale per F' sottospazio vettoriale.

2.3 Lemma di Iterazione

Lemma 2.12 - Lemma di iterajione lineare
Siano X, Y spazi di Banach, B = Bx(0,1) la palla chiusa unitaria di X e T € L(X,Y) lineare
continua. Sta U CY limitato e 0 < t < 1 tali che:

UCTB+1tU.

Allora si trova che:
(1-t)yUCTB

ed in particolare se U é un intorno di 0 € Y allora T é una mappa aperta e surgettiva.

Definizione 2.13 - o-convesso

Un sottoinsieme C' C X di uno spazio di Banach si dice o-convesso se per ogni (zx)y C C
o0 o0

limitata e per ogni (Ax)y € R>¢ tale che > Ay =1 allora anche Y Ayci € C.
k=0 k=0

Proposizione 2.14 - Proprieta di o-convessita
Si consideri C C X dove (X,|| - ||) & uno spazio di Banach.

a) Se C & un convesso chiuso allora C' é o-convesso.

b) Se C ¢é un convesso aperto allora C é un o-convesso.

¢) Sia C un o-convesso limitato e T € L(X,Y). Allora TC ¢é o-convesso.
d) Se C é un sottospazio allora C' é o-convesso se e solo se C' & chiuso.

e) Se C' ¢é o-convesso allora i traslati C' — v con v € X sono o-convessi e per T € L(X,Y)
anche T~1C ¢ o-convesso.

f) Sia C un o-convesso e 0 < t < 1. Allora per ogni U limitato vale che:
U C C +tU implica che (1 —t)U C C.

g) Se{Ci}1 e una famigli i o-convessi, allora lo ¢ anche (,c; C;.

h) La proprieta del punto (f) si pud “invertire”.
Se C C X ¢ tale che esiste t € (0,1) per il quale:

per ogni U limitato, se U C C + tU allora (1 —t)U C C

allora C & un o-convesso.

11



2. Operatori Lineari e proprieta topologiche Lemma di Iterazione

2.3.1 Conseguenze

Teorema 2.15 - Teorema di Dugundji

Sia (M, d) uno spazio metrico e A C M un chiuso. Siano E Banach con una mappa f : A — E
continua.

Allora esiste un’estensione continua F : M — E di f. Inoltre, se f(A) C B(0, R) allora anche
F(M) C B(0,R).

Teorema 2.16 - Teorema di Sollevamento per Operatori Lineari (Bartles - Groves)
Sia L : E — F lineare continua e surgettiva tra Banach. Sia M uno spazio metrico ed
[+ M — F continua Allora f si puo sollevare ad E, cioe esiste f : M — E continua tale che

f=Lof.
2

M*>F

Osservazione 2.17

Ricordare che data L : E — F lineare, continua e surgettiva, questa non ha sempre inversa
destra (dove inversa si intende isomorfismo tra Banach). Pero ammette sempre un’inversa
topologica destra grazie al Teorema della Mappa Aperta.

Teorema 2.18

Siano X, Y Banach. L’insieme delle applicazioni surgettive lineari surgL(X,Y) C L(X,Y)
e un aperto. Precisamente, se T : X — Y é surgettivo, sappiamo che induce al quoziente un
operatore invertibile:

X —L 5y

LA

/kerT

Se consideriamo k := allora per ogni H € L(X,Y) tale che |H|| < k vale che T + H

_ IIT l
surgettivo.

Teorema 2.19 - Surgettivita e Aggiunti
Sia T € L(X,Y) tale che T* sia fortemente iniettivo, ovvero:

3k tale che |T*y*|| > k|ly*|| Yy* e Y™.
Allora T' ¢ surgettivo. Vale anche il viceversa.

Teorema 2.20 - Iniettivita e Aggiunti
Sia T € L(X,Y) con X,Y Banach. Valgono le sequenti equivalenze:

o T ¢ iniettivo se e solo se ranT™ ¢ w*-denso.

o T* ¢ iniettivo se e solo seranT ¢ denso (equivalentemente in w o || - ||).

12



Capitolo

Topologie Deboli

3.1 Topologia iniziale e debole

Abbiamo visto diverse proprieta interessanti degli spazi SVTLC, tuttavia ancora non ne abbiamo
esplicitati. Il prossimo esempio, quasi banale, ci introduce all’utilita della topologia iniziale.

Esempio 3.1
Se consideriamo R® con la topologia prodotto allora questo @ uno SVTLC, infatti le proiezioni sono
continue e lineari.

Vorremo imitare la costruzione precedente, perd piu in generale. In quel caso era sufficiente
considerare la topologia prodotto visto che poi le proiezioni erano lineari, ma non & sempre il caso.

Definizione 3.1 - Topologia iniziale
Sia X un insieme® e F = {f; : X — Y}, 7 }ics allora esiste la meno fine topologia su X che
rende continue tutte le f; ed ha come prebase di aperti gli insiemi

fi'(A)conicl, Aem.

%Notare che non si richiede alcuna topologia 77 su X. Questa costruzione & di carattere generale.

Teorema 3.2 - Proprieta universale della topologia iniziale
Dato X dotato della topologia iniziale Tr e ¢ : Z, 77 — X, 7r. Allora

¢ e continua < f;o0¢: Z, 77 — Y;,T; € continua.
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Proposizione 3.3 - Transitivita costruzione topologie iniziali
Zi e}

)

9i,
Siano F = {fl X = 3/1,7'1} e Gl = {gl,n — Zl,n}'

G2 . . Y, 5 Zig
Allora sono equivalenti, come topologie su X le sequenti: ’

Gi,~
e Topologia iniziale della famiglia {gio 0 fi + X — o Ziy
Zio}-
o . . Zja
e Topologia iniziale della famiglia F, rispetto alla to- 9j,e
]éologia iniziale per ciascun Y; dato dalla famiglia X fi Y; 95,6 Z:5
l- 93,y
Dimostrazione. Entrambe le topologie su X sono fi Zjy
generate da:
1 1 Zk’a
fr (91n(A)) = (grn o f1) 7 (A) con A €7y, e A
9k,B
\kw
2y
Esempio 3.2

Dato X,7 e Y C X, la topologia quoziente si ottiene come topologia iniziale dove

]::{ij;)X}

Esempio 3.3
Dati (X;, 7;) la topologia prodotto si ottiene come topologia iniziale dove

F= {m:HXZ- —>Xi.}

icl

Osservazione 3.4
Si ricorda che la topologia prodotto di sottospazi coincide con la topologia di sottospazio indotta
dal prodotto.

Proposizione 3.5

La topologia iniziale su uno spazio vettoriale X indotta da una famiglia di applicazioni linear:
70 X =Y, dove Y; & SVT per ogni i, ¢ una topologia di SVT su X. In particolare ¢ SVTLC
se tutti gli Y; sono SVTLC.

Definizione 3.6 - Duale algebrico
Dato X K—spazio vettoriale definiamo X/, , come l'insieme delle funzioni lineari f : X — K.

Osservazione 3.7
Notiamo che X mon é detto che sia dotato di topologia.

Definizione 3.8 - Topologia debole
Dati X K—spazio vettoriale e F' C X(’llg chiamiamo topologia debole della famiglia F', indicata
con o(X, F), la topologia iniziale SVT di F.
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Osservazione 3.9
Con la costruzione precedente abbiamo topologizzato X. La topologia o(X, F) ¢é localmente
convessa e ha per prebase di intorni di 0 gli insiemi

{r e X [(f,2)] <1}jer

La famiglia di seminorme associata é P = {|f|} rer.

Lemma 3.10

Siano fo, f1,..-,fn € X(’llg, allora sono equivalenti:

1. fo = Z )\1f1 con )\i e K.
i=1

2. ‘f0| < Mmax7l{|f1|7 AR ‘fn|}
3. ker fo 2 (i, ker fi.

Proposizione 3.11
Dati X K—spazio vettoriale e F' C X, allora

[X,0(X,F)]" =F.
Definizione 3.12 - Topologia debole

Se X,7 & SVT si puo considerare la topologia debole come la topologia debole indotta da
F = (X,7)*. Chiamiamo w = o(X, X*), & una topologia di SVTLC meno fine di 7 tale che

Xi, = X2,

Definizione 3.13 - Topologia debole per spazi di Banach
Se X & uno spazio di Banach, la sua topologia debole ¢ (X, X*).

Definizione 3.14 - Topologia debole *

La topologia debole x ¢ la topologia su X* data da F' C (X*);,  definita dalle valutazioni
F ={ev,: X* > K} dove ev.f = {f,x).

Identificando X con la sua immagine nel biduale, si indica con o(X*, X).

Osservazione 3.15

Dalla proprieta di transitivita delle topologie iniziali si ha che o(X,X*) coincide con la
topologia su X indotta dalla topologia w* = o(X**, X*) su X**.

Fatto 3.16
Le topologie (X, X*) e o(X*, X) sono di Hausdorff.

Fatto 3.17
Sia E spazio di Banach e consideriamo un funzionale n € E**:

7 ¢ una valutazione (cioé n € ig(E)) <& n éw*-continua.

Dimostrazione. L’implicazione = segue direttamente dalla definizione di topologia w*.
Dimostriamo <. Supponiamo che 7 : E* — R sia w*-continuo. Allora abbiamo che:

{feE

In(f)] <1} &un w*-aperto

15
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in quanto corrisponde alla preimmagine 7~((—1,1)). Dato che 0 € V, per definizione di aperto
deve esistere un intorno di 0 in E* contenuto in V. Ma una base di intorni di 0 per la topologia
w* ¢ data da

{feE"||f(z)|<1Vi=1,...,n} dove X1,...,2p € E
quindi esistono z1,...,z, € E tali che:
(FeB | |f@) <1Vi=1,....,n} C{f € B | In(f)] <1}.

Consideriamo allora un qualsiasi funzionale f € E*. Sia M > max | f(z;)| e definiamo g = 7 f €
i=

yees

E*. Per costruzione:

ge{feE ||fx)|<1Vi=1,...,n} C{feE"|n(f) <1}

quindi |n(g)| < 1, da cui |n(f)| < M. Per arbitrarieta di M > max |f(x;)| segue che:

i=1,..

n(f) < max [f(z:)].

1=1,..., n
Ma allora, se f si annullava in 21, ...,z,, da questa disuguaglianza n(f) = 0. Si deduce quindi
che:
n
ﬂ kerev,, C kern
i=1
ovvero per il Lemma 3.10 n &€ combinazione lineare di ev,,,...,ev,, . Segue che:

N=o1evy, + -+ apeVy, =€Vo zi4+dan,zn,

dove a; € R. Concludiamo cosi che 7 € una valutazione. ]

3.2 Teorema di Banach-Steinhaus

Ricordiamo il Teorema di Ascoli-Arzela, nella sua forma tradizionale e in versione Majer.

Teorema 3.18 - Teorema di Ascoli-Arzela (v. tradizionale)
Sia {fn} una famiglia di funzioni equilimitate ed equicontinue da un compatto in R™. Allora
fn ha una sottosuccessione che converge uniformemente.

Teorema 3.19 - Teorema di Ascoli-Arzela (v. Majer)
Siano (X, d) spazio metrico compatto e (E, || - ||) spazio di Banach.
Sia A C (CO(X,E),| - ||l)- Allora A ¢ compatto se e solo se:
1. A é chiuso
2. A ¢é equicontinuo

3. esiste S C X denso tale che per ogni x € S l’insieme

A(@) ={f(z) | f € A} = val(A x {z})

e relativamente compatto® in E.

%Un insieme ¢ relativamente compatto se la sua chiusura € compatta. Se X € spazio metrico completo allora
Y relativamente compatto < Y totalmente limitato

Questo teorema potrebbe essere usato in combinazione coi seguenti risultati, in particolare con
il Teorema 3.24
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Teorema 3.20 - Teorema di Baire
Data una famiglia { Ay }nen di aperti densi nello spazio metrico completo (X, d) allora Nyp>oAsx
e denso.

Definizione 3.21 - I e II categoria
Uno spazio topologico X si dice di I categoria se & unione numerabile di chiusi F}, con F,, = ().
X spazio topologico di IT categoria se non e di I categoria.

Definizione 3.22 - Famiglia equicontinua
Diciamo che una famiglia I' di operatori lineari continui tra due SVT & equicontinua se e solo
se

YU e UyIV e Ux : VT e TT(V) C U.

Osservazione 3.23
Se X, Y sono normati cio equivale a dire che T' é un insieme limitato in L(X,Y") rispetto alla
norma degli operatorsi.

Teorema 3.24 - Teorema di Banach-Steinhaus
Siano X,Y SVT, sia T C L(X,Y) che sia puntualmente limitata su un insieme S C X di
seconda categoria cioé:

Vs € S Uinsieme {Ts : T € T} =T(s) é limitato in Y.

Allora T é equicontinua.

3.3 Teorema di Goldstine

Definizione 3.25 - Polare e Prepolare
Sia X uno SVT ed A C X. Definiamo il polare di A come:

A% ={a* e X* | |{z*,2)| <1Vz € A} = ﬂ{x}o

TEA

Dato B C X*, il prepolare di B sara:
B, :={z € X | |(z*,2)| <1Va* € B}.

Osservazione 3.26 - Proprieta di Polare e Prepolare
Valgono le sequenti proprieta:

e [’insieme A° sara per definizione bilanciato, convesso e w*-chiuso.

e dato A sottospazio vettoriale di X e B sottospazio vettoriale di X* seque che:
A° =AY e B,=DB,.
o sia (X, || -]) spazio normato con linclusione ix : X — X**. Si dimostra che:
A° =(ixA)y e By=iy'(B°)=B°NnX (3.1)
applicando direttamente le definizioni, sapendo che:

<x*7x>X*><X = <iX(l')7x*>X**><X*'

17



3. Topologie Deboli Teorema dell’immagine chiusa

e per definizione di norma duale, seque anche che:

Bx- = (Bx)°. (3.2)
D’ora in poi, assumiamo (X, | - ||) spazio normato.

Fatto 3.27
Siano AC X e BC X*. Allora:

w*

(A°), = assconv(A) e (B,)° = assconv(B)
dove usiamo la notazione:
e conv(A) per indicare Uinviluppo convesso di A.
e bil(4) = Bx(0,1) - A ovvero il bilanciato di A.
e assconv(A) := conv(bil(A)) per indicare l'inviluppo assolutamente convesso di A.

Corollario 3.28
Sia A sottospazio vettoriale di X e B sottospazio vettoriale di X*. Allora:

*

w

(Al)l:Z e (BL)J‘:E
Proposizione 3.29 - Criteri per la densita
Siano A C X e B C X™* sottospazi vettoriali. Allora:
e A ¢ w-denso se e solo se At = (0).

e B ¢ w*-denso se e solo se By = (0).

Proposizione 3.30
Sia T € L(X,Y). Allora:

kerT = (ranT™) | e ker T* = (ranT) .

Teorema 3.31 - Teorema di Goldstine

Sia (X, || -|) spazio normato. La palla Bx ¢ densa in Bx« nella topologia w* del biduale
X** (cioé o(X**, X*)).

Corollario 3.32
Sia X spazio normato. Allora X & o(X**, X*)-denso in X** tramite Uinclusione ix : X —
X+,

Osservazione 3.33
Se X non ¢ riflessivo, la sequenza di biduali é strettamente crescente, ovvero:

3.4 Teorema dell’immagine chiusa

Teorema 3.34 - Teorema dell’Immagine Chiusa
Siano XY Banach e T € L(X,Y) lineare continuo. Sono equivalenti:

1. ranT ¢ || - ||-chiuso.

2. ranT e w-chiuso.

18
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3. ranT = (ker T*) .
4. ranT* ¢ || - ||-chiuso.
5. ranT™ & w-chiuso.

6. ranT* = (ker T)L.

Corollario 3.35
Siano X,Y Banach e T € L(X,Y). Allora:

T ¢ surgettivo se e solo se T* ¢ fortemente iniettivo.

Esercizio 3.36
Siano XY Banach. I sequenti sottoinsiemi degli operatori lineari continui:

surgL(X,Y) InvszL(X,Y) InvdzL(X,Y) FortInL(X,Y)

sono aperti di L(X,Y).

Teorema 3.37 - Criteri di Separabilita
Sia X spazio di Banach. Valgono le sequenti implicazioni:

1. X* & | - ||-separabile = X ¢é || - ||-separabile.

2. X é| - ||-separabile <= (Bx~,0(X*, X)) é metrizzabile.

3. X* ¢ |- ||-separabile <= (Bx,o(X,X*)) é metrizzabile.
Dimostrazione. Si dimostrano le 5 implicazioni separatamente.

1) Sia X* separabile. Allora esiste una famiglia {f, }neny € X* densa. Per definizione di norma
operatoriale || - || di X* segue che:

lewl =1

Vk € N dz,, € N tale che 1
[(frs zr) | = 51 fxll

Il nostro claim & che I'insieme Y := spang{zy} ¢ denso in X: Y sara cosi I'insieme separante.
Usando il criterio di separabilita (REF?), ricordiamo che:

T=X > {edtn=Y*={0}
quindi basta verificare che Vf € X* vale:
VkeN (f,zr)=0 = f=0.

Fissato tale f € X* che si annulla su {zj}ren, per densitd di YV esiste una successione

{fr,;}jen € {fr}ren tale che f, A, f per 7 — oo. Allora si puo stimare per j — co:

1
S| < [k an) | < [y = Fong )|+ [(Fow ) < (e, = Foan )] < | fi, = £ = (1)
che per continuita della norma || - || implica:

[fe ][ = 1A = lfl=0 = f=0

ovvero la tesi.
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2 =)

2 <)

Costruiamo una norma |||-||| su X*. Per ipotesi supponiamo che {z,},>1 € Bx sia un insieme
separante per By (esiste perché X separabile). Allora definiamo ||-|| ponendo per f € X*:

Al =D 27" [{fza)l -

n>1

Si verifica che questa sia una norma. Inoltre, si puo stimare che:

A= 27" 0 - llall < 1£1) (3-3)
n>1
da cui segue che la topologia indotta da ||-[| su X* & meno fine della topologia o(X*, X).

Il claim che si vuole dimostrare ¢ che la mappa

idg,. : (Bx~,

[l) — (Bx=, (X", X)) (3-4)

¢ un omeomorfismo (notare che su X* potrebbe non esserlo, in dimensione o). Questo basta,
in quanto (Bx-«, ||-||) & metrico (sottospazio di un normato).
Dato che (Bx~,||-||) € metrico, la continuita si puo verificare per successioni. Consideriamo

{fe} € Bx- tale che f, 11 e By..
A meno di usare {1(fx — f)}, si pud supporre senza perdere generalita che f = 0. La

continuita di (3.4) si dimostra se f, — 0 in Bx-.
Ma per convergenza in |||, segue che { f;} convergono puntualmente a 0 sull’insieme {2, } nen
separante. Infatti:

k—oo

Ifelll = 1 fr zdl = [ 2n)| <271l — 0.

Al contempo, la famiglia {fx}ren € equilipschitziana di costante 1 dato che & contenuta nella
palla Bx« secondo la norma operatoriale. Per il Teorema di Ascoli-Arzela segue che 'insieme
di convergenza di una successioni di funzioni equicontinue ¢ un chiuso. Dato che convergeva
per {z,}neny denso, questo significa che {f;} converge puntualmente alla mappa nulla su
tutto Bx«. Questo basta a dimostrare la convergenza debole, che va verificata soltanto sulle
valutazioni ev, per x € Bx+ per definizione.

La mappa (3.4) ha anche inversa continua idp, ., per finezza delle due topologie considerate
(seguiva dalla stima (3.3)).

Questa implicazione si dimostra partendo dalla seguente osservazione.

Osservazione 3.38

1 polari di insiemi finiti in X sono intorni di 0 in (X*,0(X*,X)). In altre parole, se
F e F(X*) allora F° :=(\,cp{x}° ¢ un intorno di 0.

L’insieme di questi polari forma una base di intorni per 0 in (X*, o(X*, X)).

Dato che Bx- & metrizzabile con la topologia data da o(X*, X)|p,., esiste una successione
di insiemi finiti {F}, },>0 C F(X) tale che:

{F°N Bx~+}p>0 ¢ una base di intorni di 0.

Senza perdere generalita, si puo considerare una famiglia tale che F,, 1 D 2F,,. Cosi facendo
) + )
passando ai polari le inclusioni si invertono e si ottiene:

o o 1 o
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3=)

3 <)

Cosi facendo, U'intersezione dei polari si annulla (ad ogni passo il diametro dimezza) e si trova
la seguente serie di uguaglianze insiemistiche:

(0)

NEnBx) =[N Fg | nBx- 2 [ U Fn| nBx

n>0 n>0 n>0
_ 1) o
b
= |assconv U F, N Bx~ ® span U F, N Bx~
L n>0 n>0
- 1
= |span U F, N Bx-
L n>0

dove rispettivamente:

(a) & linversione delle inclusioni passando al polare.

(b) segue dalla proprieta (3.5), che vale anche passando agli assolutamente convessi.

1
Ma abbiamo che [Span (UnZO Fn)} ¢ un sottospazio, interseca la palla unitaria nel solo
1L
{0}, allora [span (Unzo Fnﬂ = (0).
Da questo segue (REFS?) che span (Un>0 Fn) ¢ un sottospazio denso (sia || - || che w*). Ma

allora spang (Un>0 Fn> ¢ 'insieme separante per X.

Sia X* separabile. Per il Punto (2) gia dimostrato segue che la palla Bx«+ ¢ metrizzabile
con la topologia indotta da o(X™**, X*)

Sia Bx metrizzabile con la topologia o (X, X*)|g,. L’idea di dimostrazione ¢ analoga al caso
(2 <), in quanto vale la seguente osservazione.

Osservazione 3.39
Il prepolare di F' € F(X*) é un intorno di 0 in (X,0(X, X™)).
Ricordiamo che (identificando X con ix(X) C X**) si puo scrivere

F,=F°nNnX.

L’insieme di questi prepolari forma, in particolare, una base di intorni.

Analogamente al precedente caso, Bx metrizzabile implica che esiste una famiglia {F}, },,>0 C
F(X*) tale che ai prepolari {F? N Bx = Fy N X = F2},>0 si trova una base numerabile di
intorni di 0.

Come prima, assumiamo anche che F,, 1 2 2F,,. Allora:

o 1

0)=()FinBx = ||JF.| nBx=|span | F.| NBx = |span|]J F.| NBx

n>0 n>0 n>0 n>0 n

dove, quando sensato, usiamo 'identificazione di Bx con 'immagine nel biduale.

Segue che, come per il punto (2), vale [Span (UnZO Fn)]l = (0). Questo implica che il

sottospazio vettoriale span (Un>0 Fn> di X* ¢ w*-denso. Questa volta, 'argomento non

conclude subito, perché sottospazi vettoriali w*-densi non sono necessariamente || - ||-densi.
|

I-1

Poniamo Z := span (Un>0 Fn) e proviamo che Z = X* con un argomento per assurdo.

Consideriamo g € X*\ Z e senza perdere generalita, sia d(g, Z) = 1, ovvero la distanza di g
dal sottospazio Z sia unitaria.
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Notiamo che l'insieme {z € Bx | (g,z) < 1} & un intorno aperto di 0 in (Bx,o(X, X*)|5y).
quindi contiene uno degli aperti di base F;, N Bx per qualche m € N. Fissato tale indice m,
definiamo 'insieme:

A{UEX**

o) > 5 A LI <1%F € B}

che per definizione ¢ un aperto di o(X**, X*) (le condizioni richieste sono aperte).
Vediamo che A # @. Applicando il Fatto 3.40 allo spazio X*, con sottospazio Z: esiste un
funzionale p € X** tale che:

lell =1 (p,9) =dlg,2) =1  kerp2Z

Segue che ¢ € A, quindi A # &.

Per il Teorema di Goldstine, la palla Bx ¢ densa in By««, quindi AN Bx # & dato che A
aperto non vuoto.

Dunque esiste T € Bx C X tale che evz € A. Cioe:

(g,$>>% e |(f,®)| <1VfeF,.

In particolare la seconda condizione equivale a dire che & € F;NBx = {z € Bx | (g,2) < 3}.
Assurdo, perché la valutazione di g in Z non puo essere contemporaneamente di norma > %
e< 1.

Segue che tale g € X* \ Z non esiste, quindi Z = X*. Allora span (Un>0 Fn) e || - ||-denso

in X™ e spang (Un>0 Fn> ¢ insieme separante per X* cercato.

Fatto 3.40
Sia Z un sottospazio chiuso di Y Banach e g € Y. Allora esiste p € Y* tale che:

* llolf =1.

e (p,9) =d(g,2).
e kerp D Z.

Dimostrazione. Data la proiezione 7w : Y — Y/ ‘7, applichiamo Hahn-Banach alla mappa mg € Y/ 7
esiste ¢ € (Y/Z) tale che:
[ell=1 e (& mg) =|mg|.

Definiamo allora ¢ := g o 7w = 7" ed osserviamo:

ol = sup (p,z) = sup (pomaz)= sup (p,mz) =  sup ($,&) =] =1
rEBy rEBy rEBy EGTK‘BYZBY/Z

Per costruzione ker ¢ O Z ed infine:

(p,9) = (@, mg) = ||mg| = d(g, Z).

Questo conclude la dimostrazione del fatto, abbiamo trovato il funzionale richiesto. O

Esercizio 3.41
Uno spazio X di Banach é riflessivo separabile se e solo se X* lo é.

Dimostrazione. Lasciato come esercizio per davvero! O
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3.5 Spazi Riflessivi

3.5.1 Addendi diretti

Visto che l'oggetto principale del corso sono spazi vettoriali e/o spazi normati ¢ possibile studia-
re alcune loro proprieta algebriche. La decomposizione in addend:i diretti avra un ruolo molto
importante per lo sviluppo della teoria.

Definizione 3.42 - Addendo Diretto Algebrico
Sia X spazio vettoriale. Un sottospazio A si dice addendo diretto (algebrico) se esiste B
sottospazio di X tale che:

X=A®B

dove @ e la somma diretta tra spazi vettoriali.

Definizione 3.43 - Addendo Diretto Topologico
Sia X un SVT. Allora A si dice addendo diretto topologico se € un addendo diretto, ovvero
X = A® B e la mappa:

XY a0B

& omeomorfismo tra spazi topologici.

Definizione 3.44 - Proiettore
Se X = A ® B chiamiamo proiettore una mappa P tale che Po P = P. Avremo

Py: X—-A e Pp:X— B.

Fatto 3.45
Se scrivo X = AP B allora

Osservazione 3.46

Actung: se scriviemo X = A@® B = A’ ® B’ NON ¢ detto che ci sia un isomorfismo tra
A/B e A'/B’ rispettivamente o tra A/B e B'/A’. Quindi se sappiamo qualcosa sulla dimen-
stone/codimensione di A, non possiamo dire NULLA a priori su quelle di A’/B’. Inoltre, se
A~ A’ NON ¢ detto che B ~ B'! Esempio {' con successioni nulle su prima componente e

shift.

Fatto 3.47
Se X & SVT Ty allora un sottospazio chiuso di dimensione finita é addendo diretto.

3.5.2 Proprieta Categoriali

Definizione 3.48 - Successioni esatte e funtori esatti
Consideriamo un funtore tra spazi di Banach F': Ban — Ban ed una successione di mappe:

0 X,y A,z 0

dove X,Y,Z € Ban e le mappe a, 5 sono lineari continue. La successione si dice esatta corta
quando:

o ker(a) = (0) ovvero « & iniettiva.
e ran() = Z ovvero 8 & surgettiva.

e ker(f) = ran(a).
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Il funtore F' si dice esatto se manda successioni esatte corte in esatte corte, ovvero se data
una successione come sopra anche:

0 F(x) 2 O pz)y — 0

FY)
¢ esatta (I’analogo vale per funtori controvarianti).
Fatto 3.49 - Duale come Funtore

Consideriamo la categoria Ban degli spazi di Banach. La corrispondenza creata dal passaggio
al duale:

che induce un’associazione ai morfismi:
T:X—>Y — T:Y* = X*
e un funtore controvariante esatto Ban — Ban.
Fatto 3.50 - Biduale come funtore
1l funtore “biduale” che consiste nella composizione del funtore duale con sé stesso & un funtore
esatto covariante.

In partiolare, la famiglia {ix : X — X**}xepan costituisce un insieme di trasformazioni
naturali tra i funtori identita e biduale, cioé il sequente diagramma commuta:

x T vy

o

XHx T Yo

Esercizio 3.51
Sia Y C X sottospazio chiuso (equivalentemente j 1 Y < X fortemente iniettiva). Allora
Y — X e fortemente iniettiva e seque che:

ran(j**) = (kerj*)t = (YL = ((ixY) )t = ix¥" .

Fatto 3.52
Sia 'Y sottospazio chiuso di X. Se X é riflessivo, anche Y ¢ riflessivo.
Equivalentemente, se ix € surgettiva allora iy € surgettiva.

Fatto 3.53
Per'Y sottospazio chiuso di X vale che:

X é riflessivo se e solo seY e X/Y sono riflessivi.
Fatto 3.54

Se X riflessivo allora é localmente sequenzialmente debolmente compatto, ossia ogni succes-
stone limitata in X ha sottosuccessioni debolemnte convergenti.

3.5.3 Spazi uniformemente convessi

Definizione 3.55 - Norma uniformemente convessa
Una norma || - || su X spazio vettoriale ¢ uniformemente convessa se Ve > 0 3§ > 0 tale che
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Vz,y € Bx:
>1-6 = |z—yl<e

x-l—yH

Esempio 3.4 - Spazi di Hilbert
Sia H uno spazio di Hilbert. Esso ¢ uniformemente convesso per l'identita del parallelogramma.
Ricordiamo infatti che per ||z|| <1 e ||y|| < 1 vale I'identita:

2 2 2 2
o+ yl* + o = ylI* = 2 () + y)1*)

dalla quale segue la disuguaglianza:
r+y 2
2

|WMVS4G

che fissato ogni € > 0 da un valido § > 0.

Osservazione 3.56
Notare che la proprieta riportata nella definizione si verifica sempre restringendosi a sottospazi
2-dimensionali, ovvero restringendosi a span{x,y}.

Ha quindi senso fare un secondo esempio, il piano reale.

Esempio 3.5 - Piano R?
Si verifica che le norme | - [|, su R? sono uniformemente convesse quando 1 < p < oo.
Nei casi p = 1, 0o invece, la norma non € uniformemente convessa.

Teorema 3.57 - Teorema di Milman-Pettis
Ogni spazio di Banach uniformemente convesso € riflessivo.

Dimostrazione alternativa di Milman-Pettis

Per spazi topologici primo numerabili si & visto che sono molto comode le caratterizzazioni delle
proprieta topologiche tramite successioni. Dalla teoria & emersa 'utilita delle topologie deboli,
ma si € visto che in generale queste non sono Al. Cerchiamo ora quindi di generalizzare 'idea di
successione per poter estendere alcune caraterizzazioni di proprieta topologiche e vediamo come
dare una dimostrazione alternativa del teorema di Milman-Pettis tramite nets.

Definizione 3.58 - Insieme diretto e pre-ordine
Diciamo che una relazione € un pre-ordine se € una relazione transitiva e riflessiva.
Diciamo che un insieme D ¢ diretto se Vi,j € D esiste k € D taleche k >i1e k > j.

Definizione 3.59 - Successione generalizzata o Net
Una successione generalizzata in un insieme X ¢ una funzione f : D — X dove (D, >) & un
insieme non-vuoto, pre-ordinato diretto.

Esempio 3.6
La somma di Riemann ¢ formalmente un net.

Esempio 3.7
Le somme finite sono formalizzabili come nets.

Definizione 3.60 - Definitivamente e frequentemente per nets
Se { P, }aep sono proprieta indicizzate su D insieme diretto diciamo che

o P, vale definitivamente se e solo se Joe € D tale che V3 > o vale Pg.

o P, vale frequentemente se e solo se Vo € D33 > o tale che Py vale.
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Chiaramente si ha che

—(P, vale definitivamente) = (=P, vale frequentemente).

Osservazione 3.61
Per D = N dire 7definitivamente” equivale a dire ”a meno di un numero finito di eccezioni”
e “frequentemente” a “wvale per infiniti indici”. Nel caso di D diretto questa cosa non vale.

Definizione 3.62 - Convergenza per nets
Se f: D — X & un net su X spazio topologico, diciamo che f converge a z € X, scriveremo
limp f =2 o f — =, se per ogni intorno U di z se f(i) € U definitivamente.

Definizione 3.63 - Punto aderente
Dato ¢ € X, diremo che & un punto aderente a f se YU intorno di = si ha f(i) € U
frequentemente.

Esempio 3.8

Dato {z;}icr € X con X SVT si ha che esiste [ := > x; se e solo se
i€l

F()> ij — ¢ nel senso dei nets.
i€

Proposizione 3.64 B
Dato X spazio topologico e S C X wale che x € S se e solo se esiste f : D — S net convergente
a x con D diretto.

Esercizio 3.65
Data f: X =Y con X, Y spazi topologici si ha che f é continua in xg € X se e solo se per
ogni net & : D — X convergente a xqg si ha f o& — f(xo).

Definizione 3.66 - Net di Cauchy

Sia X SVT allora un net f : D — X si dice net di Cauchy se e solo se VU € Ux Ja € D
tale che Vp,q > « vale f(q) — f(p) € U. Equivalentemente, se consideriamo il net g su D x D
come ¢(%,7) = f(i) — f(j), diremo che f & di Cauchy se e solo se g — 0 dove, date due coppie
in D x D, diremo (i,5) < (¢,j') se e solose i <i' e j < j.

Definizione 3.67 - Completezza per Nets
Un SVT X e completo per nets se e solo se ogni net di Cauchy ¢ convergente.

Proposizione 3.68
Dato X SVT primo numerabile abbiamo che é completo per nets se e solo se & completo per
SUCCESSLONS.

Osservazione 3.69
E possibile vedere una dimostrazione alternativa tramite l'uso dei nets del teorema di Milman-
Pettis.

Esercizio 3.70
Dato f: D — X net di Cauchy e x € X punto aderente di f, allora mostrare che f converge
ax.
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Capitolo

Compattezza

4.1 1l Teorema di Tychonov

4.1.1 Filtri su spazi topologici

Definizione 4.1 - Filtro
Diciamo che F C P(X) & un filtro di parti di X se valgono le seguenti proprieta:

e )¢ F,XeF.
e Se A,B € Fallora AnNB € F.

e Se Ac FeAC BC X allora Be F.

Esempio 4.1
I seguenti sono dei filtri:

e F ={ intorni di 2} con xz € X spazio topologico.
e F = { intorni bucati di 2} con z € X spazio topologico.
e Se S ¢ un insieme infinito allora F = {4 :|S\A| < Ry} & un filtro.
Definizione 4.2 - Base di filtro e Filtro generato
Diremo che B C P(X) ¢ una base di filtro se:
1. VAe B A#0.
2. VA, B € B esiste C € B tale che C C ANB.
Definiamo F come il filtro generato da B il seguente insieme:
F={FeP(X):3B € B,BC F} ¢ un filtro.
Definizione 4.3 - Pre-base di filtro
Dato A C P(X) diremo che ¢ una pre-base del filtro F se
{AiNnAsn---NA,: A; € A r € N} & una base del filtro F.

Equivalentemente se A ha la proprieta dell'intersezione finita (PIF): per ogni {A4;}i=1 r
famiglia finita di elementi di A si ha (;_; A; # 0.
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Definizione 4.4 - Immagine e Preimmagine di filtro
Dati f : X — Y funzione fra insiemi, F filtro su X, G filtro su Y & definito il filtro immagine
di F tramite f come:

f(F)={GcY:fYG) cF}

Se f & surgettiva definiamo anche il filtro preimmagine di G tramite f come:

Y6 ={FcX:3Geq,f(G)cF}

di cui {f~1(G) : G € G} ¢ una base.

Esercizio 4.5
Mostrare che, data f surgettiva, vale:

f(F)2G < F217'9).

Definizione 4.6 - Finezza di filtro
Dati F, G filtri su X diciamo che G ¢ piu fine di F se F C G.

Osservazione 4.7

Per ogni filtro possiamo trovare un net associato: infatti se F & un filtro su X possiamo
considerare una funziona di scelta f : F — X tale che VF € F si ha f(F) € F, allora f é un
net su F come insieme diretto ordinato da C.

Definizione 4.8 - Convergenza per filtri
Dato X spazio topologico e F filtro su X, diciamo che F converge a = € X se e solo se, detto
U(z) il filtro degli intorni di x, si ha U(z) C F,

Definizione 4.9 - Punto aderente
Dato F filtro su X e z € X si ha che x ¢ un punto aderente di F se e solo se vale una delle
seguenti condizioni equivalenti:

e VU clU(x)eVF € Fsiha FNU #0.

ezec () F.
FeF

e Esiste un filtro piu fine sia di F che di U(z). Si considera quindi
{UNF:Uel(zx), FeF}.
Definizione 4.10 - Estremo superiore di filtri
Dati due filtri F, F’ su X esiste un filtro pitt fine di entrambi se e solo se
VF e FYF' € F'siha FNF' =.
In tal caso l'insieme {FNF' : F € F,F' € F'} ¢ il minimo filtro piu fine di entrambi e si

indica F V F'.
In generale per una famiglia di filtri {F; }ser su X esiste il piti fine di tutti se e solo se

VJ € F(I),Y{Fi € Fitics [\F:i#0

icJ
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ossia |J F; ha la PIF. L’estremo superiore sara
i€l

\ Fi= {ﬂFZ-:Je]-'(I),FZ- e]—'Nz‘eJ}

el ieJ

Definizione 4.11 - Prodotto di filtri
Siano {X;};cr insiemi con filtri F; su X;, allora esiste il meno fine filtro F su []
che

ser Xi tale

;i (F)CF < FiCp(F)Viel
Si ha quindi che

F=\p ' (F).

i€l

Definizione 4.12 - Ultrafiltro
Un filtro massimale rispetto all’ordinamento si chiama ultrafiltro.

Proposizione 4.13
Un filtro F su X é massimale se e solo se VA C X si ha che 0o A€ F o A° € F.

Proposizione 4.14
Se F ¢é un filtro massimale su X e f: X =Y allora f(F) é massimale su'Y.

Teorema 4.15 - Teorema di Tarski
Ogni filtro F é contenuto in un ultrafiltro.

Definizione 4.16 - Compattezza per Heine-Borel
Elenchiamo una serie di definizioni per la compattezza secondo Heine-Borel:

1. Ogni ricoprimento aperto ammette un sottoricoprimento finito.
2. Ogni famiglia {F;};c; di chiusi con PIF & tale che ;¢ F; # 0.
3. Per ogni filtro F su X, F ha almeno un punto aderente.

4. Per ogni net f su X, f ha almeno un punto aderente.

5. Ogni filtro su X ha un raffinamento convergente.

6. Ogni ultrafiltro ¢ convergente.

Teorema 4.17 - Teorema di Tychonov
Sia I un insieme di indici di cardinalita arbitraria. Allora vale che

HXi e compatto <= X, é compatto Vi.
iel

Osservazione 4.18
Nella dimostrazione del teorema ¢ stato usato due volte 'assioma della scelta. Vediamo che
in realta il teorema di Tychonov implica l’assioma della scelta.
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4.2 Compattezza per topologie deboli

Teorema 4.19 - Teorema di Banach - Alaoglu - Bourbaki
Sia X uno SVT eV € Ux. Allora il polare di V:

Ve={feX*||(f,a)|<1VzeV}
¢ compatto nella topologia o(X*, X).

Ci sono diverse conseguenze di questo teorema.

Corollario 4.20 - Caso Banach
Supponiamo X sia Banach e consideriamo V = Bx. Allora V° = Bx« é w*-compatta.

Corollario 4.21 - Caso riflessivo
Sia X riflessivo ed Y = X*. Allora tramite l'inclusione nel biduale i x si identificano X = Y™*.
Cosi facendo, Bx = By~ e allora:

(X,0(X, X))~ (Y*,0(Y",Y))

ed in conclusione Bx ¢ w-compatta.

Si puo formulare un risultato piu forte perché vale anche il viceversa nel caso di spazi di Banach.

Teorema 4.22 - Kakutani
Uno spazio di Banach X ¢ riflessivo se e solo se Bx ¢ w-compatta (nel senso di Heine-Borel).

Corollario 4.23
Ogni spazio di Banach X si immerge isometricamente nello spazio (C(K),| - || ) dove K
e Ty-compatto.

Corollario 4.24
Sia X riflessivo. Allora ogni suo sottospazio chiuso ed ogni suo quoziente é ancora riflessivo.

Teorema 4.25 - Teorema di Mazur
Sia (X, || - ||) spazio di Banach. Se K C X compatto, allora ¢o(K) é compatto.

Teorema 4.26 - Teorema di Diendonne
Sia (X, || -1]) spazio di Banach. Se K C X compatto, allora esiste {x,} C X con x, — 0
tale che K C co({zn}).

Teorema 4.27 - Teorema di Krein-Smulian
Sia X spazio di Banach e C C X* convesso. Allora si ha che

C & w" — chiuso se e solo se ¥n > 0 é w*-chiuso l'insieme C N nBx«.

Idea. Si considera una topologia su X* dove F' C X™* & chiuso se e solo se Vn > 0 vale che FNnBx«
& w*-chiuso. Questa risulta essere una topologia di SVTLC T, che prende il nome di topologia bw*,
ossia bounded w*-topology. Si provera che, nonotante questa sia strettamente piu forte, si ha che

(X*,wa*)* = (X*)Tw*)*
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Osservazione 4.28
Si ricorda che due topologie di SVT che hanno gli stessi funzionali lineari continui, per il
teorema di Hahn-Banach, hanno anche gli stessi convessi chiusi.

4.2.1 Limiti induttivi di spazi topologici

Definizione 4.29 - Topologia finale o limite induttivo
Sia {(X, Tn)}n>0 una successione di spazi topologici tali che X,, < X,,1; sia continua per

ogni n > 0. Allora su X, = |J X, esiste la piu fine topologia 7, che rende continue le
n>0
inclusioni j, : X,, — X.. Vale che

AcTy <= j (A =ANX, €1,Vn
— A= UA” con A, € ,,Vne A, C Api1.

n>0

Osservazione 4.30
Per il limite induttivo fatto su X — Xp41, data una qualsiasi sottosuccessione di indici k;,
vale che:

lim Xk = lim ij.

k—4o00 Jj—+oo

Proposizione 4.31
Se consideriamo un’altra famiglia di spazi topologici {Yy}k>o tali che Yy, — Yi41 € continua
allora la successione di spazi { Xy X Y} ha limite induttivo tale per cui

UXkXYk: UXk X UYk

k>0 k>0 k>0

(Xoo X Yoo,XXYaToo) = (XooaToo,X) X (Yoo;Too,Y)

dove T x tndica la topologia finale su X.

Proposizione 4.32
Sia Z spazio topologico, allora vale che

[ Xoo — Zé continua <~ f|Xn : X, = Z é continua Vn.

Con i concetti ora introdotti, possiamo definire con maggiore precisione la topologia bw*:

Definizione 4.33 - Topologia bw*
Detta Bx~ la palla unitaria di X* considereremo

(X*v wa*) = ngr-&{loo nBx-.

Vediamo che la topologia bw* & localmente convessa. Per fare cio introduciamo le topologie
polari.

Definizione 4.34 - Topologia polare su X*

E una topologia localmente convessa associata alla famiglia di seminorme {|| - | wont AE A}
con A una famiglia di insiemi limitati su X. Senza perdita di generalita possiamo anche
assumere che:

1. VA, A e A, 3Be A: AUA' C B.
2. Vi >0eVAe AsihatAe A

31



4. Compattezza Compattezza per topologie deboli

Se A verifica queste ipotesi, allora una base di intorni convessi di 0 sara data da {A° : A € A},
notiamo infatti che la palla unitaria chiusa della seminorma || - || 4 € il polare di A.

Esempio 4.2
Le seguenti sono topologie polari:
e Se consideriamo A = F(X) = {parti finite di X}, allora 77 = o(X™*, X): per A € F(X)
47 = ({a}° con {a}° = {f € X"+ |(f.)| < 1),

z€A

e Se consideriamo A = B(X) = {sottoinsiemi limitati di X}, allora 73(x) = 7.

e Se consideriamo A = K = K(X) = {compatti di X}, allora possiamo considerare la topologia
della convergenza uniforme sui' compatti di X, che denoteremo con 7. Questa topologia
risultera molto importante per la dimostrazione del teorema di Krein-Smulian.

Teorema 4.35 - Teorema di Diendonné
Su X* wvale che Tic = Tpw+ -

Dimostrazione. La dimostrazione e stata fatta per un sistema di intorni dell’origine. Visto che se
A € Tp+ allora v+ A € T+, segue 'equivalenza della topologia per ogni intorno. O

Osservazione 4.36
Da questo seque che Ty~ € localmente convessa e che ¢ SVTLC.

Teorema 4.37 - Teorema di Diendonné
Vale che (X*,ic)* = (X*, Ty )*.

Corollario 4.38
Da questi due teoremi seque immediatamente il teorema di Krein-Smulian.

Definizione 4.39 - Insieme numerabilmente compatto (NC)
Dato X spazio topologico diciamo che & numerabilmente compatto se vale una delle seguenti
condizioni:

e Ogni S C X con |S| > Ny ha punti di w-accumulazione, ossia 3z € X tale che YU € U(z)
valga |[SNU| > No.

e Ogni {z;} C X ha punti di accumulazione, ossia 3z € X tale che YU € U(z) si ha
xy, € U frequentemente.

e Ogni famiglia {F,},>0 di chiusi, non vuoti e decrescenti per inclusione ¢ tale che

ngO Fy #.

e Ogni ricoprimento aperto numerabile di X ha sottoricoprimenti finiti.

Definizione 4.40 - Insieme relativamente numerabilmente compatto (RNC)
Dato A C X con X spazio topologico diremo che A & relativamente numerabilmente compatto
se vale una delle seguenti condizioni:

e ogni S C A tale che |S| > Xy ha punti di w-accumulazione.

e ogni (an)n>0 C A ha punti di accumulazione in X.

INotiamo che per linearita dei funzionali continui, basta che questa convergenza sia su un compatto!
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Fatto 4.41
Se A C X topologico ¢ RNC su X e f: X =Y continua, allora f(A) ¢ RNC inY.

Dimostrazione. Sia {y,} C f(A), cio¢ esiste {a,} C A tale che y, = f(ay). siccome A &¢ RNC
esiste ao, € X punto di accumulazione di {ay,}, vediamo che f(as) € punto di accumulazione per
{yn}. Sia U intorno di f(as) in Y e V intorno di as tale che f(V) C U. Allora, siccome a,, € V
frequentemente, anche y,, = f(a,) € f(V) C U frequentemente. O

Fatto 4.42
Sia A C E con E spazio di Banach. Se A ¢ w-RNC' allora A ¢ || - ||-limitato.

Dimostrazione. Siccome ogni f : E — R lineare continua & anche w-lineare e continua allora A e
w-limitato e per il teorema di Banach-Steinhaus ¢ || - ||-limitato.
Ricordiamo come sono fatti gli intorni deboli dell’origine: una base & data da

m fi_l((*l,l)) con f; w-continue

1<i<n

Chiaramente, se chiamiamo V = () f;*((~1,1)) valeche mV = () f;'((—m,m)) per linea-
1<i<n 1<i<n

rita delle f;. A meno di traslazione supponiamo che 0 € A. Se per assurdo A non fosse w-limitato
allora significherebbe che esiste U € U che non lo assorbe e, sempre senza perdita di generalita,
0 € U. Abbiamo quindi che U 2 V|, ma per il fatto precedente si ha A RNC implica f(A4) RNC,
ma quindi f(A) compatto in R e quindi f(A) limitato per ogni f € E*. Esiste quindi r tale che
f(A) C [-r,r] ma quindi A C rV, assurdo.

O

Definizione 4.43 - Insieme sequenzialmente compatto (SC)
Uno spazio X & sequenzialmente compatto se ogni (x,), C X ha sottosuccessione convergente
in X.

Definizione 4.44 - Insieme relativamente sequenzialmente compatto (RSC)
Un sottoinsieme A C X & relativamente sequenzialmente compatto se ogni (a,), € A ha
sottosuccessioni convergenti in X.

Teorema 4.45 - Teorema di Eberlein-Smulian
Sia E spazio di Banach e A C E. Rispetto alla topologia debole o(E, E*) i sequenti fatti sono
equivalenti:

1. A% & numerabilmente compatto (NC).
A ¢ relativamente numerabilmente compatto (RNC).
A" ¢ sequenzialmente compatto (SC).

A ¢ relativamente sequenzialmente compatto (RSC).

A" ¢ compatto (C).
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Osservazione 4.46
In generale per X spazio topologico e A C X walgono solo le implicazioni in nero:

La dimostrazione del teorema si riduce quindi a verificare solo le frecce rosse. In generale le
proprieta di compattezza non sono stabili per continuita, vediamo una serie di controesempi
per C < SC e per NC < RSC.

Esempio 4.3

X compatto ma non sequenzialemente compatto: X = 22° dove usiamo la notazione per gli ordinali
di von Neumann.

Esempio 4.4

X sequenzialmente compatto, ma non compatto: X = w; con la topologia degli intervalli aperti

che ha come base {Ja,b[: -1 <a <b<w;}.

Esempio 4.5
Esempio di A RSC, ma non NC: sia X = (w+1) x (w1 + D)\{(w,w1)} e A= (w+1) X w;.

Dimostrazione. Visto che n € A7

Fatto 4.47
Dato n € A7
tale che

oo o _ _ . .
( ) e D C E* insieme finito o numerabile, allora esiste un punto zp € A"

(f,zp) = (n, f) per ogni f € D.

E**E" . . . . .
( ), allora ogni suo o(E**, E*)-intorno incontra A, in parti-

colare lo fanno gli intorni della forma:

Si

fo € B i lfp fi) — m )l < Wi =1, m.

ha quindi che Vn > 1 esiste a,, € A tale che

(foran) — (0, )] < % vi<i<n.

Dimostrazione. Mostriamo le frecce in rosso come enumerate nel grafico:

1. ARNC = A RSC: Visto che A & w-RNC sappiamo che A & || - ||-limitato. Data {a, }nen C
A consideriamo V = span{a,} spazio di Banach separabile. Per il Teorema 3.37 si ha che
(By+, Tw+) € metrizzabile e per il teorema di Banach-Alaougulu & compatta. Segue quindi
che By - & w*-separabile e quindi, essendo un insieme assorbente, anche V* lo? &. Sia D C V*
separante: D & numerabile e denso.

Possiamo dunque fare un argomento diagonale ed estrarre una sottosuccessione {a,, } = {ay}
tale che le valutazioni (f,ax) convergano in R per ogni f € D. Consideriamo ora {a«} € F
punto di accumulazione per {ay}. Visto che V' ¢ una w-chiuso di E abbiamo che a, € V ¢

2Se D & ’insieme separante per By «, allora Q>0D ¢& separante per V*.
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che Vf € D, (f,ax) € di accumulazione in R. Visto che (f, ax) convergono e (f, as) ¢ punto
di accumulazione per tale successione abbiamo che

(f,ar) — (f,ass) per ogni f € D.

Vediamo che in realta questo vale per ogni f € V*: se per assurdo esistesse g € V* tale
che (g,ar) /— {g,a~), applicando lo stesso argomento diagonale con l'insieme di funzionali
DuU{g}, otterremmo {ax,; } = {a;} sottosuccessione tale che (g, a;) converge. Dato b, punto
di accumulazione per {a;}, similmente a prima, possiamo dire che:

{<g,aj> — (g.bsc)
<faa’j> — <fab00> = <faaoo>

dove 'uguaglianza segue per unicita del limite in R. Visto che questa vale Vf € D separante
si ha as, = bso, ma allora

(9,a5) — (9, boo) = (9, ac0)

che contraddice Iipotesi iniziale.

. .. a(V,v* .
Abbiamo quindi che ay (—> ) (00, Ma, per transitivita delle topologie iniziali, osserviamo

E,E* . .
che o(V,V*) = o(E, E*)|,, e dunque ay, (BBl Gso- Abbiamo trovato la sottosuccessione

convergente in E.

2. A'NC = A"SC: per A C X spazio topologico con A chiuso vale che RSC' <= SC. Per
il punto precedente sappiamo che A" RNC = 4" RSC e quindi abbiamo la tesi.

3. ARSC = A"C:

Idea. Per trovare la compattezza di un sottospazio, grazie al teorema di Banach-Alaogulu,

vogliamo lavorare nel duale "piu vicino” a E, che ¢ E**. _
—o(E*" ,E* . N . . ..
Una volta mostrato che AU( 57 C E** ¢ in realta un sottoinsieme di E e quindi
FOEE) _ o (BB L p  e(BTLE)
. . —o(E*",E™) | . ..
Da questo la tesi segue visto che AU( ) e o(E**, E*) chiuso e limitato e dunque compatto

per il teorema di Banach-Alaogulu, infatti &€ un sottospazio chiuso di un’opportuna palla che
¢ compatta per il teorema di Banach-Alaogulu.

. . . . —o(E*" ,E* .
Vediamo l'inclusione: vogliamo mostrare che, data n € AU( ), allora n ¢ o(E*, E)-
continua il che & equivalente a mostrare che kern C E* ¢ o(E*, E)-chiuso. Per il teorema di

Krein-Smulian possiamo limitarci a dimostrare che

kern N rBg« =1 (kern N Bp+) & o(E**, E*)-chiuso ¥r € RT.
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Capitolo

Teoria Spettrale

5.1 Operatori Compatti su Banach

Definizione 5.1 - Operatore compatto
Dati due spazi di Banach X,Y, una mappa T : X — Y si dice compatta se

1. & continua.

2. per ogni S C X limitato si ha che T'(S) C Y ¢ relativamente compatto rispetto a || - ||y

Osservazione 5.2

Nel caso di T lineare la prima condizione é chiaramente implicata dalla seconda che basta
richiedere per Bx. Useremo la notazione Lo(X,Y) per indicare U'insieme delle mappe lineari
compatte.

Osservazione 5.3
Nessun operatore compatto é invertibile se siamo su spazi di dimensione infinita, infatti
ricordiamo che la palla non é compatta in dimensione infinita.

Osservazione 5.4
Definizioni equivalenti:

e SeT e L(X,Y) allora T é compatto se V{x,} C X limitata {Tx,} é compatta.

o Se X ¢ riflessivo allora T & compatto se e solo se V{x,} C X tale che x, — 0 allora
| Tz, | — 0.

Fatto 5.5
Se X é riflessivo, allora é localmente sequenzialmente debolmente compatto, cioé ogni succes-
stone limitata in X ha sottosuccessioni debolmente convergenti.

Osservazione 5.6
Nel caso in cui sia X che Y sono riflessivi allora diremo che T : X — Y ¢é compatto se e solo

Ty, — 0
se per ogni successione {xyn} e {yn} tali che {7, 0 st ha che
y LN

n

(yy, Txy) — 0.
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Teoria Spettrale Operatori Compatti su Banach

Osservazione 5.7
Se H ¢ Hilbert ricordiamo che

-1 Ty =
Ty — T <
[zl — ll]l

Fatto 5.8
Se T € L(X) non ¢ compatto vi ¢ Y C X sottospazio chiuso di dimensione infinita tale che
Tly : Y = T(Y) é invertibile e T(Y) & chiuso.

Esercizio 5.9
Nel caso di X = ¢' mostrare che

Il
T, T < T, — T.

Proposizione 5.10
L’insieme Lo(X,Y) ha le sequenti proprieta:

o Lo(X,Y) é un sottospazio vettoriale chiuso di L(X,Y).

e Per ogni X,Y,Z Banach, se T € L(X,Y) e S € L(S,Y) allora ST € Lo(X,Y) purche
almeno uno tra T, S sia compatto.

o Se X =Y =Z allora Lc(X,X) = Lo(X) é un ideale bilatero chiuso dell’algebra L(X).

Definizione 5.11 - Operatore di rango finito
Un operatore T € L(X,Y) si dice di rango finito se dim(ranT) < +oo. Si indicano con
Li(X,Y).

Osservazione 5.12
Osserviamo che tutti e soli i T' € L(X,Y) sono quelli della forma

n

Tz = Z(ak, T)Yi

k=1
conne€N, o, € X* ey; €Y perogni 1 <i<n.

Fatto 5.13
Se H spazio di Hilbert vale che Lc(H) = Ly(H).

Esercizio 5.14
Se H ¢ di Hilbert mostrare che

1. Le(H) é il piu piceolo ideale bilatero chiuso non banale di L(H).

2. Se H é separabile, allora Lo(H) é lunico ideale chiuso non banale.

Proposizione 5.15 - Teorema di Schauder
Per XY spazi di Banach e T € L(X,Y) si ha che

T compatto <= T compatto.

Si passa ora alla teoria spettrale per operatori compatti.
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Proposizione 5.16
Sia X Banach e T € Le(X). Valgono i sequenti fatti:

1. ker(I —T) é un sottospazio chiuso, finito dimensionale e T-invariante.

2. Per ognin > 1 si ha che K,, :=ker(I —T)™ & una successione di sottospazi chiusi, finito
dimensionale, T-invariante, crescente per inclusione e stazionaria.

3. ran(I — T) & un sottospazio chiuso, di codimensione finita e T-invariante.

4. Per ognin > 1 si ha che I, := ran(I — T)™ € una successione di sottospazi chiusi, di
codimensione finita, T-invarianti, decrescenti per inclusione e stazionaria.

5. si ha che

I — T intettivo <= I —T surgettivo <= I —T invertibile

6. Per ognin € N

dim(ker(I — T)") = codim(ran(I — T)") = dim(ker(I — T™*)") = codim(ran(I — T*)").

Osservazione 5.17
Abbiamo quindi che, se T € Lo(X), allora I — T é un operatore di Fredholm.

Corollario 5.18
Se esiste ng tale che K,,, = K,, e R,, = R, per ogni n > ng, allora X = K,,, ® R, é una
decomposizione T-invariante.

Definizione 5.19 - Spettro di un operatore
Dato X spazio di Banach complesso, definiamo lo spettro di un operatore T' € L(X) come

o(T):={Ae€C:A—T ¢ GL(X)}.

Osservazione 5.20

Vale che o(T') é sempre non vuoto ed é anche un compatto di C. Vedremo che si potra definire
un raggio spettrale p e che si avra p < ||T||. Nel caso di T autoaggiunto con X spazio di Hilbert
varra p = ||T||.

Definizione 5.21 - Autovalore di un operatore
Dato X un C-spazio di Banach definiamo V'insieme di autovalori di un operatore T € L(X)
come

oav(T) :={\ € C: )\ —T non ¢ iniettivo}.
Definizione 5.22
Dato T € La(X) e A € C\{0} definiamo:
o Molteplicita geometrica: mg(A) := dim(ker(A — T))

o Molteplicita algebrica: mg(X\) := max,>o (dim(ker(A —7)™). Chiaramente come nel
caso finito, si ha my < m,.

o Autospazio generalizzato di \: dato ng abbastanza grande abbiamo

V() = | ker(A = T)" = ker(A — T)".

n>0
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e Similmente al precedente possiamo anche considerare:

R(\) = ﬂ ran(A — T)" = ran(A — T)"™°.

n>0

Osservazione 5.23
Nel caso in cui X sia di dimensione finita vale che 0 = oy, in dimensione infinita invece si
ha ooy C o, infatti si ha come esempio:

T: I? — L2
er %

T ¢ iniettivo e compatto, dunque non é invertibile.
Teorema 5.24 - Teorema di Riesz-Schauder
Se X Banach e T € Lo(X) wvale che:

o(T)\{0} = oav (T)\{0}.

o Per ogni A € o(T)\{0} si ha che A é un autovalore di con molteplicita algebrica finita e
me(A) = dim V(A).

o o(TN\o(T)\{0} e mag(A\,T) = ma(N\, T%), mg(A,T) = mg(X,T7).

o Ogni A € a(T)\{0} ¢ isolato, ed essendo o(T') compatto, l'unico punto di accumulazione
possibile di o(T) € 0.

o Dati A # p € C vale che V() C R(u) e V() C R(A).
Si ottiene la sequente decomposizione spettrale. Per ogni A C o(T)\ {0} finito si puo scrivere:

DV M R

AEA AEA

X = S3)

Il proiettore associato a V(A) con A € A sara il proiettore spettrale di A:
EN): X —V()

mentre il nilproiettore di A sara I — E(X) : X — R(A).
Dato un qualsiasi sottoinsieme A C o(T) \ {0} si puo considerare il proiettore:

Ey:=Y EN:X — PVE).

AEA AEA

5.2 Operatori Limitati su Banach

Proposizione 5.25
Sia A € L(X) operatore limitato su X C-spazio di Banach (a meno di complessificazione).
Valgono le sequenti proprieta:

e lo spettro o(A) ¢é chiuso limitato in C, contenuto nella palla Be (0, ||A]]).

e [’insieme risolvente definito p(A) := C\ o(A) ¢ aperto.
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5. Teoria Spettrale

e ['applicazione che manda complessi in matrici inverse:

p(A) —  L(X)
A o (A=A

é analitica ed é infinitesima per A — 0o, ovvero:

[(A=4)~"| —o.

Esercizio 5.26 - Identita del Risolvente
Provare che per ogni A\, i € p(A) vale lidentita:

A=A = (= A = (= N = A (A

Proposizione 5.27
Sia A € L(X) per X # {0}. Allora 0(A) # @.

Definizione 5.28 - Raggio Spettrale
Definiamo il raggio spettrale di A € L(X) come:

r(A) ;= max |\
A€o (A)

Proposizione 5.29 - Formula di Cauchy-Hadamard
Sia A € L(X). Vale la sequente formula:

1
n

r(A) = nh_)rr;o IIA

% = inf [|A"
n>1

Lemma 5.30 - Successioni Subadditive

Allora:

. (079 . (7%
d lim — = inf —.
n—oo n n>0 n

Teorema 5.31 - Teorema della Mappa Spettrale
Sia X un C-spazio di Banach, T € L(X) e p € C[z]. Allora:

dove se p(z) = > a;jz? allora p(T) = 3 a;T7.
i=o :

5.2.1 Proprieta Generali del Raggio Spettrale
Ricordiamo la formula del raggio spettrale per T € L(X):
. it L
r(T) = lim [T%|™ = tnf [|T"]]".
E’ possibile dimostrare le seguenti proprieta.

Proposizione 5.32
Sia T € L(X). Valgono le sequenti.

1. Per ogni A € C vale r(AT) = |A|r(T).

2. (i sono le sequenti doppie caratterizzazions.

Possiamo riscrivere il raggio spettrale con la seguente formula.

Sia (an)n C R successione subadditiva, cioé tale che apim < an + am per ogni n,m € N.
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i. 7(T) <1 se e solo se (T™),, limitato.
ii. 7(T) <1 se e solo se T™ — 0 per n — oo.

iti. 7(T) > 1 e T invertibile se e solo se T~™ — 0 per n — 0.

3. Per A, B € L(X) vale che r(AB) = r(BA). In realta vale anche di piu, ossia:
o(AB)\ {0} = o(BA) \ {0}.

4. Sia T € L(E). Allora:
_ [T|

N z20 |7

dove N = {|| - || norma che topologizza E}.

5.3 Operatori Limitati Simmetrici su Hilbert

Definizione 5.33 - Operatore Simmetrico su Hilbert
Sia H spazio di Hilbert. Un operatore limitato simmetrico A € L™ (H) & tale che:

(r,Ay) = (Az,y)  Vx,y € H.

Proposizione 5.34
Sia H Hilbert e A € L™ (H). Allora:
1. si ha che ker A = (ran A)* eran A = (ker A)*1.
2. dato Hy C H sottospazio A-invariante, anche Hy- e Hy sono A-invarianti.

Osservazione 5.35
Dato A € L¥"™™  operatore I + A? ¢ invertibile.

Cominciamo con alcune osservazioni e fatti.

Proposizione 5.36
Sia A € L™ (H). Valgono le sequenti proprieta.

1. o(A) C [~ Al [14]] C R
2. Autovettori associati ad autovalori distinti sono tra loro ortogonali.

3. Gli autovalori sono semisemplici ovvero mq, = mgy. Infatti vale per ogni n € N che
ker(A — AI)™ = ker(4 — \I).

Proposizione 5.37 - Raggio Spettrale con la forma quadratica
Consideriamo la forma quadratica qs(x) = (Ax,x) associata ad A € LS™(H). Definiamo
la quantita:
ra = gallo 5 = HSth1 (Az,z).
o=

Si prova che vale l'uguaglianza ra = || A]|.

Teorema 5.38 - Caratterizzazione Variazionale degli Autovalori
Una coppia (x,\) € H X R ¢ una coppia (autovettore, autovalore) di A € L3™™(H) se e solo
se (x,\) & una coppia (punto critico, valore critico) della funzione:

Falz) = {Az, x)

(x, )
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dove fa: H\ {0} — R ¢ il quoziente di Rayleigh.

Proposizione 5.39
Sia A € L™ (H). Allora £||A|| € oav(A).

Corollario 5.40
Sia Hy C H sottospazio non vuoto A-invariante e chiuso. Allora A ha autovettore nel
sottospazio Hy.

Corollario 5.41
Un operatore A € L™ (H) ammette una base ortonormale di autovettori di A.

Questi corollari permettono di arrivare ad un teorema di “diagonalizzazione” per operatori
simmetrici compatti.

Teorema 5.42 - Teorema di Diagonalizzazione

Un operatore A € LS™™(H) ¢ unitariamente coniugato ad un operatore di moltiplicazione
a1 lo(S) = £3(S) per un elemento a € ¢p(S), dove S é un insieme che indicizza una base di
autovettori per A.

Questo operatore di moltiplicazione a- € in un certo senso la “diagonalizzazione”.

Definiamo alla luce dei precedenti risultati un’indicizzazione per gli autovalori non nulli di un
operatore A € LSm™m(H).
Dato che o(A) ha punto di accumulazione al pit in 0 € R, si considera l'ordine debolmente
monotono indotto da Z \ {0}:

A1 <A< A 3<-- <0< A3 <N

considerando anche la molteplicita degli autovalori.
Per comodita di notazione, nel caso di spettro di cardinalita finita definiamo A, = 0 se n non
indicizza un elemento dello spettro. Inoltre, definiamo nel caso di autovalori negativi A_,(A) :=

An(A).
Arriviamo al seguente risultato.

Teorema 5.43 - Principio di Min-Max (Courant-Fischer-Weil)
Sia A € L3™™(H) con autovalori indicizzati come sopra. Allora per ogni n > 0 vale:

A (A) = inf sup (Axz,x) = su inf (Az,z
) ECH ||w\|1:)1< > FQII)LI HwH:1< )
codim(E)<n ,ep dim(F)>n z€F
mentre
An(A) = sup inf (Azx,z).

ECH lz|l=1
codim(E)<n T€E

Teorema 5.44 - Principio degli Autovalori Intervallari
Sia A € LS™(H) ed Hy C H iperpiano chiuso, con mappe di inclusione e proiezione
rispettivamente:

J()ZHQ*)H P()ZH‘)HO

dove ricordiamo che Py = J§. Consideriamo l'operatore Ay := PyAJy € Lsmm (),
Segue che:
o= Ao qa, = aalm,
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ed in particolare vale che per ogni n > 0:

Afn(A) S Afn(AO) S )\77171(14)

Si possono dare delle altre stime sull’insieme spettro.

Definizione 5.45
Sia A € L(H). Allora si possono definire:

my = Hir\llfl (Azx, x) e My = sup (Az,z).
zll= llzll=1

Proposizione 5.46
Per ogni A € L¥™™(H) vale che o(A) C [m M,].

Proposizione 5.47
Per ogni A € L¥™™(H) vale inoltre che:

ma = mino(A) e My = maxo(A).

Per la dimostrazione alternativa di questa proposizione abbiamo usato il seguente princi-
pio.
Proposizione 5.48 - Principio Variazionale di Ekeland

Sia (X, d) spazio metrico completo ed f : X — RU{oo} funzione semicontinua inferiormente
e limitata inferiormente (non costante a 00). Siano e >0 e § > 0: fissato un a € X tale che:

fla) <&+ inf f(x)

allora esiste a € X tale che:

5.4 Operatori di Fredholm

Definizione 5.49 - Operatore di Fredholm
Un operatore di Fredholm tra spazi di Banach ¢ un operatore T € L(X,Y) tale che

dimkerT < oo codimranT < oco.

Equivalentemente, esiste una successione esatta

0 E X L.y F 0

dove E,F hanno dimensione finita. Denotiamo T' € F(X,Y).

Fatto 5.50
Sia T € L(X,Y) tale che ranT ha codimensione finita. Allora ranT ¢ un chiuso in'Y .

Definizione 5.51 - Operatore di Semi-Fredholm
Sia T € L(X,Y) un operatore tra Banach. L’operatore T si dice di semi-Fredholm se:

e ran’ ¢ un chiuso in Y.
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e uno tra dimker7T e codimranT ¢ finito.

Definizione 5.52 - Indice di Fredholm
Sia T' € L(X,Y) un operatore di semi-Fredholm. Allora I'indice di T &:

i(T) := dimker T'— codimran T
Fatto 5.53

Sia T € L(H) dove H spazio di Hilbert. Allora T & di Fredholm se T* ¢ di Fredholm. In tal
caso i(T*) = —i(T).

Teorema 5.54 - Teorema di Atkinson
Un operatore T € L(X,Y) é di Fredholm se e solo se T & essenzialmente invertibile, ovvero:
IS € L(X,Y) tale che Ix — ST € Lo(X) ely —TS € La(Y).

Osservazione 5.55
Sia T € L(X,Y) avente inverse essenziali destra Sy e sinistra Sa. Allora:

TS, =1-C ST =1—Cy

dove C1,Cy sono operatori compatti. Si ottiene che Sy — So € compatto e che entrambe sono
verse essenziali di T'.

Osservazione 5.56 - Enunciato equivalente per X =Y
11 teorema di Atkinson, nel caso X =Y, si enuncia definendo il quoziente:

7 L(X) — L(XVLC(X) —: C(X)

dove C(X) é detta algebra di Calkin.
In questa notazione, il Teorema di Atkinson equivale a dire che:

F(X):=F(X,X)=n"YGC(X))

cioé che T é Fredholm se e solo se w(T) é invertibile nell’algebra di Calkin.

Proposizione 5.57
Valgono i sequenti fatti.

1. F(X,Y) é un aperto di L(X,Y).
2. L’indice di Fredholm ¢ localmente costante.
Lemma 5.58

Dato T € F(X,Y) tale che i(T) =0, si pud scrivere T = U + L dove U ¢ invertibile ed L é
di rango finito.

Proposizione 5.59
Siano T € F(X,Y) ed S € F(Y,Z). Vale che:

ST e F(X,Z) e  i(ST)=i(S)+i(T).
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Capitolo

Calcolo Funzionale

6.1 Operatori Autoaggiunti su Hilbert

Sia A € L(H) operatore autoaggiunto su uno spazio di Hilbert. Sia ¥ := ¢(A) C R compatto e non
vuoto (per risultati del Capitolo 5). Dato un polinomio p € R[], possiamo definire p(4) € L(H)
nel seguente modo:

p(z) = Zakxk — p(A) = Z apA*.
k=0

Questa costruzione risulta avere buone proprieta.
Fatto 6.1
La corrispondenza:
(HE := {funzioni polinomiali ¥ — R}, || - ||oo,2) «— (L(H), [ lgy)
p —

e un omomorfismo isometrico di algebre.

Vogliamo ora estendere la costruzione fatta sopra, risulta naturale usare il Teorema di Stone-
Weierstrass.

Proposizione 6.2 - Calcolo funzionale per Continue
Sia A= A* € L(H). Allora esiste un unico omomorfismo continuo

®=>0,:C°%,C) — L(H)
tale che ®(idy) = A. Valgono le sequenti proprieta:
1. ® ¢ un’isomelria, con immagine chiusa in L(H).
2. ®(f) = ®(f)* per ogni f € C°(,C), ovvero ® & un *-omomofismo di algebre.
3. se f € COS,R) ed f >0 suX, allora ®(f) = ®(f)* > 0.
4. se [A,B] =0 allora [®(f),B] = 0.

Si puo ulteriormente estendere il dominio di questa associazione, fino alle funzioni Boreliane
limitate B(X, C). Servono i seguenti risultati.
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Proposizione 6.3
Sia A= A* € L(H) e sia ¥ = o(A). Esiste una mappa sesquilineare®:

HxH — CO(Z,(C)* :’M(Z,(C)
(xvy) — P,y

dove M (3, C) sono le misure complesse su % e vale che:

e L (61)
Valgono inoltre le sequenti proprieta:
1. per ogni f € C°(2,C) e per ogni (x,y) € H x H vale la formula (6.1).

| < ] - [lyll-

3. per ogni x,y € H vale iy » = iz y-

2. per ogni x,y € H vale ||figy

4. definito per ogni x € H la misura iy = iy o, €ssa & reale, pg >0 e ||ug] = [E

2QOvvero una applicazione V' x V' — W lineare sulla prima componente ed antilineare sulla seconda.

Osservazione 6.4
Sia K un compatto. Vale lisometria C°(K,C) ~ M(K,C) dove abbiamo

M(K,C) = {misure di Baire limitate a valori in C}.
Ricordiamo che l'algebra di Baire di K ¢é definita:

Ba(K) = “ minima o-algebra di insiemi per cui le funzioni continue sono misurabili”
ed ¢ generata dagli aperti di K della forma f~Y(Ry) per f continua.
In particolare se K ¢ metrizzabile, si ha che Ba(K) coincide con l’algebra di Borel.
Teorema 6.5 - Teorema di Lax-Milgram
Sia b: H x H— C mappa sesquilineare continua, cioé tale che:
bz, )l < C -]l -yl Yo,y € H.
Allora esiste B € L(H) tale che b ¢ della forma:
b(x,y) = (Bz,y).

Vengono introdotte le seguenti definizioni, per arrivare all’estensione della Proposizione 6.3.

Definizione 6.6 - Convergenza puntuale dominata

Sia ¥ uno spazio metrico compatto e B(X,C) lo spazio delle funzioni boreliane limitate su
tale compatto. Diciamo che una successione (fi)reny C B(Z, C) converge ad una f € B(X,C)
nella convergenza puntuale dominata se:

3 C > 0 tale che per ogni x € ¥ valgano |fx| < C e fr(z) = f(z).

Teorema 6.7 - Teorema di densita sequenziale

Lo spazio C°(X,C) ¢ sequenzialmente denso in B(3,C) per convergenza puntuale dominata.
In altre parole: il minimo insieme sequenzialmente chiuso per convergenza puntuale dominata
contenente le funzioni continue é proprio B(3,C).
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Definizione 6.8 - Convergenza debole degli operatori
Una successione (Ag)r>0 C L(H) converge ad A € L(H) nel senso debole degli operatori se:

(Agx,y) — (Ax,y) per n — oo Ve, y € H.
Effettivamente, questa & la convergenza su L(H ) data dalla topologia iniziale o(L(H), F') dove

Fi={vg,: A (Az,y)}.

Osservazione 6.9

Risulta che quest’ultima é la convergenza w* di L(H), in quanto L(H) é un biduale dato che
(Lo(H))™* = L(H).

Vale infatti che Lo(H) C L(H) ¢é Uinclusione insiemistica nel biduale.

Definizione 6.10 - Convergenza forte degli operatori
Una successione (Ag)r>0 € L(H) converge ad A € L(H) nel senso forte degli operatori se:

Apx M Az Ve e H
cioé puntualmente, viste come funzioni Ay : H — H.

Finalmente si puo enunciare il risultato generale.

Proposizione 6.11 - Calcolo funzionale per Boreliane
Sia A= A* € L(H) e sia ¥ = o(A). Esiste un unico omomorfismo di algebre:

®:B(3,C) — L(H)
tale che ®(idy) = A e che sia sequenzialmente continuo tra le convergenze puntuale dominata
(per B(X,C)) e debole nel senso degli operatori (per L(H)).
Corollario 6.12
Nelle ipotesi sopra, indicando f(A) := ®(f), valgono le sequenti proprieta.

1. Per ogni x,y € H e per ogni f € B(X,C):
() = [ s,

2. FAN = 1 lloo s
3. La mappa ® ¢ compatibile col coniugio, ovvero f(A) = [f(A)]*.
4. Se [A,B] =0 allora [f(A),B] =0.

5. Se fr — f in convergenza puntualmente dominata, allora fi,(A) — f(A) in senso forte
degli operatori.

6.2 Operatori Normali su Hilbert

Definizione 6.13 - Operatore normale su Hilbert
Sia A € L(H) con H spazio di Hilbert. Allora A & normale se AA* = A* A.

Osservazione 6.14
In questa generalita, o(A) € R quindi il Teorema di Weierstrass non é pit garantito, non si
puo enunciare ’equivalente della Proposizione 6.3.
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6. Calcolo Funzionale Algebre Finitamente Generate

Dato un operatore A lineare, si puod pero scrivere:
A=B+iC dove B,C' autoaggiunti

dove in particolare BC' = CB in quanto si definiscono esplicitamente:

1 1
SA+A) C=(A-A)

L’idea & quella di estendere il calcolo funzionale per f(Ai,...,A;) dove A; sono operatori
autoaggiunti che commutano tra loro. Questo permetterebbe di risolvere il caso di operatori
lineari, lavorando con A1 = B e Ay = C.

Si fa ricadere la trattazione ai risultati della seguente sezione.

6.3 Algebre Finitamente Generate

In questa sezione si considera la x-algebra:
A := x-algebra generata da Aq, ..., Ay commmutanti

dove per x-algebra si intende un’algebra che presenta 'operazione di aggiunzione.

Teorema 6.15 - Calcolo funzionale per Algebre Finitamente Generate
Siano Aq,..., A, € L(H) tali che A; = A} ed A;A; = AjA; per ogni i, j.

3
Definiamo gli intervalli I; := [ — ||4;||,||4i|l] ed anche I := [] I;. Allora esiste un unico
i=1
omomorfismo di algebre:

& : B(I,C) —> L(H)

sequenzialmente continuo rispetto alle convergenze puntuale e dominata (su B(I,C)) e con-
vergenza nel senso debole degli operatori (su L(H)).
Inoltre, se x; € B(I,C) ¢ tale che x; : (a1,...,ar) — a; allora:

Proposizione 6.16
Nelle ipotesi sopra, per l’omomorfismo ® valgono le sequenti proprieta.

1. Per ogni f € B(L,C) vale che [[2(f)[| < [|f|l o x-

2. ® ¢ uno x-omomorfismo ordinato, cio¢ ®(f) = ®(f)* e se f ha valori reali ed & > 0
allora anche ®(f) = ®(f)* > 0.

3. Se fn — f in convergenza puntuale dominata, allora ®(f,) — ®(f) nel senso forte degli
operators.

4. Se B € L(H) ¢ tale che [A;, B] =0 per ogni i =1,...,n allora [®(f), B] =0 per ogni
f e B(,C).
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Capitolo

Domande Orale

In questo capitolo vengono riportate in ordine sparso le domande fatte agli orali di Istituzioni di
Analisi finora.

1.
2.

10.
11.
12.

Enunciare e dimostrare il teorema di Banach-Steinhaus, con le sue conseguenze.

Come si caratterizzano i compatti in uno spazio di Banach (Enunciare i teoremi di Mazur,
Diendonné ed Eberlein-Smulian)?

Parlare del calcolo funzionale per algebre finitamente generate.
Enunciare e dimostrare il teorema dell’immagine chiusa.

Parlare della relazione tra iniettivita e operatori aggiunti (come conseguenza del teorema
della mappa aperta).

Parlare dei risultati principali visti per spazi riflessivi e dimostrare uno di essi.
Enunciare e dimostrare il teorema di Hahn-Banach con le sue conseguenze.
Parlare della formula per il raggio spettrale di operatori.

Enunciare e dimostrare il teorema di Milman-Pettis.

Enunciare e dimostrare il teorema della mappa aperta con le sue conseguenze.
Parlare delle proprieta degli operatori di Fredholm.

Dimostrare che lo spazio ¢y non ¢ un duale.
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