1 Coordinate proiettive omogenee

Abbiamo introdotto lo spazio proiettivo P, {®) come il quoziente B*™ — {0} /3 dove
R & la relazione di equivalenza di parallelismo

hw <= JAF 0 tale che v = Aw

Abbiamo evidenziato alcune proprieta topologiche come connessione, compattezza,
separazione ...

Voglianmo ora vedere alcune proprictd delle spazio proiettive da un altro punto di
vista.

Innazitutio osserviamo che possiamo ripetere l'operazione fatta su 2 partendo
da un gualunque spazio vettoriale V' di dimensione finita, Definiamo

P(V) = V — {0}/%

ove M & definita allo stesso modo.

Vogliamo coordinatizzare P(V) in modo intrinseco: vogliamo cicé, in analogia a
quello che si fa con uno spazio vettoriale V quando lo si identifica con B! ogni
volta che si fissa uns base, dare una procedura per identificare P{V) con P.(R),
mettere quello che si dice un sistema di coordinate profettive omogenee in (V).

Indicheremo V — {0} per brevita con V' e chiameremo
v V= PV

la proiezione canonica.

Con queste notazioni chiameremo sottospazi lineari di dimensione b di (V) le im-
magini dei sottospazi vettoriali di V di dimensione A+ 1 tramite la ¢/; in particolare
chiameremo punti le immagini di quelli di dimensione 1 e potremno pensare il vuoto
come sottospazio di dimensione —1.,

Se {V¥;} & una famiglia di sottospazi di V', l'insieme NV} & ancora un sottospazio
per cui risultano ben poste le definisioni di sottospazio lineare generato, sotiospazio
intersezione e sottospazio unione di sotiospazi lineari.

Inoltre le nozioni di dipendenza ed indipendenza lineare e di sistema di generatori
passano al quoziente nel senso del seguente lemma di immediata dimostrazione.

Lemma 1.1. Signe {v1,...,w} e {wy, ..., we} due k-ple di veltori paratleli, cioe
tali che

o= wg con A F#D

e siane inoltre v e w sone due aliri vetfori paralieli. Allora

o {v1,...,0;} sono indipendenti se e solo se lo sono {un,. .. wy}.



s v € Span({vy,...,v) < w € Span{un,...,uw}.

Non avendo lo spazio prolettivo cosi introdotto uns struttura additiva, conviene
definire la nozione di dipendenza in guesto modo.

Definizione 1.2. Diremo che il punto P & dipendenie dai punti 7,..., Frse P €
Span{ P, ..., P) con ovvio significato del termine Span(P,,..., B!

Diremo quindi che & punti sono indipendenti se nessuno appartiene allo spazio gen-
erato dagh altri

Ossrvazione 1.3. IX immediato verificare che con questa definizione due punti sono
dipendenti se e solo se coincidone.

I3 pertanto ben posta la seguente definizione di base

Definiziene 1.4. Diremo che i punti £y,..., Py sono una base di B{V) se F; = [w]
e {vy,...,t;} formano una base di V

Per uno spazio vettoriale di dimensione n + 1 la nozione di base equivale ad un
isomorfismo con lo spazic numerico R**!. Vale la stessa cosa per lo spazio P(V)?
Nel senso che Ia scelta di uns base di punti induce una identificazione con lo spazio
Fa(R)?

La risposta & no. Spieghiame la ragione.

Fissiamo i+ 1 punti 5, ..., P, in B{(V) indipendenti e scegliamo un rappresentante
per ogni classe di equivalenza
P = (v

Sia ora P un punto qualsiasi di P{V) e P = [v]. Poiché i {;} sono una base di V si
ha per v
U= Fotp+ ...+ Tply

Se {u4} e w sono altri rappresentanti per i F; e per P, risulta
W= Yoti'n + ...+ Yaliln

gse w= kv e W; =k risulta y; = kk~iz,.

Pertanto l'applicazione P — {xg,...,2,) non & ben definita poiché in generale
la (n+1)-pla {rg,...,2,) non & proporzionale a (yo,. .., 4.} € quindi 'associazione
dipende dai rappresentatnt{ scelti..

Per ovviare a questo inconveniente scegliamo un ulteriore punto I/ in modo tale che
la (n+2)-pla B, ..., Py, U sia composta di punti a n-+ 1 a n 4 1 indipendenti.

Sia 7 = [u]. Risulta u = 3 ayv; con gli ; # O per ogni . Possiame quindi sceghiere
come rappresentanti di B i vettort T = o;Vi: con questa scelta si ha u = 3 T ciog
il punto If ha tutte le coordinate ugulai a 1.

ndichiamo con Span{Py,..., ) il sottospazic lineare che si ottiene come profezione
(Span{eg, ..., v} — {0} se P = {usd



Se prendiamo altri rappresentanti per i F: e U/, diciamo #; e ¥ con la stessa conven-
zione, cioé che ¥ abbia coordinate tutte 1 nella base #;, cloé

Eg — }1.,'?,'5, ﬁ — :’kH, E = E 'ﬁg,

si ha:

= Z"ﬁi = Z}‘:‘Ui
i=Ju=) i

Da cui, per Pindipendenza dei v;, si ha A =AY 4.
Abbiamo due (r + 1)-ple di vettori #; e v; con ¥; = AV, e quindi le due n + 1-ple di
coordinate associate allo stesso punto risultanc proporzionall. Pertanto la mappa

F(V) — B.{R)}

& hen definita.

Definizione 1.5. Una scelta di punti siffatia si dirk un sitema di riferimento pro-
iettivo; in particolare il punto {7 si dird il punto unita

Concludiamo il paragrafo notando che & immediato verificare, passando dallo spazio
vettoraiale sopragiacente, la validitd nello spazio prolettive della formula di Grass-
mann.

Teorema 1.6, Se U/ e V sono sotiospazi Hinewri di une spazio proiettive P(V) allore

vale
dim & + dim V = dim {/ nV) +dim {FU V)

2 Cambiamenti di base

Negli spazi vettoriali 'identificazione di V' con 'R™ cancnico porta a trattare le
applicazioni lineari per mezzo di matricl.

v L w

L

Eﬂ AI Rﬂl
Se prendo W = V e f = id la matrice A; pud essere interpretata come la matrice
di un cambiamento di base. In questo caso la matrice & invertibile,
Consideriamo quindi # caso di un endomorfismo invertibile delle spazio vettoriale
V: il caso in cui Ia matrice non & invertibile risulta di trasposizione un pochino pit
laboriosa e ne parleremo pit avanti.



Sia quindi A una matrice (n + 1) x {n + 1) con detA # & Dapplicazione lineare
indotta da A passa al quoziente perché la controiminagine di 0 ¢ il solo zero e la
relazione di parallelisimo commuta con la linearita.

Anche qui ci poniamo il problema se esistono due matriel che inducono lo stesso
cambiamento di base nel quoziente: ad esempio se A = AB & immediato verificare
che la cosa & cosi perché il vettore Be & parsllclo al vettore Aw.

Teorema 2.1. Due mairici A e B inducono lo stesse cambiogmento di riferimento
proiettivo se € solo se A= AB

Prova: La prova usa lo stesso ordine di ideee di quanto fatto fino ad ora. Se
A ¢ B sono due matrici tali che A = AB & ovvia che inducono lo stesso riler-
imento proleitivo.. Viceversa, sia Fy, ..., P, I/ un riferimento proiettivo e siano
Q; = A(F;} = B(R), UV == A{U) = B(U). Se P, = [v} risulta

Ay = M(By)i=0,...,n

Quindi Aj»; & una base di antovettori per 87! 4 che pertanto in questa base & diago-
nale. Usando ii fatto che viene conservato il punto {7 si ottiene che tutti gli elementi
sulla diagonale debbono essere uguali e quindi che B~ A = AL O

Da ultimo, passando attraverso lo spazio vettoriale sopragiacente , si ha

Teorema 2.2. Date due (n+ 2}-ple di punfi diP.(R) an+ 1 e n4 1 indipendents,
esiste una ed un sola classe di matrici invertibili che portano {'una nell’altra.

3 Spazi subordinati

1 sottospazi di B{V') sono stati definiti come le immagini dei sottospazi vettoriali
per Vapplicazione sul guoziente; in particolare abbiamo chiamato punti le immag-
ini dei sottospazi di dimensione 1 ¢ chiameremo iperpiant le immagini di quelli di
codimensione 1.

Volendo porre un punito di vista intrinseco potremino fissare un riferimento proietiivo
Fs, ..., Py, U:si noti che un iperpiano coordinato {ciod un sottospazio generato da
n del punti F; sl rappresents in quests situazione con una equezione z; = 0 ed
anslogamente un sottospazio coordinato di dimensione k, generato clod da & 4 1
dei punti P; si rappresenta con cquazioni z;, = ... = z;__, = (. Piit precisamente
Iiperpiano z; = 0 & quetlo che non contiene il punto P di coordinate {0,...,1,...,0}
ove 'l & all’i-esimo posto.

Sia ora agitp + . .. + an, = 0 una eqguazione lineare omogenea

Tecrema 3.1. Un iperpianc & Uinsieme di tuiti e sofi i punti che verificano una
equazione omogenea del tipe agra+ ...+ anx, = 0. Due tafi equazioni individuano lo
stesso iperpiane se € solo se i coefficienti differiscono per un fatiore moltiplicativo.
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Prova: Invece che ricavarlo direttamente dallo spazio vettorisle sopragiacente, ve-
diamo la cosa in modo intrinseco.. Poiché abmeno uno dei cosfficienti, diciamo ap, &
diverso da zero, la matrice

{lp y &9 iy
0 1t 0 0
A=10 D 1 0
0 0 1
induee un cambiamento di base in eul @prg + ... + 4,3, = 0 diviene iperpiano
coordinate g = 0. Mostriamo infine che se 3 a;o; = 0 e ) bz = 0 rappresentano
lo stesso iperpiano allora @y = AB; peri=0,...,n

Supnoniamo che ag £ 0 e By # 0. Allora

Usando il fatto che Peguaglinnza vale per ogni punto e quindi anche per i punti
a4 i L a
di coordinate (0....,1,...,0) si ottiene che — = — ciod a; = Ab; con A = i—.

ag b o

Tuito cid si estende in modo ovvie ad un sottospasio qualsiasi e quindi si ha che
un sistema Hneare omogeneo di r equazioni rappresenta un sottospazio lHneare di
dimensione maggiore o uguale a n —r.

4 Dualita negli spazi proiettivi

Abbiamo visto nel paragrafo precedente che ad un iperpiano viene associata una
{n + 1)-pla a meno di un fatiore di proporzionalita, ciod lo spazio degli iperpiani
di uno spazio proiettivo (o di uno spazio vetteriale} viene parametrizzato in modo
naturale da wno spazie proiettivo. I immediato vedere che questo spazio non & altro
che il proiettivizzato dello spazio duale V* = Homg{V, R}.

In altri termini lo spazio profettive P{V) rappresenta (parametrizza) sia le rette
{per Porigine) dello spazio vettoriale V, sia (per dualitd} gli iperpiani {sempre per
origine) di V.

Se in uno spazio proiettivo chiamiamo sieffo di iperpioni di dimensione 2 un sot-
tospazio lineare dello spazio proiettivo duale, Pusuale dualitd in unoe spazio vetloriale
V induce il seguente risultato

Teorema 4.1. o [na stello di iperpiani Xy di dimensione b & Pinsieme di tutli
e sofi gli iperpiani di (V) passanii per un sottospezie lineare Sy_n—1, che si
dird centro della stelia.

on



o Gii iperpiani passanti per un soflospazio lineare Sy formano una siella di iper-
piani di dimensionen — h — 1 di cui 5y & il centro.

It particolare le rette di P{V}*, ciot i sottospazi ¥; di dimensione 1 di F(V)* si

chiamano fasci.

Osserviamo inoltre che se £{5') e L{5") sono due stelle di iperpiani di centri rispet-
tivamente S’ ¢ §7 risulta

VST CB(S) e ST S
da cui
(S NS =B(SHUB(S), e B{S'US") = B(&)n E(5").
Tutto cit st pud riassumere nel seguente principio di dualita negli spazi proiettivi

Teorema 4.2. Sia T un enunciato comprendenie § iermini sottospazio, inclusione,
inetrsezione, unione ¢ eguazioni. Allora se T é valido per un qualungue spazio pro-
ieftivo di dimensione n & valido 'enunciato T* {detto Venunciato duale) oftenuto
de T scambiande i sotfospazi di dimensione h con { softospazi di dimensine duale
i — 1 — h, rovesciando le inclusioni e scambiando Ie intersezioni con le unioni.

Prova: Sia T{S, Sk, ..., C,N.U) un enuciato come in ipotesi, valido per gli spaz
proietiivi di dimensione n. Quindi nello spazio duale vale il teorema T2, By, ...,
, M), Utilizzando le relazioni appena viste e il teorema della stella i iperpiani,
passando da ogni stella alla sua base si ottiene per P(V) l'emunciato T O

Ad esempio in uno spazio proiettivo di dimensione 2 per due punti passa una ed
una sola retta e {duale) due rette si incontrano sempre in un punte, in uno spazio di
dimensione 3 Io stesso enunciato si dualizza in due piani s incontrane in una retta {i
“duali” dei punti in P; sono i piani e le rette sono autoduali. 8i noti che dai discorsi
fatti risulta che in un piano proiettivo due retie si incentrano sempre in un punto
e in uno spazio prolettivo di dimensione 3 upa retta e un pilano hanno sempre un
punto in comune.

5 Relazione tra coordinate affini e coordiante
omogernee.
Abbiamo visto che in uno spazio proiettivo P,(R) viene naturale individuare n+ 1

aperti omeomorfi a B", precisamente i sottoinsiemi U in cul la i-esima coordinata
& diversa da zero e P'applicazione & data da, nel caso ad esempio di Uy,

I Fn
{{zg,...,¢a} 12 £ 0} = {=—,...,—)
To Lo
Se viceversa partiamo da un R” considerando le coordinate (y1,...,#.) come rap-
porto di due coordinate omogenee {Z},..., I*) si ottiene una identificazione delt'R"

come un aperto di un proiettive dove 1 punti che mancano sono quelii con xg = 0.
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Nel seguito saremo portati a considerare in R™ i luoghi di zero di funzicni polinomiali:
che cosa succede se facciamo questa operazione?

Partiamo da un polinomic p(,...,4.) di grado d, consideriamo in B” il chiuso
Y1, ..., ¥} = 0, introduciamo delle coordinate omogenee ¢ consideriamo il poli-
nomio P{zry,..., &) = :a-ﬁp{ﬁ, c++1 =), P non & una funzione su P.(R), tuttavia

risulta ben definito in P,,{R) il suo lucgoe di zeri {perché?} che & un chiuso (perché?),
e quindi un compatto.

P = 0 contiene in P.(R) dei punti in pitd di p = 0 in B™ i punti in cui interseca
Piperpiano xp = 0. Vediamo qualche esmpio.

Esempi 5.1. 1. Provare che due retfe in Po(R) si incontarno sempre sia come
conseguenza della formule di Grussmann che analiticamente in {ermini di
equaziont.

2. Pensando B? dotato di un sistema di coordingte proicttive omogenee® | scrivere
le equazioni di tutic le refte passenti per i punto (0,0,1},0ppure passanti per
it punto {0,1,1} o passonti per i punio [1,0,0}

9. Provare, sia come conseguenza defla formula di Grassmann che analilicamente
in termini di equazioni,che una retfa ed un piano in P3(R) st inconirap sempre

4. Pensando B® dolato di un sistema di coordinale proicitive omogenee, scrivere
le equazioni di tutti i piani passenti per if punto (1,0,0,0} e i punto (0,0,0, 1}

Pensando B dotato di un sistema di coordingle proieltive omogenee, scrivere
le equazioni di tutte le retie passanti per il punte (1,0,0,0),oppure passenti per
it punfe {0,0,0,1)

&N

Gli esempi precedenti giustificano un poco il nome di di punti all'infinito che viene
dato ai punti con la coordinata xp ugnale a 0 in B* quando lo si pensa dotato di un
sistema di coordinate proiettive omogenee

Esempi 5.2. Caleotare i punti all'infinite delle seguenti curve di B

Lt -y =0
g xt—y'=1
g zy=10
4. zy=1

1.12.2009

*Ciok pensandole come Vaperto zg # 0 del suo completato proiettivo
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